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Aufgabe 13 schwach beschrankt= normbeschrankt

Es seisZ ein Hilbertraum. Eine Teilmengd C 7 heildstschwach beschrankglls fir allex € 57 die
Menge{(x,y) | y € M} komplexer Zahlen beschrankt iM. heiBtnormbeschrankfalls {||x|| | x e M}
beschrankt ist.

Jede normbeschrankte Teilmenge eines Hilbertraumes ist offenbar schwach beschrankt. (Warum?)
Uberraschenderweise gilt auch die Umkehrung:

Jede schwach beschrankte Teilmenge eines Hilbertraumes ist normbeschrankt.

Fihre die Beweisskizze inALMOsS, »A Hilbert space problem book«, Seite 184, aus.

Aufgabe 14 Es sei(yn)n eine Folge komplexer Zahlen, und fur alle Folgen), € |» konvergiere
die Reihey , Xnyn.

Zeige: Dann ist auckyn)n € |2.

Hinweis: Benutze di@abgeschnittenen Folggwys, ..., Yk, 0,...) und Aufgabe 13.

Aufgabe 15  Wir betrachterC([0,1]) mit der Norm|| ||, die durch das Skalarprodukt

(19 = [ TOa0

gegeben ist.

Zeige:C([0,1]) ist mit dieser Norm nicht vollstandig.

Hinweis: Eine geeignete Funktionenfolge zu finden sollte nach unseren bisherigen Ubungen nicht
mehr schwer sein. Hilfsbehauptung: Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen bez{igkctso
konvergiert die Folge der Stammfunktionen gleichmafig.

Aufgabe 16  Zur Vervollstandigung eines Prahilbertraumes
Es seiX ein normierter Raun C X ein dichter Teilraum, und af sei ein Skalarprodukt gegeben,
so dass fur allg € Y qilt:

IY[IZ = (y,y).

Zeige: Dieses Skalarprodukt lasst sich eindeutig auf gafartsetzen, so dass diese Normformel auf
ganzX gilt.
Hinweis: Definiere das Skalarprodukt durch die in der Vorlesung angegebene Polarisationsformel:

13 k2
(x,y) = Zk;' X+l

Abgabe: Montag, 24. 11. 2003, vor der Vorlesung.



