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Stochastik I

10. Übung

Aufgabe 1 (3 Punkte) Seien (Xn)n∈N unabhängige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,A, P ) mit PX1 = PXi

für alle i ∈ N. Zeigen Sie:

E[|X1|] <∞⇔ ∀ε > 0 :
∑
n∈N

P

({
|X1|
ε

> n

})
<∞⇔ Xn

n
→ 0 P -fast sicher.

Aufgabe 2 (3 Punkte) Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A ∈ A und (An)n∈N eine Folge
von Mengen in A und p ≥ 1. Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) 1An → 1A in Wahrscheinlichkeit.

(ii) 1An → 1A in Lp.

(iii) P (An4A)→ 0, wobei 4 die symmetrische Differenz sei.

Aufgabe 3 (3 Punkte) Sei X eine Zufallsvariable und (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, 2Ω, P ), wobei Ω höchstens abzählbar sei. Zeigen Sie

Xn → X in Wahrscheinlichkeit ⇔ Xn → X P -fast sicher.

Aufgabe 4 (3 Punkte) Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen und X eine Zufallsvariable auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ). Weiter sei f : R→ R eine stetige Abbildung.
Zeigen Sie

(i) Xn → X in Wahrscheinlichkeit ⇒ f(Xn)→ f(X) in Wahrscheinlichkeit.

(ii) Ist die Funktion f zudem beschränkt, so folgt aus Xn → X in Wahrscheinlichkeit
auch E[f(Xn)]→ E[f(X)].

Aufgabe 5 (5 Punkte) Seien (Ωi,Ai, µi) (i = 1, 2) zwei σ-endliche Maßräume.Weiter seien reell-
wertige, nichtnegative messbare Funktionen Xi auf (Ωi,Ai, µi) (i = 1, 2) gegeben.

(i) Zeigen Sie, dass die durch

ν(Ai) :=

∫
Ai

Xidµi, Ai ∈ Ai, i = 1, 2

definierten Maße σ-endlich sind.

(ii) Zeigen Sie, dass das Produktmaß ν1 ⊗ ν2 die Dichte X(ω1, ω2) = X1(ω)X2(ω)
bezüglich des Produktmaßes µ1 ⊗ µ2 besitzt.


