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7. Ubung

(4 Punkte) Es sei (2, A, P), ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X;);—;__, eine endliche
Familie von Zufallsvariablen auf (€2, 4, P) mit Werten in (£, 2%) wobei die (2, fiir
i = 1,...,n hochstens abzdhlbar sind. Zeigen Sie: (X;);=1.. ., ist unabhéngig genau
dann, wenn fiir alle x; € Q; gilt:

P (n{Xi = -iEi}) = HP({Xi = z;}).

(4 Punkte) Sei (2,4, 1) ein MaBraum. Mit A bezeichnen wir die Menge aller Teil-
mengen von p-Nullmengen, d.h.

.....

N:={FCQ:3G € Amit u(G)=0und F C G}
Wir definieren die Vervollstindigung AN von A durch
AN = o (AUN).
Zeigen Sie:
AV ={AUN:Ae AN eNY}.
Nun setzen wir p auf AV fort durch
A(AUN) = u(4)

fir A € Aund N € N. Zeigen Sie, dass die Fortsetzung wohldefiniert ist und dass
(Q, AN i) ein vollstindiger Mafraum ist.

Bemerkung: Ein Mafiraum (€2, A, ) heiit vollstindig, wenn alle Teilmengen von p-
Nullmengen in der o-Algebra A enthalten sind.

(4 Punkte) Beweisen Sie den folgenden Satz: Seien f, g p-integrierbar und a € R.
Dann sind af, f + g (falls iberall definiert), max{f, g}, min{f, g} p-integrierbar und

es gil
. /afduza/fdu, /f+gdu=/fdu+/gdu~

Ist f < g, so folgt:
[tans [gan



Aufgabe 4 (4 Punkte) Sei (f,)nen eine nichtsteigende Folge messbarer, numerischer Funktionen

mit [ fi" dp < oc.
/inf fndp = inf/fn dp.

(ii) Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass die Integrierbarkeitsbedingung an
f1 notwendig ist.

(i) Zeigen Sie dass



