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Aufgabe 1. Sei V ein C-Vektorraum mit einer Sesquilinearform s. Wir de�nieren die
Gram'sche Matrix einer Sesquilinearform bezüglich einer Basis {v1, . . . , vn} als

G{v1,...,vn}(s) := (s(vi, vj))i,j=1,...,n ∈ Mat(n× n,C).

(a) Sei B eine Basis von V und φB : Cn → V die zugehörige Koordinatenabbildung.
Seien x = φ−1B (v) und y = φ−1B (w) die Urbilder zweier Vektoren v, w ∈ V . Zeigen
Sie:

s(v, w) = xTGB(s)y.

(b) Seien A und B Basen von V und S = TBA ∈ Gl(n,C) die Basiswechselmatrix. Zeigen
Sie die Transformationsformel für Sesquilinearformen

GB(s) = STGA(s)S.

Aufgabe 2. Sei V = Mat(n× n,R). Zeigen Sie, dass durch

〈−,−〉 : V × V → R, (A,B) 7→ Spur(AT ·B)

ein Skalarprodukt de�niert ist, wobei Spur(M) =
n∑

i=1
mii für M = (mij) ∈ Mat(n×n,R)

ist.

Aufgabe 3. Seien

v1 =


1
0
0
0

 , v2 =


1
1
1
1

 , v3 =


1
2
3
4

 , v4 =


0
0
1
0

 .

Berechnen Sie mit dem Gram-Schmidt-Verfahren aus v1, v2, v3, v4 eine Orthonormalbasis
von R4 bezüglich des kanonischen Skalarproduktes.

Aufgabe 4. Gegeben ist das Skalarprodukt

〈f, g〉 = 1

2

∫ 1

−1
f(x)g(x)dx

auf dem Vektorraum R[x]≤3.

(a) Sei
U = {f ∈ R[x]≤3| f(x) = f(−x) ∀x ∈ [−1, 1]}

der Untervektorraum der geraden Funktionen. Bestimmen Sie das orthogonale
Komplement von U bezüglich 〈−,−〉.

(b) Bestimmen Sie das orthogonale Komplement von

V = 〈3 + 15x+ 15x2 + 5x3,−3 + 15x2 + 7x3〉 ⊂ R[x]≤3

bezüglich 〈−,−〉.


