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Blatt 2 27. Oktober 2015
Eine Abbildung f : X → Y heiÿt

• injektiv, wenn aus x, x′ ∈ X mit f(x) = f(x′) folgt, dass x = x′ ist,

• surjektiv, wenn für alle y ∈ Y ein x ∈ X existiert, so dass f(x) = y ist,

• bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Aufgabe 1. Gegeben seien die MengenX,Y, Z und Abbildungen f : X → Y , g : Y → Z.
Sei h := g ◦ f : X → Z, x 7→ g(f(x)) die Komposition von f und g. Zeigen Sie:

(a) Ist h surjektiv, dann auch g.

(b) Ist h injektiv, dann auch f .

(c) In (a) muss f nicht surjektiv sein und in (b) g nicht injektiv. Geben Sie Beispiele
an.

(d) Ist X endlich und f : X → X eine Abbildung, dann sind äquivalent:

• f ist injektiv,

• f ist surjektiv,

• f ist bijektiv.

Aufgabe 2. (a) Zeigen Sie, dass die folgenden Vektoren eine Basis bilden.

(i) (1, 2, 3), (3, 5, 7), (7, 10, 14) ∈ R3.

(ii) (x− 1)3, (x− 1)2, x− 1, 1 ∈ R[x]≤3 := {a+ bx+ cx2 + dx3| a, b, c, d ∈ R}.

(b) Für welche λ ∈ R bilden die Vektoren (2, λ, 3), (1,−1, 2), (−λ, 4,−3) ∈ R3 eine
Basis?

Aufgabe 3. Welche der folgenden Mengen Ui sind Untervektorräume der Vektorräume
Vi? Begründen Sie Ihre Antwort.

(a) V1 := R5, U1 := {x ∈ R5 | ||x|| = 1} mit ||x|| :=
√∑5

i=1 x
2
i .

(b) V2 := R4, U2 := {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + x2 + x3 + x4 = 0, x4 = 0}.

(c) V3 := R3, U3 := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + 3x2 − 2x3 ≥ 0}.

(d) V4 := R4, U4 := {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | (x1 + x2) · (x1 − x2) = 0}.

(e) V5 := R[x]≤3, U5 := {p ∈ R[x]≤3 | b+ d = 0, a+ c = 0}.

(f) V6 := F(R,R), U6 := {f ∈ F(R,R) | f(x) = −f(−x), ∀x ∈ R}.

(g) V7 := R[x]≤3, U7 := {p ∈ R[x]≤3 | p′′(1) = 0}.

(h) V8 := R[x]≤6, U8 := {p ∈ R[x]≤6 | p′(1) = 1}.
Aufgabe 4. Seien V,W R-Vektorräume. Zeigen Sie, dass das Produkt V ×W mit den
Verknüpfungen

(v, w) + (v′, w′) := (v + v′, w + w′), λ · (v, w) := (λv, λw)

ein R-Vektorraum bildet.


