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Aufgabe 1. SeiM =


v1
v2
...
vm

 eine m×nMatrix, wobei v1, . . . , vm die Zeilenvektoren

von M sind. Der Zeilenraum von M ist de�niert als ZR(M) := 〈v1, . . . , vm〉.

(a) Zeigen Sie, dass sich der Zeilenraum unter Zeilenumformungen (vertauschen, ska-
lieren, addieren) nicht ändert.

(b) Sei nun M in Zeilenstufenform. Sei r der Index der letzten Stufe, d.h. vi 6= 0 für
1 ≤ i ≤ r und vi = 0 für r + 1 ≤ i ≤ m. Zeigen Sie, dass die Zeilenvektoren
v1, . . . , vr eine Basis von ZR(M) bilden.

(c) Bestimmen Sie eine Basis von 〈(1, 2, 1, 2, 1), (2, 3, 4, 3, 2), (3, 4, 3, 4, 3), (1, 0, 1, 0, 1)〉.

Aufgabe 2. (a) Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Linearität:

(i) R2 → R2, (x1, x2) 7→ (24x1 − 5x2, 17x1 + 2x2),

(ii) R2 → R2, (x1, x2) 7→ (x21 − x2, x1 − x22),
(iii) R2 → R2, (x1, x2) 7→ (x1 − 5, x1 + x2 + 1),

(iv) F(R2,R)→ R2, f 7→ (f(0, 1), f(1, 0)).

(b) Sei f : V → W eine lineare Abbildung zwischen zwei R-Vektorräumen derselben
Dimension n ∈ N. Zeigen Sie: f ist injektiv ⇔ f ist surjektiv ⇔ f ist bijektiv.

Aufgabe 3. Sei V ein R-Vektorraum und sei f : V → V ein Endomorphismus. Die
Menge der Fixpunkte von f ist Fix(f) := {v ∈ V | f(v) = v}.

(a) Zeigen Sie, dass Fix(f) ein R-Untervektorraum ist.

(b) Bestimmen Sie Fix(f), Ker(f) und Im(f) von

f : R4 → R4, x 7→


−1 −12 3 2
1 −6 3 −1
2 −12 6 −2
0 −18 6 1

 · x.
(c) Bestimmen Sie Fix(D), Ker(D) und Im(D) von D : R[x]≤d → R[x]≤d, p 7→ p′,

wobei p′ die Ableitung des Polynomes p ist.

Bitte wenden.



Aufgabe 4. Sei V ein R-Vektorraum und sei U ⊂ V ein R-Untervektorraum. Eine
Teilmenge A von V heiÿt a�ner Untervektorraum parallel zu U falls A = v + U :=
{v + u | u ∈ U} für ein v ∈ V .

(a) Seien A und A′ zwei a�ne Untervektorräume parallel zu U . Zeigen Sie, dass

A+A′ = {a+ a′ | a ∈ A, a′ ∈ A′} und λ ·A = {λ · a | a ∈ A} für λ 6= 0

a�ne Untervektorräume parallel zu U sind. Wir de�nieren 0 ·A := U .

(b) Zeigen Sie, dass V/U := {A | A ist a�ner Untervektorraum parallel zu U} ein R-
Vektorraum bzgl. diesen Operationen bildet.

(c) Sei W ein direkter Summand zu U . Zeigen Sie, dass die Abbildung

W → V/U, w 7→ w + U

ein Isomorphismus von R-Vektorräumen ist. Es gilt also W ∼= V/U .


