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Blatt 5 17. November 2015

Aufgabe 1. Sei A = (aij)i1<i<m,1<j<n €ine mxn Matrix. Die Matrix A ist in verfeinerter
Zeilenstufenform, falls Indizes {j1 < jo < --- < jr} C{1,...,m} existieren, so dass

aiji:L fﬁrlgigr,
aij:(), flir j < j; oder ¢ > r,
agj, =0, fiir k <7und 1 <4 <.

(a) Stellen Sie die Matrix A in verfeinerter Zeilenstufenform schematisch dar.

(b) Zeigen Sie, dass sich jede Matrix durch Zeilenumformungen in verfeinerte Zeilen-
stufenform bringen 1dsst.

(c) Sei{ey,...,en} die Standardbasis des R™. Zeigen Sie, dass die Vektoren
vj = Zaij - e, — €y, fllI‘j S {1,...,n}\{j1,j2,.. . ,jT}
i=1
in Ker(A) liegen.
(d) Zeigen Sie, dass die Vektoren aus Aufgabenteil (c) eine Basis von Ker(A) bilden.

Aufgabe 2. Seien U,V und W endlichdimensionale R-Vektorrdume. Weiterhin seien
f:U—=Vand g:V — W lineare Abbildungen.

(a) Zeigen Sie, dass g o f eine lineare Abbildung ist.

Sei g o f ein Isomorphismus. Dann gilt:
(b) dim(Im(f)) = dim(U) und dim(Ker(g)) = dim(V) — dim(U).
() Ker(g) & Tm(f) = V.

Aufgabe 3. (a) Bestimmen Sie fiir

0 0 2
A= (2 ) a=23). 4= (0 P O 4= (1 0], 4= 2
31 00 2 - 5

alle Matrizenprodukte A; - A; fiir 1 <4,5 <5, falls diese definiert sind.

(b) Gegeben seien die linearen Abbildungen

D : R[z]<q+1 — Rlz]<q, p— p und I : Rlz]<q = Rlz]<g41, p— / p(y)dy.
0



(i) Schreiben Sie die Abbildungen D und I bzgl. der Basen {1,z,...,2%} und
{1,z,...,2%1} als Matrizen.

(ii) Berechnen Sie die Verkniipfungen Dol und oD als Matrizenmultiplikationen.

Aufgabe 4. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen R-Vektorrdumen. Beweisen
Sie folgende Aussagen:

(a) Fiir jeden Unterraum U C V gilt f~1(f(U)) = U + Ker(f).
(b) Fiir jeden Unterraum U’ C W gilt f(f~1(U")) = U’ N Im(f).

(c) Die Abbildung Im(f) — V/Ker(f), w ~ f~!(w) ist ein Isomorphismus, wobei
V/Ker(f) der Vektorraum der affinen Untervektorrdume parallel zu Ker(f) aus
Aufgabe 4, Blatt 4 ist.



