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Aufgabe 1. Fiir welche \, u € Rist (z,y) 4 := 27 Ay mit A = (Ii A) ein Skalarprodukt

1
auf R2?

Aufgabe 2. Sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —) und seien vy, ..., v, € V.
Zeigen Sie:
det(((vi, vj))ij=1,..,n) = 0

und es gilt Gleichheit genau dann, wenn vy, ..., v, linear abhingig sind.

Aufgabe 3. Sei V ein R-Vektorraum mit Norm || — ||. Zeigen Sie:
Auf V' gibt es ein Skalarprodukt (—,—) : V x V' — R mit ||v|| = y/(v,v) genau dann,
wenn die Norm die Parallelogrammidentitét erfiillt, d.h. wenn fiir alle v,w € V

[lo+wl? + [Jv = wl[* = 2 ([Jo]* + ||w]*).

Dann gilt:
_ v+ wl]? = v — w]?
(v,w) = 1 .
Aufgabe 4. Sei V ein euklidischer R-Vektorraum und f ein Endomophismus. Zeigen
Sie, dass f orthogonal ist genau dann, wenn ||f(v)|| = ||v|| fiir alle v € V' ist.

Aufgabe 5. Sei V ein euklidischer R-Vektorraum. Zeigen Sie, dass die Abbildung
d:VxV =R, (v,w)—||lv—uw||
eine Metrik definiert, d. h. d erfiillt die folgenden Axiome:
(M1) d(v,w) =0<v=w,
(M2) d(v,w) = d(w,v) fir alle v,w € V,
(M3) d(v,u) < d(v,w) + d(w,u) fir alle v,w,u € V.
Aufgabe 6. Bestimmen Sie die Normalformen der folgenden Quadriken:
Q1 = {r € RY| %x% + @13 + 25 + %x% + 225 — 1 = 0},
Q2 = {z ER?’\ 2x1x3+x%+$1+x2+x3 —1=0}.
Aufgabe 7. Sei ¢(z) = 2? + x — 1. Durch
F : R[z]<a = R[z]<q, p(x) — q(z) - p(x) und G : R[z]<a = R[z]<4, p(x) — p(q(z))
sind Vektorraumhomomorphismen gegeben.

(a) Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen Mg (F) und M#(G) von F und G be-
ziiglich der Basen A = {1, 2,22} von R[z]<2 und B = {1, 7,22, 23, 2*} von R[x]<4.



(b) Bestimmen Sie den Rang von F und G.
Aufgabe 8. Seien U,V C R" Untervektorrdume mit
U= (uy,...,us),V={_v1,...,0).
Zeigen Sie:
(a) Fir W = (uq,...,us,v1,...,v) hat der Vektorraumhomomorphismus
Uu; firi=1,...,s

(RSTE 5 R, e
w ‘ vi_g fliri=s4+1,...,s+1
das Bild Im(ew) =U + V.

(b) Die auf Ker(pw) C R*Tt definierte Abbildung
¥ Ker(ow) = UNV, (Ar, 0 Aepe) = Y A
i=1

ist ein wohldefinierter Epimorphismus.
(¢) Ist uq,...,us eine Basis von U und vy, ..., v; eine Basis von V, dann ist
Y Ker(pw) = UNV
ein Isomorphismus.
Aufgabe 9. Seien
U={(1,1,1,0,1),(2,1,0,0,1),(0,0,1,0,0))

und
VvV ={((1,1,0,0,1),(3,2,0,0,2),(0,1,1,1,1))

Untervektorrdaume des R®.

(a) Geben Sie eine Basis von U + V an.
(b) Bestimmen Sie dim(U N V') und geben Sie eine Basis von U NV an.

(c) Geben Sie eine Basis von (U + V)* beziiglich des kanonischen Skalarproduktes auf

R® an.
Aufgabe 10. Diagonalisieren Sie die folgende Matrix
3 -1 3
A=1|-2 2 —-3] €Mat(3x3,R),
2 -1 4

indem Sie eine invertierbare Matrix S~! und eine Diagonalmatrix D angeben, sodass
D=S8"1.A.8 ist.

Aufgabe 11. Sei o € R und

1
A, = | o

0
a
0 a1
(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A,.

(b) Bestimmen Sie die @ € R, fiir die A, einen, zwei oder drei verschiedene Eigenwerte
hat.

(c) Berechnen Sie fiir alle a € R die Eigenrdume von A,.

(d) Finden Sie eine orthogonale Matrix S, € O(3), sodass SI A,S, Diagonalgestalt
hat.



