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Aufgabe 1. Fiir welche t € R ist die lineare Abbildung, die durch unten stehende Matrix
A € R5%6 definiert wird, ein Isomorphismus?
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Aufgabe 2. Gegeben seien n Punkte p; = (p11,.-.,P1n)s -« +Pn = (Pnis -, Pnn) € R™, welche
eine Hyperebene

H={zeR"|z=XA(p1—pn)+  + A1(Pn—1 — Pn) + Pn, fir A1,..., A1 € R}

aufspannen, d.h. die (n — 1) Differenzvektoren p; — pp,p2 — Pny ..., Pn—1 — Pn sind linear
unabhéngig. Zeigen Sie, dass die Menge

r1 X2 ... Tp 1
P11 P12 --- Pin 1
H={(z1,...,2n) €R" | det | P21 P22 -+ P2 1| =0}

die Hyperebene H definiert. Hierzu miissen Sie insbesondere zeigen, dass H eine echte Teilmenge
von R"™ ist.

Aufgabe 3. Sei G = (V, E) ein schleifenfreier ungerichteter Graph, wobei V' die Menge der
Knoten und £ C V' x V die Menge der Kanten ist. Sei n = |V| die Anzahl der Knoten, die wir
mit 1 bis n durchnummerieren. Die Adjazenzmatriz A = (a;;) € N**™ des Graphen G ist wie
folgt definiert:

1, falls (i,j) € B
Q5 = 0
,  sonst.

(a) Wie sind die Eintrige von A? bzw. A* fiir k € N zu interpretieren? Beweisen Sie Ihre
Behauptung.

n—1
(b) Sei B := Y A*. Zeigen Sie, dass G genau dann zusammenhingend ist, wenn B keine
k=1
Nulleintrage hat.
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(¢) Sei G der folgende Graph.

Stellen Sie die Adjazenzmatrix des Graphens auf. Wie viele Wege der Léange < 4 von
Knoten 1 zu Knoten 4 gibt es?

Aufgabe 4. Sei A = (“ij)1<ij<n € Z™ ™ eine Matrix mit ganzzahligen Eintrdgen und [ € N,
so dass fiir alle 4,7 mit 1 < 4,5 < n gilt, dass |a;;| < 2\,

(a) Zeigen Sie, dass
[det(A)] < 271050,

wobei log(n) den Logarithmus zur Basis 2 bezeichnet.

(b) Wir bezeichnen mit a;; € F,, (= a;; mod p) den Rest bei Division mit einer Primzahl p.
Zeigen Sie, dass

det ((@ij);<; j<,) = det(A) = det(A) mod p.

(c) (4 Zusatzpunkte) Leiten Sie mit den Ergebnissen aus (a) und (b) einen Algorithmus zur
Berechnung von det(A) her, dessen Laufzeit (oder die sogenannte Bitkomplexitit = Anzahl
der Bitoperationen) polynomiell von [ und n abhéngt. Hierbei diirfen Sie verwenden,
dass eine arithmetische Operation in F, mit Hilfe von einfacher Schularithmetik! in einer
Laufzeit von O(p?) durchgefiihrt werden kann.

'Es gibt schnellere Verfahren, die eine Laufzeit von O(n-log(p)-log(log(p))) (genauer sogar O(p~logp-231°g* ®)))
ermoglichen.
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