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Einleitung

Es ist wohlbekannt, welche weitreichenden Anwendungen die Aussagen der klassischen Spek-
traltheorie in Mathematik und theoretischer Physik haben. Eine Spektraltheorie fiir eine Klasse
von Operatoren ist dabei eine Gesamtheit von Aussagen, die Verbindungen herstellen zwischen
dem Spektrum eines Operators und seinen algebraischen und analytischen Eigenschaften, wie et-
wa invariante Unterrdume, Wirkungsweise des Operators auf bestimmte Vektoren (z.B. als Mul-
tiplikationsoperator; man denke an Eigenwerte) und Funktionalkalkiile. Nichtzuletzt forderten
die Bediirfnisse der Quantenmechanik die Entwicklung der Spektraltheorie auf unendlichdimen-
sionalen Hilbertrdumen. Sehr weitreichende Ergebnisse erhilt man dabei fiir selbstadjungierte
Operatoren.

Aufgrund der verbreiteten Anwendungen ist es daher versténdlich, dafl es Bemiithungen gab
und gibt, solche Aussagen fiir groflere Klassen von Operatoren zu bekommen; man méochte sich
dabei von Einschrankungen wie etwa der Existenz von Spektralmafien befreien. Es ist klar, dafl
dabei Kompromisse gemacht werden miissen; solch starke Resultate wie im selbstadjungierten
Fall sind nicht zu erwarten. Trotzdem hat sich mit der Suche nach allgemeinen Spektraltheorien
ein neuer Zweig der Funktionalanalysis aufgetan, die lokale Spektraltheorie.

Zum Zwecke der Motivation soll kurz ein zentraler Begriff dieser Theorie besprochen werden:
die Zerlegbarkeit.

Einer der ersten Schritte in Richtung einer Verallgemeinerung war die Einfiihrung der Skalar-
bzw. Spektraloperatoren von Dunford. Hier werden die Konzepte der Diagonal- und Jordandar-
stellung bei Matrizen auf beliebige Banachriume iibertragen. Wie in der klassischen Spek-
traltheorie ist es auch hier maglich, eine Uberdeckung des Spektrums des Operators auf eine
Zerlegungen des zugrunde liegenden Raumes zu iibertragen (man denke z.B. an die Spektralpro-
jektionen bei nichtzusammenhéngendem Spektrum). Man kann daher zu der Ansicht gelangen,
daf} diese Eigenschaft grundlegender Bestandteil jeder verniinftigen Spektraltheorie sein sollte.
Dies nahm Foiag als Ausgangspunkt seiner Studien und fiihrte den Begriff des zerlegbaren Ope-
rators ein ([11]):

Ein Operator T € L(X) heifit zerlegbar, wenn es zu jeder endlichen, offenen Uberdeckung
{U1,...,U,} von o(T) abgeschlossene, unter T invariante Unterriume Xi,..., X, gibt mit
den FEigenschaften

X = ZXi und o(T|X;) cU;, 1<i<n.

Ein Operator heifit subzerlegbar, wenn er dhnlich ist zur Einschrinkung eines zerlegbaren Ope-
rators auf einen invarianten abgeschlossenen Unterraum. Ausfiihrliche Informationen iiber die
Klasse der zerlegbaren Operatoren findet man in der Monographie [4].
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Einleitung

Auch Bishop untersuchte unter anderem Operatoren mit geeigneten Zerlegungsmoglichkeiten
([3]). Seine Vorgehensweise bestand grob gesagt darin, in Bezug auf einen Operator T abge-
schlossene invariante Unterrdume zu definieren, die sog. Spektralriume, welche bei Prisenz eines
Spektralmafles mit den Bildern der durch das Maf} gegebenen Projektionen zusammenfallen und
zwischen diesen Raumen Beziehungen zu postulieren. Auf der Suche nach hinreichenden Bedin-
gungen dafiir, dal diese Spektralraume den Grundraum in gewisser Weise zerlegen, isolierte er
folgende analytische Eigenschaft stetiger linearer Operatoren:

Es bezeichne O(U, X) den Raum der analytischen Funktionen auf einer offenen Menge U in
C mit Werten im Banachraum X, versehen mit der Topologie der gleichmdfigen Konvergenz
auf kompakten Teilmengen von U. FEin Operator T € L(X) hat die Eigenschaft (), wenn die
Abbildung

ar: OU,X) — O, X), (arf)(z) =(=z-T) f(2)
injektiv mit abgeschlossenem Bild ist fir alle U C C offen.

Aufgrund der Vorbemerkungen ist es nicht verwunderlich, daf§ zwischen Zerlegbarkeit und Ei-
genschaft () eine Beziehung besteht; genauer ([2]):

Satz 1: Ein Operator T € L(X) hat genau dann (3), wenn er subzerlegbar ist.

Die Definition der Eigenschaft () ist in gewissem Sinne auch lokal sinnvoll: man kann die
Vereinigung aller offenen Mengen U in € betrachten, fiir die ar auf O(U, X) injektiv mit abge-
schlossenem Bild ist. Ist die dabei verbleibende Restmenge leer, so hat man (/). Aber nicht jeder
Operator hat Eigenschaft (3). Bezeichnet S die in diesem Fall nichtleere Restmenge, dann sagt
man, der Operator habe Figenschaft (3) modulo S. Es stellt sich dann die Frage, ob die Menge
S so kontrolliert werden kann, dafl noch Aussagen moglich sind. Tatséchlich kann der Begriff
der Zerlegbarkeit so abgewandelt werden, dafl S in gewissem Sinne von den Uberdeckungen
gemieden wird: man fordert von den Mengen Uj;, die zur Uberdeckung des Spektrums herange-
zogen werden, noch zusitzlich S C U; baw. U; NS = (). Man spricht dann von S-Zerlegbarkeit
(oder auch Residualzerlegbarkeit). Folgende allgemeinere Version von Satz 1 konnte dann von
Albrecht und Eschmeier in [2] bewiesen werden (S-subzerlegbar ist analog zu subzerlegbar de-
finiert):

Satz 2: Ein Operator hat genau dann (8) modulo S, wenn er S-subzerlegbar ist.
Man erhélt Satz 1 aus Satz 2, wenn man S = () setzt.

Nun liegt es nahe, in der Definition der Eigenschaft () die analytischen Funktionen etwa durch
glatte zu ersetzen. Man gelangt so zur Eigenschaft (3)g¢. Eine natiirliche Frage ist dann, ob
ein geeigneter Ersatz fiir die Subzerlegbarkeit existiert, der eine Charakterisierung von (8)s
erlaubt &hnlich der in Satz 1. Eschmeier und Putinar fanden in der Existenz von Erweiterungen
mit geeignetem Funktionalkalkiil diesen Ersatz ([7]) und ihre Ergebnisse bilden einen Teil des
ersten Paragraphen. Danach werden wir die lokale Version der Eigenschaft (3)¢ studieren ((5)s
modulo S) und eine Aussage dhnlich der von Satz 2 beweisen (Sétze 1.24 und 1.27).

Da#f solche allgemeineren Betrachtungen auch wirklich Sinn machen, soll anschlielend im zwei-
ten Paragraphen an Beispielen besprochen werden, wo auch eine Anwendung auf gewichtete
Shiftoperatoren zu finden ist.

Im zweiten Teil der Arbeit werden wir uns wieder der Zerlegbarkeit zuwenden, diesmal
allerdings in mehreren Dimensionen: wir werden die S- oder Residualzerlegbarkeit von Ope-
ratortupeln untersuchen (die aber nicht der vorhin bei einem einzelnen Operator gemachten
Definition entspricht; siehe dazu die Schluflbemerkung in Paragraph 4),
wozu im dritten Paragraphen an die Grundlagen der mehrdimensionalen (lokalen) Spektraltheo-
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rie erinnert wird. Es zeigt sich dann in den folgenden Paragraphen, daff man alle wesentlichen
Aussagen aus der Theorie der zerlegbaren Tupel iibertragen kann, einschliefflich der Tatsa-
che, daf§ die Existenz gewisser Funktionalkalkiile fiir den Operator die Residualzerlegbarkeit
nach sich zieht (Satz 5.4). Auch existiert ein Zusammenhang zu einer modifizierten Version der
mehrdimensionalen Eigenschaft (3) (Satz 4.17). Hohepunkt ist die Aquivalenz von Residualzer-
legbarkeit und 2-Residualzerlegbarkeit.

Mein herzlicher Dank geht an Prof. Dr. Ernst Albrecht fiir den interessanten Themenvorschlag
und seine intensive Betreuung. Mein Dank gilt aber auch Prof. Dr. Jorg Eschmeier, der allzeit
ein offenes Ohr fiir meine Fragen hatte. Meinem Freund Eric Réolon danke ich fiir die gute
Kameradschaft und seine geduldige Hilfe im Kampf mit Latex.
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§1 Die Lokalisierung von Eigenschaft (§)¢

Die Eigenschaft ()¢

1.1 Wir betrachten im folgenden die Réume C*°(U, X)) der unendlich oft partiell differen-
zierbaren Funktionen auf U C C offen mit Werten im Banachraum X (Differenzierbarkeit ist
immer im Sinne der Normkonvergenz des Differenzenquotienten zu verstehen). Diese tragen
iiblicherweise die Topologie der gleichméfigen Konvergenz aller (partiellen) Ableitungen auf
allen kompakten Teilmengen von U, die erzeugt wird von dem Halbnormensystem

Pa,v (f) = sup [D*f(2)]], (1.1)
zeV

wobel a := (a1, a2) € Ng X Ng die Ableitungsordnung angibt und V eine relativkompakte Teil-
menge von U ist. Setzt man fiir die Mengen V eine relativkompakte Ausschépfung {V;,,} von U
ein, so erhélt man ein abzihlbares Halbnormensystem P = {pq,v,, }, welches dieselbe Topologie
erzeugt und C*°(U, X)) zu einem (F)-Raum (Fréchet-Raum) macht (Informationen hierzu findet
man etwa in [10] und [29]).

Fiir unsere Zwecke geeigneter ist jedoch die lokalkonvexe Topologie, die durch das Halbnormen-

system
) 1/2
oy, = ( / ||3‘“f(2)|2dZ> , (1.2)

Vim

Pmi(f) = 0]

Vin wie oben, erzeugt wird. Dabei ist 9f = &( 2y ia% f). Man kann durch die Forderung der

Endlichkeit der rechten Seite von (1.2) die Funktionenklasse L?(V,,, X) definieren, allgemeiner
sogar LP(Q, X) fiir p > 1 und Q C C offen; diese sind Banachriiume mit einer wie im Skalaren
definierten Norm.

Die Topologien (1.1) und (1.2) sind dquivalent, haben also die selben konvergenten Folgen. Das
folgt aus der Tatsache, daf3 die Abbildung

id: (C®°(U, X),pa,v) — (C°(U, X), pm,k)

ein Homoomorphismus ist (oder wegen C*°(U, X) = proj {W*(V, X), V. .cc U,k > 0}, W* wie
in (1.3); siehe [8], Abschnitt 6.4)

Mit £(U, X) bezeichnen wir ab jetzt den (F)-Raum C*° (U, X) versehen mit der Topologie aus
(1.2). Ist X = C, schreiben wir £(U).

Der in der Einleitung definierte Raum O(U, X) ist ein abgeschlossener Unterraum von E(U, X),
wie sofort aus dem Weierstrafischen Konvergenzsatz fiir holomorphe Funktionen folgt.

Neben £(U, X) werden spezielle Sobolevraume eine wichtige Rolle spielen. Der Sobolevraum
vom Grad n beziiglich 9 auf  (C C offen) mit Werten in X ist gegeben als

W™Q,X):={f € L?(QX);07f € L*(Q,X),1 <j<n}. (1.3)
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§1 Die Lokalisierung von Eigenschaft (3)s

Dabei sind die Ableitungen im Distributionensinne zu verstehen. Die W"™- Riume werden
vermoge

" 1/2
”f”W"(Q,X) = (Z ||8Jf||§ﬂ>
=0

zu Banachrdumen. Wenn X ein Hilbertraum ist, ist durch
< f,g>:= Z/ <09f(2),09g9(z) > dz
j=079

ein Skalarprodukt gegeben, mit dem W"(Q, X) vollstindig ist.

Es sei noch erwihnt, dal das Produkt einer C*°(C)-Funktion eingeschrinkt auf 2 mit einer
W(Q, X)-Funktion wieder in W™ (Q, X) liegt (das ist fiir die Definition der Funktionalkalkiile
wichtig).

1.2 Definition Sei U C C offen, F(U, X) die Menge der X -wertigen Funktionen auf U. Dann
bezeichne ar den Operator
ar: F(U,X) — FU,X)
(arf)(z) = (z-T)f(2)
Der Operator ar ist offensichtlich linear. Sollte die Abhéngigkeit des Operators o von der
Menge U von Bedeutung sein, so wird dies entsprechend beriicksichtigt.

Den Raum F(U, X) werden wir im Laufe der Ausfithrungen durch speziellere Funktionenklassen
ersetzen (in der Einleitung war F = O), wie zum Beispiel in der folgenden Definition.

1.3 Definition Ein Operator T € L(X) hat die Eigenschaft (8)¢, falls
ar: E(U,X) — E(U, X)
injektiv mit abgeschlossenem Bild ist fir alle offenen Teilmengen U von C.

Dafl ap f wieder in E(U, X) ist, folgt aus der Stetigkeit von T' (Vertauschbarkeit von T' und den
Ableitungen D?). Insbesondere hat man

5jOéTf = OéT(r;jf (14)

fur alle j € Ng. Desweiteren ist o stetig.

Da die auf U holomorphen Funktionen einen abgeschlossenen Unterraum von (U, X) bilden,
folgt aus Eigenschaft (3)g¢ schon Eigenschaft (3) und somit die Subzerlegbarkeit. Die Umkeh-
rung gilt nicht, wie in 2.3 gezeigt wird.

Aquivalente Formulierungen von ()¢ liefert die folgende Aussage ([7], Prop. 3.1). Dabei sei wie
iiblich D(Q2, X) der Raum der Testfunktionen auf Q mit Werten in X.

1.4 SeiT € L(X) und Q D o(T) eine beschrinkte offene Menge. Dann sind dquivalent:

1. T hat die Eigenschaft (8)¢.

2. Fir jede offene Kreisscheibe D(zg, 1) in C und jedes € > 0 existieren C > 0 und n € N,
so dajs

||f||2,D(zo,r) S CZ HaTék.f”Q,D(zo,r—i-s)v f € g(CvX)
k=0
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Die Eigenschaft (3)¢

3. FEs gibt C >0 und n € N, so daf§
[fll2.0 < Cllar fllwn@.x), [f€DEQ,X).

Der Nachweis von ()¢ fiir einen gegebenen Operator ist im allgemeinen recht schwierig. Fiir
eine bestimmte Operatorenklasse ist dies jedoch moglich. Da die hier verwendete Methode
teilweise noch fiir spitere Zwecke wichtig ist (Satz 2.10), gehen wir kurz darauf ein. Zunéchst
wird ein klassisches Resultat der Analysis benotigt, das als Cauchy-Pompeiu-Formel bekannt
ist.

1.5 Sei G C C offen und beschrinkt mit stiickweise glattem Rand OG. Dann gilt fiir jede
Funktion f € CY(G) und jedes z € G:

T 2mi Jog (— 2 c (=%

Den Beweis, der sich im wesentlichen des Stokesschen Integralsatzes bedient, findet der Leser
etwa in [9], Kapitel IIL,3.

1.6 Lemma ([7]) Sei 2 C C ein beschrinktes Gebiet mit stickweise glattem Rand. Fir eine
X-wertige Funktion f bezeichne érf die Abbildung z — (Z — T)f(z). Dann existiert eine
Konstante Cq, so daf fiir jeden Operator T € L(X) und jede Funktion f € D(Q,X) die
folgende Abschdtzung gilt:

I/

2.0 < Ca(ll6r0f 2,0 + 1670 f|

2,0)- (1.5)

>Beweis: Wir wenden 1.5 auf die Funktion f — 670f an. Da das Randintegral wegen des
kompakten Trigers von f verschwindet, erhalten wir:

L[ O = (r9fQ) 4
/Q X

T (—z

fiir alle z € Q. Wegen 9(f — (670f))(¢) = 702 f((), ist damit
1 679°f(C) 1o
a2 | [ v

Um die Norm des letzten Summanden abzuschéitzen, ist zu bemerken, dafl hier ein Faltungsin-

tegral vorliegt: Mit -
_ [ 0r0%f)(z) , z€Q
hi(z) = { 0 , sonst

f(z) = (070f)(2) = - ©)

I fll2.0 < 16700 f

2,0

und
pa={ 1 - zE@-2\0

gilt ndmlich:

52
(fl*fz)(z)_/ﬂ(an_fi(odC

Man beachte noch, da f; € L*(C) und fy € L'(C, X) ist (siche 1.1 fiir die Bezeichnungen).

Die Normabschétzung fiir Faltungen liefert somit

[f1* fallz.e < [fillz.ellf2lle
callord* f||2.0-
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§1 Die Lokalisierung von Eigenschaft (3)s

Setzt man noch Cq := max{1, %CQ}, so ist die Behauptung bewiesen. |
Kombiniert man Lemma 1.6 und 1.4,3, so folgt sofort

Seien T, S € L(X). Falls eine Konstante C > 0 existiert mit
Iz =S| <Cll(z=T)zl (%)
fiir alle x € X und z € C, dann hat T Figenschaft (8)¢.

Offensichtlich 148t sich diese Aussage auf M-hyponormale Operatoren auf Hilbertriumen an-
wenden: ein Operator T' € L(H) heifit M-hyponormal, wenn ||(z — T*)z|| < M||(z — T)z|| fiir
alle z € C und = € H, und dies erfiillt Bedingung ().

Im iibrigen ist die M-Hyponormalitét von 7" schon gleichbedeutend mit der Positivitdt des Ope-
rators M2(z = T*)(z = T) — (2 — T)(z — T*) fiir alle 2z € C, und durch Minimumbildung kann
man daraus die z-freie Bedingung

M*(|Tz|* = | < Tz,z > [*) + | < Ta,z > |* — |T*z||* > 0 fiir alle z mit [jz]| =1
erhalten.

1.7 SeiT ein stetiger linearer Operator auf einem Banachraum X . Man nennt T verallgemeinert
skalar, falls ein stetiger Algebrenhomomorphismus

d:£(C) — LX)
existiert, so daf3
®(1)=idx und @(ide) =T (1.6)

ist (dieser Algebrenhomomorphismus ist i.a. nicht eindeutig bestimmt). Man sagt auch, dafl der
Operator T einen C*°-Kalkiil besitzt. Oft wird Bedingung (1.6) wegen der Homomorphiebedin-
gung auch in der Form

®(p) =p(T) V Polynome p € £(C)

geschrieben. Dabei ist p(7") der polynomielle Funktionalkalkiil und ® somit eine Erweiterung
von diesem. ® heifit auch Spektraldistribution von T .

Homomorphismen mit (1.6) kann man auch auf anderen Funktionenalgebren 2 betrachten und
erhélt sog. 2-Funktionalkalkiile. Diese Theorie ist eine Verallgemeinerung der klassischen Funk-
tionalkalkiile, siehe dazu auch [4].

Ein Beispiel fiir einen verallgemeinert skalaren Operator liefert etwa die Multiplikation mit der
Koordinate auf den Sobolevraumen W™ (€, X) fir beschrénktes Q:

(Tf)(2) :=2f(2),  feW"(Q X).

In diesem Fall lautet die Spektraldistribution

(@(f))(g) =g flo firfe&(C),geW"(Q,X).

Ein Operator T' € L(X) heifit nun subskalar, wenn es einen Banachraum X und einen verall-
gemeinert skalaren Operator T € L(X) gibt, so daB T #hnlich zur Restriktion von 7" auf einen
abgeschlossenen invarianten Unterraum von X ist.

Den Zusammenhang der Begriffe subskalar und Eigenschaft (3)¢ klidrt der Satz von Eschmeier
und Putinar ([7],[8]):
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Der lokale Charakter von ()¢

1.8 (Eschmeier und Putinar) FEin stetiger linearer Banachraumoperator T € L(X) ist genau
dann subskalar, wenn er die Figenschaft (3)¢ hat.

Das ist die in der Einleitung angekiindigte Charakterisierung von (0)e¢.

Mit der Bemerkung vor Beginn von 1.7 gelingt damit der Nachweis von ()¢ fiir eine bestimmte
Operatorenklasse:

1.9 Jeder M-hyponormale Operator auf einem Hilbertraum hat (3)g und damit eine Erweite-
rung mit C*°-Funktionalkalkiil.

Wir werden nun den lokalen Charakter der Eigenschaft (§)¢ zeigen.

Der lokale Charakter von ()¢

Zunichst sei ein wohlbekanntes Lemma zitiert, welches im weiteren Verlauf dieses und des
néichsten Paragraphen unentwegt benétigt wird und die Eigenschaft (8)s den Methoden der
Analysis leichter zugénglich macht.

1.10 Lemma Seien E, F (F)-Riume, T : E — F ein stetiger, linearer Operator. Dann sind
dquivalent:
1. T ist injektiv mit abgeschlossenem Bild.
2. Fiir jede Folge x,, in E mit Tx,, — 0 gilt schon x,, — 0.
1.11 Um zu verstehen, was es heiflen soll, ()¢ sei lokal, schauen wir nochmals auf die Definition
(siehe 1.3): die Abbildung ap : E(U, X) — £(U, X) muf injektiv mit abgeschlossenem Bild sein
fiir alle offenen U in C. Nun hat nicht jeder Operator Eigenschaft (3)s (siehe 2.3). Allerdings
sieht man sofort, dafl ar auf £(p(T), X) injektiv mit abgeschlossenem Bild ist. Das suggeriert,
die Menge
My :={X € C, ex. Umgebung U(X\) mit ap : E{UN),X) — EU(N), X)
injektiv mit abgeschlossenem Bild } (1.7)
zu betrachten. Diese ist per Definition offen und enthélt die Resolvente p(T). Sy := C\ My ist
also kompakt.
Eigenschaft (3)¢ ist nun lokal, wenn aus My = C schon folgt, dal T Eigenschaft (8)s hat

und umgekehrt; letzteres folgt direkt aus der Definition (das einfachste Beispiel einer in diesem
Sinne nicht lokalen Eigenschaft ist die Integrierbarkeit).

1.12 Satz Sei U C Mt offen fir T € L(X). Dann ist
ar: EU,X) — E(U,X)
injektiv mit abgeschlossenem Bild.

>Beweis: Der Beweis macht von Lemma 1.10 Gebrauch. Sei (f,)nen eine Folge in £(U, X)
mit arf, — 0. Zeige: f, — 0.
ar frn — 0 heifdt:

|87 ar fullo,y — 0 fiir alle j € No, V cC U. (1.8)
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§1 Die Lokalisierung von Eigenschaft (3)s

Sei V. CC U beliebig aber fest. Zu jedem A € V' existiert nach Voraussetzung eine Umgebung
U(N) € MpNU wie in (1.7). Da V relativkompakt ist, existieren Aq,..., A, € V mit V C
Ure; U(Ag). Wihle dazu C*°-Funktionen {x}1<kr<m mit kompakten Triigern

suppxr C U(Ak)
und >0, xk(2) = 1 auf V. Dann ist

f=Y fxx aufVfirfe&UX)
k=1

und fxx hat kompakten Tréger in U(\g). Das liefert:

107 fullzvy = 1107 faxull2.v
k=1
< Y N0 (Faxi)llzw < D107 (fax) 2, suppxe- (1.9)
k=1 k=1

Wenn wir daher ar f,xr — 0 in E(U(Ag), X) zeigen konnen fiir alle 1 < k < m, so konvergiert
der rechte Term in (1.9) gegen 0 nach Definition der U(\).
Sei also W eine relativkompakte Teilmenge von U(Ag), 7 € Ng. Dann ist (beachte (1.4))

_ r r _ A(r—s
16 @rthuala < 3 (1) 10°arfulea 107w
s=0
—0

— 0 bein — 00,1 <k <m, nach (1.8).

Unsere Voraussetzung liefert somit |07 (fnXk)|l2,suppysc — 0 bei n — oo. Mit Hilfe von (1.9)
schlieen wir: ||07 f,||l2,v — 0. Da V beliebig war, folgt f, — 0 in £(U, X). |

Im iibrigen liefert dieser Satz auch folgende dquivalente Beschreibung der Eigenschaft (5)¢:
T hat (B)g, wenn ar : E(C, X) — E(C, X) injektiv mit abgeschlossenem Bild ist.
Durch das bisher Gesagte wird die Einfithrung des folgenden Begriffs motiviert:

1.13 Definition Sei T € L(X), S C C kompakt. T hat die Eigenschaft 37, falls zu jedem
A€ C\ S eine Ungebung U(X) C C\ S ezistiert, so dafl

ar: EUMWN),X) — EUWN),X) (1.10)
injektiv mit abgeschlossenem Bild ist.

Wie aus der Defintion folgt, hat jeder Operator die Eigenschaft 55 fiir S O Sz. Die Bezeichnung
dient daher im wesentlichen der Kenntlichmachung der Ausnahmemenge S.

1.14 Es stellt sich nun die Frage, ob man eine dem Satz von Eschmeier und Putinar (1.8)
dhnliche Charakterisierung der Operatoren mit Eigenschaft 47 finden kann. Sicherlich muf} die
dabei auftretende Ausnahmemenge in gesonderter Weise behandelt werden. Es zeigt sich, daf}
folgende Definition (1.15) sehr fruchtbar ist.

Fiir eine kompakte Teilmenge S in C setzen wir

Us :={U C C offen, beschrénkt; S Cc U}

14
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und fiir U € Ug
Eu(X):={f €&, X);0f =0 auf U}

d.h. die Funktionen in &y (X) sind auf U holomorph. Weiter sei £y := £y (C).

1.15 Definition Sei T € L(X), S C C kompakt. T hat die Eigenschaft 85, wenn arp :
Eu(X) — Eu(X) injektiv mit abgeschlossenem Bild ist fiir alle U € Us.

In dieser Definition trégt £y (X) die Relativtopologie von £(C, X). Damit wird dieser Raum
wieder zu einem (F)-Raum, denn &y (X) ist abgeschlossener Unterraum von £(C, X') nach dem
Weierstra3schen Satz iiber die lokal gleichméflige Konvergenz holomorpher Funktionenfolgen.

Daf§ wir hier eigentlich nichts Neues definiert haben, sagt uns
1.16 Satz Die Eigenschaften 37 und 35 sind dquivalent.

>Beweis:
a) 87 = B5: Sei U € Us beliebig aber fest. Da &(X) ein (F)-Raum ist, konnen wir Lemma
1.10 anwenden. Sei (f,)nen eine Folge in £y (X) mit arf, — 0 in Ey(X). Nach Definition der
Topologie heifit das:

||({§jOZTfn||2’V — 0 firalleV CccC C,] € No.

Das bedeutet insbesondere, dafl ar(f,|w) — 0in E(W, X) fiir W ccC C\ S. Mit Voraussetzung
B¢ und Satz 1.12 (denn C \ S C Mr) folgt dann
Falw — 0 in E(W, X). (1.11)

Ist V CC U, dann ist |07 f,||2,v = 0 fiir j > 1. Fiir j = 0 wihle man eine geschlossene Kurve
I'in U\ S, die V umléuft. Dann gilt || fu|l2,r — 0 (da T' kompakte Teilmenge von C\ S ist
und (1.11) gilt). Nun kénnen wir die Aquivalenz der beiden Topologien (1.1) und (1.2) auf
C>*(C\ S, X) ausnutzen: Wir haben gerade gesehen, da8 f,|c\s — 0 in £(C\ S, X), und das
ist gleichbedeutend mit (siehe (1.1))

sup || D%fn ()| = 0 fiir alle W C C\ S kompakt.
zeW

Das heifit fir W =T und « = (0, 0):
sup [ f(2)[| — 0.
zel

Nach dem Maximumsprinzip folgt daher fiir jede kompakte Menge M C U, die von I'" umlaufen
wird (insbesondere fiir V):

sup || fn(2)[l < sup [ fn(2)[| — 0.
zeM zel

Aber es ist

1

1
3
allay = ([ 162 d=) < (olV) ¥ sup (21,
\% zeV
Daher |07 f,,||l2,v — 0 fiir alle j € Ng. und damit
falu — 0in E(U, X). (1.12)
Zusammengenommen ergeben (1.11) und (1.12) f,, — 0 in £(C, X) und daher in &y (X).
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b) 85 = B7: Wir wenden wieder Lemma 1.10 an. Sei dazu (f,)nen eine Folge in £(C \ S, X)
mit arf, — 0in £(C\ S, X). Nach Definition heifit das:

|07 ar falloy — 0 bein — oo (1.13)

fiir alle j € Ng und V .cC C\ S. Wir zeigen: f, — 0in £(C\ S, X).
ZuV cc C\ S wihle U € Ug mit UNV =, dazu eine Funktion xy € C*°(C) mit

suppxy CU und supp(l —xpy)NU =10 (1.14)
fiir ein U’ CcC U, U’ € Us (die zweite Bedingung besagt, dal xy auf einer Umgebung von U’

konstant Eins ist). Um die Voraussetzung 35 anwenden zu koénnen, brauchen wir Funktionen,
die auf ganz C definiert sind. Daher setzen wir:

Dann ist offensichtlich f(1 — xv) € Ey/(X). Wir behaupten:
CVT(f:;(l - XU)) — 0 iné'U/ (X) (115)
Dazu sei W CC C,j € Ng. Dann ist (mit M := Wn supp(1 — xy) CC C\ S)

107 ar(fi(1 = xollzw = 07 ar(full = xv)l2n

3 (9) (9*ar )@ P(1 - x0))
k=

0
J
Z < ) 105 fll2, w1099 (1 = xv7) |2,

k=0

2.M

IN

Da M cc C\ S, liefert Voraussetzung (1.13), dafl der letzte Ausdruck gegen 0 konvergiert und
somit gilt (1.15). Mit 85 haben wir daher: f}(1 — xy) — 0 in &/ (X).
Insbesondere gilt also fiir V:

187 £ (1 = xv)ll2,v = 187 fu(1 = x0) |2, — O
Aber auf V ist 1 — xy =1 (siehe (1.14)), also |07 f,,||l2,v — 0.
Da V beliebig war, folgt die Behauptung. |

1.17 Es soll nun kurz motiviert werden, warum wir gerade die Rdume £y (X) betrachten.

Wie schon erwihnt, hat jeder Operator T' € L(X) die Eigenschaft ﬁU(T Daher ist ar(Ey (X))
abgeschlossen in £y (X) fiir U € Uy (7). Betrachten wir die Abbildung

Yu: X — Eu(X)/ar(fu(X)), w1
([..] ist die Klasse im Quotienten und f ® z die Abbildung z — f(z) z fir eine skalare Funktion

f), so ist dies ein topologischer Isomorphismus (rechts steht ein vollstindiger Raum!), und daher
kann man fiir f € &y definieren:

F(T)z =y~ ([f @ a)).
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Dies liefert einen stetigen linearen Operator f(7') auf X und die Zuordnung f — f(T') von &y
nach L(X) ist eine Algebrenhomomorphismus. Das sieht man sofort ein, wenn man beachtet,
daB 1~ ! gerade gegeben ist durch

) = o / (e = T)"'f(2) dz;

T 2mi

also im wesentlichen der analytische Funktionalkalkiil. Solche £-Funktionalkalkiile sind tatséchlich
auch bei allgemeinem S der richtige Ersatz fiir die Skalaritét.

ﬁf = residualsubskalar

Die nachfolgenden Aussagen sind praktische Hilfsmittel beim Beweis des ersten Haupsatzes.

1.18 Lemma Sei E ein (F)-Raum mit erzeugendem Halbnormensystem {p,}nen, sei E1 ein
abgeschlossener Unterraum von E. Wenn fir eine Folge {x} in E gilt

inf{p,(zr +y);y € B1} -0 bei k—oco VneN, (1.16)
dann ezistiert eine Folge {yr} in Eq mit

pn(xp+yr) — 0 bei k—oo VneN.

>Beweis: Auf E ist durch

_N"ogn Pa@—y)
o) = 2 T ey

eine translationsinvariante, vollstdndige Metrik gegeben. Dann ist

ple]; [y]) == inf{d(z -y, 2); 2 € E1}

eine translationsinvariante vollstindige Metrik auf E/E;, die die Quotiententopologie erzeugt
(siehe [24], Theorem 1.41).
Da (1.16) nichts anders besagt, als [x;x] — 0 in E/E;, folgt sofort

p([z],0) = 0 bei k — oo.
Dann findet man mit Diagonalverfahren eine Folge {yx} in Eq mit
d(@k, —yr) — 0,
was gleichbedeutend ist mit p,, (zx + yx) — 0 bei k—oo fiir alle n € N. |

Zwei direkte Folgerungen konnen aus diesem Lemma gezogen werden (die Rdume O(U, X)
wurden in der Einleitung definiert).

1.19 Korollar Es sei R: X — Y ein stetiger linearer Operator zwischen zwei (F)-Riumen.
Ist R surjektiv und {y,} eine Folge in' Y mit y, — 0, dann existiert eine Folge {x,} in X
mit Rz, =y, fir alle n und x,, — 0.

1.20 Korollar Sei Q C C offen, sei (gn)nen eine Folge in £(Q, X) mit 0g, — 0 in £(Q, X).
Dann ezistiert eine Folge (hp)nen in O(Q, X) mit hy, — gn, — 0 in E(Q, X).
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>Beweis:
Betrachte die Sequenz

0— O, X) -5 &9, X) -2 £(2,X) — 0,

wobei ¢ die Einbettung bezeichne. Da der d-Operator hier surjektiv ist (siehe [8], Lemma 6.2.2)
folgt die Exaktheit dieser Sequenz und mit Korollar 1.19 die Behauptung. |

1.21 Fiir das Folgende definieren wir:
WE(Q, X) = {f € WF(, X);0f = 0auf U}

fir U,Q C C offen, U CC Q. Diese sind abgeschlossene Unterriume von W*(Q, X). Fiir £ > 0
und U offen sei
U. :={X e U,dist(\,0U) > e}.

1.22 Lemma Seien Q,U C C offen und beschrinkt, U CC Q, f € WE(Q, X) mit kompaktem
Triger in Q. Dann existiert zu jedem § > 0 ein € > 0 und eine Funktion ¢. € D(Q,X) N
(€u. (X)|a) mit

ILf = ellwn@,x) <9

>Beweis: (Fiir die Aussagen bez. der Glittung, die im Beweis vorkommen, siehe etwa [30],
§1.3.) Sei f wie im Satz gefordert. Dann ist die triviale Fortsetzung

2 fle) , z€eQ

eine Funktion in WE(C, X) (der kompakte Triiger ist hierzu wesentlich) und es ist 9 f= 5} .
Wenn p. wie iiblich die sog. Gléattungsfunktion

&w=f*{wmuﬂ””f”, o <e

0 , 2zl >e
bezeichnet, so hat man fiir 0 < j < n:
@7 (f * p)la = (07 f) % pe)la — 97 f  in L*(Q, X) bei € — 0.
AuBerdem ist (f * pc)|o € D(€, X). Also hat man schon
oo = (f*p)la— f ImW"(Q X).
Weiterhin ist fiir z € U,
O(f xpe)(2) = (8)*pe(2)
=Lé%®—M&WMw=Q

denn fiir w € B.(0) ist 2 — w in U und dort ist df identisch 0. [

Bemerkung 1: Der Leser schaue sich hierzu auch Lemma A4.3 im Appendix 4 von [8] an.
Bemerkung 2: Aus dem Beweis ist sofort ersichtlich, dafl man fiir §; < dz schon (d1) < £(d2)
wéahlen kann.

Schliefllich bendtigen wir noch einen Satz aus der Theorie der lokalkonvexen Vektorrdume (siehe
etwa [21], Satz 22.6 oder [32], Satz VIIL.2.3).
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1.23 Seien X,Y lokalkonveze Vektorriume mit erzeugenden Halbnormensystemen P,Q. Eine
lineare Abbildung T : E — F ist genau dann stetig, wenn zu jedem q € Q endlich viele
D1y ey P € P und C > 0 existieren mit

n

q(Tz) < CZpk(x) Ve € X.
k=1

Nun kénnen wir die Richtung (8)s = subskalar aus Satz 1.8 auf den allgemeinen Fall ausdeh-
nen.

Seien S,T € L(X). Wir schreiben S ~ T, wenn S und 7T &hnlich sind. Desweiteren bezeichne
Lat(T') die Menge aller Rdume, die mittels einer stetigen Einbettung mit einem abgeschlossenen,
unter T invarianten Unterraum von X identifiziert werden kénnen.

1.24 Satz Sei S C C kompakt, T € L(X) mit Eigenschaft 35. Dann existiert zu jedem U € Us
ein Banachraum Xy, ein Operator Sy € L(Xy) und ein stetiger Algebrenhomomorphismus
Oy Ey — L(XU> mit X € Lat(SU), SU|X ~ T und ':I)U(l) = idXU,@U(id@) = Sy.

Wir sagen auch, ein Operator mit Eigenschaft 35 ist residualsubskalar (in Anlehnung an resi-
dualzerlegbar nach Vasilescu).
>Beweis: Der Beweis besteht aus 3 Schritten.
1.Schritt: Wir zeigen: Fiir alle U € Uy ist
JUSXHYU :ZEU(X)/OLTEU(X) y SC*—>[1®:Z}]

injektiv mit abgeschlossenem Bild. Dabei steht 1 ® z fiir die Funktion, die jedem A € C den
Wert 2 zuordnet und [-] bezeichnet die Aquivalenzklasse.

Da ar&y(X) abgeschlossen ist, ist Yy ein (F)-Raum mit definierendem Halbnormensystem
([29], Prop. 7.9)

Pk ([f]) := nf{ppr(f + arg), g9 € Ev(X)},

wobel {Pm i tm. ke, €in erzeugendes Halbnormensystem von &y (X) ist wie in (1.2):
Pok(f) = 10%fllov,, 5 {Vin}men, kompakte Ausschopfung von C.

Wir wenden wieder Lemma 1.10 an. Sei (z,,)nen eine Folge in X mit Jyx, — 0. Zu zeigen:
Tn — 0. Jyx, — 0 heiBt: pp, k([ ® 2,]) — 0 fur alle m,k € Ng (siehe etwa [10], Kap. 4.3).
Nach Definition der p,, , bedeutet dies:

inf{Hgk(l ® xn + arg)|

2.V,,9 € Eu(X)} — 0 Vm,k €Ny,

An dieser Stelle bendtigen wir Lemma 1.18. Es existiert danach eine Folge von Funktionen g,,
in &y(X) mit B
10%(1 @ 2 + argn)lloy,, — 0 V¥m,k € N, (1.17)
das heif3t
1®z, + arg, — 0 in Ey(X).

Aus (1.17) folgt insbesondere, daf} ardg, = d(arg,) — 0 in &(X) und Voraussetzung (35
liefert dg, — 0 in Ey(X).
Lemma 1.20 gibt uns also eine Folge h,, € O(C, X) mit

gn — hn, — 01in E(C, X)
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und damit
1®x, + arh, =1z, + ar(h, — g») + arg, — 0 (1.18)
in £(C, X), sogar in O(C, X).

Um daraus z,, — 0 zu folgern, benttigen wir den vektorwertigen holomorphen Funktionalkalkiil

1 _
1:0EX) =X | =g [
™ Jr
Dabei sei I eine geschlossene Kurve, die das Spektrum o (7T') einmal positiv umlaufe. Da v stetig
ist und y(1 ® zy, + arhy) = x,, folgt mit (1.18)
Tn =71 ® xp + arhy) — (0) = 0.

Dies beendet den Beweis des ersten Schrittes.

2.Schritt: Da die Yy (F)-Réume sind und das Bild von Jy abgeschlossen ist, liefert der Satz
von der offenen Abbildung, dafl die Umkehrabbildung von Jy auf Jy (X) stetig ist.
Mit T' = J;;* liefert 1.23 fiir alle z € X

|2 < C5 D B (1 @ 2)). (1.19)
endl.

Dabei durchlaufen die Indices (m, k) eine endliche Teilmenge von Ng x No. Wir erhalten

Izl < C5 Y inf{pmi(l®z+arg)ig € Eu(X)}
endl.

Cp inf { Y 0k @+ arg)llav,.;g € 5U(X)} (1.20)
endl.

IN

Es bezeichne €y eine beschréinkte offene Teilmenge von C, die sowohl alle Mengen V;,, aus der
Summe (1.20) als auch U und o(T') relativkompakt enthélt. Desweiteren sei

Cy = Cft{me N, (m,k)e M} und
n(U) > max{k €N, (m,k) € M}.

Damit konnen wir weiter schreiben

n(U)
lzl < Cyinfe > 0F(1 @z + arg)lla,;g € Eu(X) (1.21)
k=0

Holder .
< Cv inf{|[1® z + argllw~w) (o, x); 9 € Ev(X)},.

mit Cpy = Ciﬂ/n(U ). Man beachte besonders die Abhéngigkeit der Konstanten C, §2 und n von
U und die Méglichkeit, die GréBlen n(U) und Qy beliebig zu vergréfiern, ohne die Ungleichung
zu beeintriachtigen! Ergebnis (1.21) werden wir zum Beweis der néchsten Aussage benotigen.
Wir behaupten:

Ju: X — Xy =wi 0, X)/arW; (Qu, X)
x — [l®x]

ist injektiv mit abgeschlossenem Bild.
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Beachte, da3 der Operator ar jetzt auf einer anderen Funktionenklasse agiert, ndmlich auf
W;}(U)(QU, X) (siehe Bemerkung nach Definition 1.2).

Wieder kommt Lemma 1.10 zum Zug, da Xy ein Banachraum ist. Sei also x,, eine Folge in X
mit [1 ® z,] — 0, oder gleichbedeutend 1 ® z,, — arf, — 0 in WS(U)(QU,X) fiir eine Folge
fn € WS(U)(QU, X) (die Existenz der Folge wurde schon in 1.18 gezeigt; in normierten Rdumen
ist dies aber ohnehin offensichtlich). Wir wollen die f,, durch Funktionen aus y(X) ersetzen

und dann (1.21) anwenden, um z,, — 0 zu erhalten.
Sei dazu 6 € £(C) mit § =0 auf U U o(T) und 1 — 6 € D(2y). Betrachte die Abbildung

H:Qy — LX) , H()(z):=(1-0(z2))=.
H ist eine Funktion in D(Qy, L(X)). Wir schreiben fiir die folgende Uberlegung H in der Form:
H=id — ar(0R(.,T))id,

also

H(z)(z) =2 — ar(0(z)R(z,T)x).
Dabei setzen wir 8(z)R(z,T) = 0 fiir z € o(T) und damit ist 0R(.,T)z € £(, X). Weiterhin
betrachten wir die Abbildung

Als Produkt einer glatten Funktion und einer W*-Funktion ist Hf, wieder in W™U)(Q, X).
Weiterhin gilt auf U schon H f,, = f,, und daher ist H f,, € WLT,L(U)(QU7 X). Dann ist

1®x, —ar(0R(.,T)x, + Hf)
= 1-6)1®z,—arf,) —0 (1.22)
in W) (Q, X) (Multiplikation mit (1 — 6) ist stetig).
Aus der Definition ist sofort zu erkennen, dafl H f,, kompakten Triger in Qy hat. Somit ist

Lemma 1.22 anwendbar. Danach existiert eine monoton fallende Nullfolge {e(n)}nen, so daB
fiir jedes n € N schon U () € Us und ein ¢, € D(Qu, X) N &y, (X)|o, existiert mit

1
||an - @n”Wﬂ(U)(QU,X) < E (1.23)
Die Konstruktion zu Beginn von Schritt 2 erlaubt es, ein ng € N zu finden mit
(Us(ngy) <n(U) und Qu,  CQu (1.24)

(man kann ja n(U), Qy beliebig vergréfiern). Dann ist wegen

gUE(n) C gUs(n—l) c---C gUE(nO) vn Z o

schon

©n € D(QU,X) NEy

E(n0)|QU Vn 2 no-

Mit Ungleichung (1.21) fiir Ue(p,) statt U (beachte U.(,,) € Us) hat man dann fiir n > ng (hier
steht O fiir Uy (p,)):

[znll < Coinf{|l®z, - OéTQHWMD)(QD,X);g € &n(X)}
< Coinf{|[[1®z, — argllwnw q,,x)i9 € Ea(X)} (1.25)
< Coll @, —ar (OR(, T)zn + ¢n) [lwew) oy, x)-
€& (X)
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((1.25) folgt aus (1.24).)

Dabei denke man sich die Abbildungen ¢,, auflerhalb von Qg durch 0 fortgesetzt, was wegen
des kompakten Trigers ohne Schaden mdoglich ist.

Der letzte Term konvergiert aber gegen Null, denn

1 ® 2n — ar(OR(, T)zn + ¢n)ll
< t@wn —ar(OR(, T)en + Hfn)| + [ar(en — H ol

—0 nach (1.22) <const1 nach (1.23)

Damit haben wir ||z,| — 0, und das beendet Schritt 2.
3.Schritt: Auf Xy betrachten wir den Operator der Multiplikation mit der Variablen auf Q:

SVt

Man iiberzeugt sich schnell davon, dafl diese Abbildung wohldefiniert ist. Wir wollen zeigen:
JU(X) € Lat(SU).

Dafl Jy(X) abgeschlossen ist, haben wir bereits in Schritt 2 gesehen. Desweiteren gilt:

(Sudu)(x) = Su(l®az])

SU : XU%XU

= [21®2z)] =[z+ 2z (1.26)
und
(JuT)(@) = Ju(Tz)
= [z=Tz]=[(z— Tz —z2x)+ (2 — z2)]
= [z zx] (1.27)

Damit ist (ngU)(m) € jU({() und deshalb Jy7(X) € Lat(Sy). AuBerdem folgt aus (1.26) und
(1.27) T = (JU)_15U|jU(X)JU7 also T ~ SU‘jU(X)'
Fiir &y konnen wir nun setzen:
(I)U : gU — L(XU)
fo= @u(f) mit @y (f)(lg]) == [(flaw)gl-

Offensichtlich ist @y ein Algebrenhomomorphismus und ®y (1) = idy,, ®y(idx) = Sy. Zur
Stetigkeit von @y (f) (dabei steht O fiir W™V)(Qyr, X)):

e (H)(aDllxe = N(fleg)dlllxn
int{[|(flay )9 + arhlo; h € Wi (Qu, X)}

< f{||(flay)gllo + larhlo; h € Wi, X)}
< | flollgllo + inf{llarhlo; h € Wi (@, X)}
=0
= |fll=llglla- (1.28)

AuBlerdem liefert (1.28): [|@y (f)I| < | fllwrw)(qy,x), Was die Stetigkeit von @ zeigt.
Damit ist der Beweis von Satz 1.24 abgeschlossen. |
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Die Umkehrung von Satz 1.24

Auch die Aussage subskalar = ()¢ 148t sich verallgemeinern. Die dazu benétigten Vorbe-
reitungen stammen aus der Theorie der spektralen Kapazititen (siche auch Paragraph 4). Wir
formulieren sie direkt fiir unseren Gebrauch.

1.25 Lemma Sei U C C offen und beschrinkt, X ein Banachraum und ® : &y — L(X)
ein Algebrenhomomorphismus mit ®(1) = idx und T := ®(id¢). Weiterhin sei fiir eine
abgeschlossene Teilmenge F in C

By (F) = m{kerq)(f);suppf NF =0}

Dann _gilt ist Bo(F) invarianter abgeschlossener Unterraum von T und o(T|Bs(F)) C F,
fallsU C F oder UNF = ().

>Beweis: Da T mit allen ®(f) vertauscht, ist Bs(F') invariant unter T' (und als Schnitt
abgeschlossener Mengen abgeschlossen). Sei zy ein Punkt auflerhalb von F'.

1.Fall: U C F. Wir betrachten eine C*°-Funktion y mit kompaktem Triger, so dafl zg ¢ suppy
und supp(1 — x) N F' = (). Dann gilt fiir alle z € Bg(F): (1 — x)z = 0.

Beachtet man (29 — ) 7! € &y, so folgt

(zo—T)CI)(ZOX_.)x = Bz — )P (Z())(_)x

Das heifit aber zg € p(T|Bg(F)).

2.Fall: UNF = 0. Wir verwenden wieder die Funktion x von oben, die jetzt allerdings
noch zusétzlich suppx N (U U {zp}) = @ erfiillen soll. Dieselbe Uberlegung wie oben liefert
20 € p(T|Bs(F)). [ ]

1.26 Lemma Seien W1 und Wy offene Teilmengen von C mit U CC Wy CC Wy. Dann gilt in
der Situation von Lemma 1.25:

X = B@(Wg) + B@(C \ Wl).

>Beweis: Wiihle C*°-Funktion x mit suppx C Wa und supp(l — x) N W7 = . Dann sind y
und 1 — x in & und es gilt

z=idr =®(1)z = ®(x + (1 — x))z = ®(x)z + ¢(1 — )z
Wir zeigen:
(1 —x)z € Bo(C\Wy) und ®(x)x € Ba(Wa). (1.29)
Sei f € &y mit suppf N (C\ Wy) = (. Dann

o(f)e(1 —x)z
= (f(1-x))z=20)r=0
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Fiir f € & mit suppf N Wy = ( gilt entsprechend:

(f)@(x)z = 0.

Damit ist (1.29) gezeigt. [

Nun koénnen wir die Riickrichtung von Satz 1.24 beweisen.

1.27 Satz Sei T € L(X). Fir jedes U € Ug existiere eine Erweiterung von T, die einen Ey-
Kalkiil besitzt, d.h. es existiere ein stetiger Algebrenhomomorphismus Oy : &y — L(Xv)
mit X € Lat(®y (ide)) und @y (ide)|x = T. Dann hat T Eigenschaft 37 .

>Beweis: Sei zg € C\ S beliebig, V(z9) eine Umgebung von zp mit V(z9) NS = . Wir zeigen:
ar : E(V(zp), X) — E(V(20), X)

ist injektiv mit abgeschlossenem Bild.

Sei dazu U € Us mit U NV (z) = 0, sei {f,} eine Folge in £(V(20), X) mit arf, — 0. Zeige:
fn — 0.

Nach Voraussetzung existiert ein Banachraum Xy und darauf ein Operator Sy := @y (ide)
mit X € Lat(Sy). Wir wollen daher im folgenden die Funktionen in £(V(zp), X) als Xy-wertig
ansehen.

Seien W7 und Wo zwei offene Mengen in C mit U CC Wy CC Wy und V(z9) N Wo = ). Wir
behaupten:

Su|Ba, (C\ Wy) ist verallgemeinert skalar. (1.30)

Wir betrachten eine C*°-Funktion 3 mit suppy C Wi und supp(l — ) N U = § (damit ist
1 € Ey!). Definiere

Ay €(C) — L(Bo, (C\W1))
fo= Au(f) :=2u((1 = ¢¥)f)|Bs, (C\ W1)
Wir priifen die notwendigen Eigenschaften einer Spektraldistribution:

e Die Wohldefiniertheit (also Invarianz des Operators auf dem angegebenen Raum) rechnet
man sofort mit der Definition nach.

e Sei z € By, (C\ Wy). Dann

Ay =21 —¢)x =2y(1)z — Py (v)x = idz.

N——
=0
e Sei p ein Polynom in £(C). Dann gilt:
Au(p) = Pulp(l—1))
= Py(p)Pu(l—1)
= p(Sv)Av(1) = p(Sv)

auf Bg, (C\ Wi). Dabei folgt die vorletzte Gleichheit aus der Homomorphieeigenschaft
von ®y;. Insbesondere ist Ay (ide) = Sy.
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Eine hinreichende Bedingung fiir (3)g modulo S

e Ay ist stetig, da @y und Multiplikation mit 1 — 1) stetig sind.
Damit ist (1.30) gezeigt.
Unsere Voraussetzung ar fr, — 0 in £(V(zp), X) a8t sich auch als
asy fn— 0 in E(V(2), Xv)
schreiben. Nach Lemma 1.26 gilt:
Xy = B, (Wa) + Bs, (C\ Wy).

Wenn x eine C*°-Funktion mit supp x C Ws und supp (1 — x) N Wy = () ist und @y (x)f die
E(V(zp), X)-Funktion z — &y (x)(f(2)), so gilt:

s, Ou(x1,2) frn = Pu(xi2)as, fn = 0 in E(V(20), Xv) (1.31)

mit x1 := x und x2 := 1 — x (die Zuordnung f — @y (x;)f ist stetig).

Nun kénnen wir schlielen:

1.) Da Sy|Bg, (C\ W;) verallgemeinert skalar ist, folgt nach dem Satz von Eschmeier-Putinar
(1.8), daB Sy|Be, (C \ W1) Eigenschaft () hat. Da ®y (1 — x)fn Werte in Bg,, (C\ W) hat,
liefert (1.31):

2.) Nach Lemma 1.25 ist o(Sy|Ba, (W2)) C Wa. AuBerdem gilt Wy N V(z9) = (). Deshalb
existiert fiir alle 2 € V(z) die Abbildung (2 — Sy|Bs, (W2))~!. Bezeichnet (Ozg;f)(z) =
(2 — Sy)~1f(2) und beachtet man, da8 @7 (x)f, Werte in Bg,, (W3) hat, dann folgt mit (1.31)

(I)U(X)fn
= (asy) Hasy¢u(X)fa) — (as,) " (0) = 0. (1.33)
(1.32) und (1.33) liefern insgesamt:

fo=2u()fn = (Pu(x) + Pu(l = x))fa =0 in&(V(20), Xv).

Damit ist der Beweis abgeschlossen. |

Nachdem wir die Beweise unserer lokalisierten Theorie gefithrt haben, miissen wir uns fragen,
ob wir damit auch wirklich etwas Neues entwickelt haben, oder nur schon bekannte Dinge etwas
umformuliert worden sind. Denn wir wissen noch gar nicht, ob es iiberhaupt einen Operator
T € L(X) gibt, fiir den eine Ausnahmemenge S # ) der bisher betrachteten Gestalt existiert
mit S G o(T). Wir werden im néchsten Paragraphen diese Frage positiv beantworten.

1.28 Fiir das weitere wollen wir noch folgende Sprechweise einfithren: Wenn ein Operator
T € L(X) eine der Bedingungen ﬁis erfiillt, ¢ = 1,2, dann sagen wir, er hat Eigenschaft ()¢
modulo S.

Eine hinreichende Bedingung fiir ()¢ modulo S

Wir wollen nun noch im Hinblick auf den néchsten Paragraphen eine etwas abgeschwichte
Bedingung fiir die Eigenschaft (3)g modulo S angeben.
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§1 Die Lokalisierung von Eigenschaft (3)s

1.29 Lemma Sei S kompakt in C. Wenn fiir jede offene Menge Q C C mit QNS =0 gilt:

arfn — 0 in D(Q, X) fiir eine Folge {f,} in D(Q, X)
= fn— 01in £(Q, X),

dann hat T Eigenschaft (8)s modulo S.

Beweis : Wir zeigen Eigenschaft 7.

Sei 2 wie im Satz, sei {f,}nen eine Folge in £(Q, X) mit arf, — 0 in £(N,X). Fiir eine
kompakte Teilmenge W von © bezeichne (") eine Funktion aus £(€, X) mit supp(x"")) ¢ Q
und supp(1 — x")) N W = §. Dann gilt auch az(f,x")) — 0in £(Q, X).

Wir betrachten den Raum

De(2, X)) :={f € £(Q,X); suppf C G}

fiir eine kompakte Teilmenge G von 2. Dieser ist abgeschlossener Unterraum von £(2, X). Da
aber
ar(fux™)) € Dyypp(xw) (2, X) fiir alle n € N,

folgt

O‘T(an(W)) — 0in Dsupp(X(W>)(Q’ X).
Nun ist aber Konvergenz einer Folge {g,} in D(£2, X) schon gleichbedeutend damit, daf alle
Folgenglieder einen gemeinsamen Triger V in Q haben und die Folge schon in Dy (2, X) kon-
vergiert (siehe etwa [32], Satz VIIL5.2, wo aber nur der skalarwertige Fall behandelt wird. Der
vektorwertige 148t sich analog beweisen).

Wir haben also : ar(f,x")) — 0 in D(Q, X). Nach Voraussetzung folgt daraus
Ffax™) = 01in £(Q, X).
Also ist insbesondere B B
107 fullz,w = 1107 (fax ™) [, — 0.

Da W beliebig in Q war, folgt f, — 0 in £(2, X). Da auch Q C C\ S beliebig war, folgt die
Behauptung. |

1.30 Hat ein Operator T die Eigenschaft (§)¢, dann auch jedes skalare Vielfache. Bei Vorhan-
densein einer Ausnahmemenge S ist dies jedoch i.a. nicht mehr richtig. Ist aber S = {0}, kann
der Beweis iibertragen werden.
Wir nehmen an, 7' € L(X) habe Eigenschaft ﬂl{o}. Sei V.cC C\ {0} und A € C\ {0}. Dann ist
firzeV

(=MD f(z) =X\ =T)f(z) = A\ tz = T)g(A2)
fir f € £(V,X) und g(w) := f(Aw) und daher g € A1V, X). Nun ist aber auch A~V CC
C\ {0} und daher folgt fiir {f,} C E(V, X)

sup [|(z = AT) fi(2)l] = 0 = sup [[(z = T)gr(2)[| = O,
v A-1V

woraus nach Voraussetzung supy -1y ||gx(2)|| — 0 und damit supy, || fx(z)|| — 0 folgt. Dieselbe
Argumentation funktioniert auch fiir alle Ableitungen, und daher haben wir bewiesen:

1.31 Lemma Hat T € L(X) Eigenschaft (8)e modulo {0}, dann auch AT fiir alle A € C.
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Eine hinreichende Bedingung fiir (3)g modulo S

Man sieht auch, warum diese Aussage fiir allgemeines S nicht richtig ist: ist V' N .S = (), so muf
dies nicht unbedingt auch fiir A\='V gelten.

Schlubemerkung: Man kann die Eigenschaft (5)g auch fiir Tupel vertauschender Banachrau-
moperatoren definieren (in Paragraph 3 werden wir Eigenschaft (3) fiir solche Tupel definieren;
(B)e ergibt sich daraus wieder, indem man die analytischen Funktionen durch glatte ersetzt).
Eine noch offene Frage ist hierbei, ob auch die mehrdimensionale Eigenschaft (§)¢ lokalisierbar
ist. Versuche in dieser Richtung sind leider gescheitert, da wir fiir die exakte 0-Sequenz, welche
ein wichtiger Bestandteil der Charakterisierung von ()¢ in diesem Fall ist, keinen geeigneten

Ersatz gefunden haben.
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§2 Beispiele zur Lokalisierung von ()¢

Abstrakte Beispiele

2.1 Sehr natiirliche Beispiele fiir Operatoren mit Eigenschaft () modulo S sind in der
Klasse der kompakten Operatoren zu finden. Die speziellen Eigenschaften ihres Spektrums er-
lauben es, (8)g bis auf den Ursprung zu zeigen. Zuvor sei daran erinnert, wie fiir Matrizen auf
n-dimensionalen Rdumen der C™-Kalkiil definiert ist:

Jede (n x n)-Matrix 148t sich bekanntlich als Summe D + N schreiben, wobei D eine Diagonal-
matrix bezeichnet und N eine nilpotente. Fiir f € C"(C) setzt man dann ([4], Ch.4.1, Example
1.3b)

wobei g;f (D) die Diagonalmatrix ist, die an der Stelle (k, k) den Wert g;{(dkk) hat, dj 1, der

(k, k)-Eintrag von D.
2.2 Satz Sei T ein kompakter Operator auf einem Banachraum. Dann hat T Figenschaft (8)¢
modulo {0}.

> Beweis: Wir zeigen, dafl T" einen y-Kalkiil hat fiir alle U € Uyq,.

Jeder Spektralwert ungleich Null von T ist ein Eigenwert. Die zugehorigen Hauptriume haben
endliche Dimension und erlauben eine direkte Zerlegung des zugrundeliegenden Raumes. Ge-
nauer heifit das, daf zu A € o(T) \ {0} abgeschlossene, unter 7' invariante Unterrdume N, und
R) existieren, so da} X = N @ Ry, dimNy < oo und T|R) ein Isomorphismus ist ([21], Lemma
15.11). Wie man sofort sieht ist T|Ry wieder kompakt und o(T|Ry) = o(T) \ {A}. Demnach
kann man den Operator T schreiben als direkte Summe einer Matrix Ay und eines kompakten
Operators K mit o(Ky) = o(T) \ {A}.

Fiir endlich viele Eigenwerte {\1,..., Ay} erhélt man durch sukzessive Anwendung

T=A,,& --0A, &K, (2.1)
wobei K kompakt ist mit o(K) = o(T) \ {\1,..., A} und die A, Matrizen sind.

Ist U € Uqgy, so liegen nur endlich viele Elemente von o (T') aufierhalb von U, etwa A1, ..., Ap,.
Dann existiert eine Zerlegung wie in (2.1). Fiir f € £;(C) bietet sich somit an:

(1) = f(Ax) @ - @ f(Ax,) @ f(K),

wobei f(K) der analytische Funktionalkalkiil ist. Die Zuordnung f — f(7T) definiert nun den
gesuchten Ey-Kalkiil. Nach Satz 1.27 hat T' Eigenschaft (3)s modulo {0}. [
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§2 Beispiele zur Lokalisierung von ()¢

Kompakte Operatoren, die auler der Null noch andere Spektralwerte besitzen, sind damit erste
Beispiele dafiir, da8 () # S7 & o(T') sein kann.

2.3 Wir wollen noch ein zweites Beispiel fiir die Bedingung () # St ; o(T') angeben, wobei
gleichzeitig auch zu sehen ist, daff aus Eigenschaft () nicht schon (3)¢ folgen muf.

Zu diesem Zweck sei T ein Banachraumoperator, der quasinilpotent, aber nicht nilpotent ist.
Beispiele solcher findet man bei den Volterra-Operatoren. Dann ist o(T") = {0}, und 7" hat da-
her Eigenschaft (8)s modulo {0}. Desweiteren ist T auch zerlegbar und hat damit Eigenschaft
(8) (die Zerlegbarkeit von Operatoren mit einpunktigem Spektrum priift man sofort nach, der
Zusammenhang zu (3) wurde in der Einleitung erwiihnt). Die beiden folgenden Aussagen zeigen
nun, dafl T nicht (8)¢ hat.

Sei S € L(X) subskalar. Dann existiert eine verallgemeinert skalare Erweiterung S wvon S mit

o(S) C a(S).

Zum Beweis siehe Kapitel 6.4 (S.186) in [8]. Damit hitte T eine verallgemeinert skalare Fort-
setzung mit Spektrum {0}. Nun gilt aber ([4], Theor. 4.3.15.)

Sei S € L(X) verallgemeinert skalar und quasinilpotent. Dann ist S schon nilpotent.

Das bedeutet nach dem vorigen Ergebnis, dafl T" schon nilpotent sein miifite, also ein Wider-
spruch. Damit ist tatséchlich schon S7 = {0}, der Operator hat nicht (5)¢.

Dieses Beispiel 148t sich schnell fiir unser Problem modifizieren.

Um das Spektrum zu vergréflern, bilden wir die direkte Summe von T und einem anderen
Banachraumoperator S € L(Y') mit Eigenschaft (5)g, der Spektrum o(S) 2 {0} hat (gewisse
Schiftoperatoren sind Beispiele hierfiir; siehe auch den niichsten Abschnitt). Dann gilt

o(S&T) = o(S) Ua(T) 2 {0}.

Der Operator S@T € L(Y @ X) hat Eigenschaft (8)s modulo {0}, aber nicht Eigenschaft (5)s.
Sei dazu {f,} eine Folge in E(V,Y @ X) iiber einer offenen Menge V in C mit aggrfn — 0.

Wiéhlen wir auf Y & X die 1-Norm (d.h. || - “|lyex = || - ‘|ly + || - -]l x), dann heifit dies (f,(L) ist
die entsprechende Projektion von f,, nach X bzw. Y)

107 as [ law + 107 ar fC 2w — 0

fiir alle j > 0 und W CC V. Dabei liefert der zweite Summand nur dann f,(lX) — 0in &(V, X),
wenn 0 ¢ V. Also haben wir einen Operator der gewiinschten Art gefunden.

Ist ein Operator T' (links-, rechts-)invertierbar, dann sind dies auch alle Operatoren in einer
geeigneten Umgebung von 7. Daraus lassen sich im Hilbertraumfall Schliisse auf das Verhalten
von ar in einer Umgebung von 0 ziehen.

2.4 Lemma Sei T € L(H) injektiv mit abgeschlossenem Bild, H ein Hilbertraum. Dann

existiert eine Nullumgebung U in C, so daf8 ar auf E(U, H) injektiv mit abgeschlossenem
Bild ist.

> Beweis: Da Bild T abgeschlossen ist in H, existiert die orthogonale Zerlegung
H=BidT & (BildT)™*.

Vermoge
A:H — H, Audv) =T 1u
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Der gewichtete Shift

ist eine Linksinverse fiir T’ gegeben. Ist daher |[S—T|| < [|A|| 7!, dann ||AS—1|| = |A(S-T)| < 1
und daher ist AS invertierbar in L(H) ([24], Th.10.7). Wegen ||(T'—z)—T|| = |#| existiert deshalb
eine Umgebung U um 0 in C, so daf fiir alle z € U der Operator A(z —T) invertierbar in L(H)
ist. Hat man daher eine Folge {f,}, in £(U, H) mit arf, — 0, dann ist

_ _ . (*) _
107 full3v = /V I(z = T) "' (2 = T)07 ful? dz < sup (= = )20 arfull3y — 0

fiir alle V. CC U und j € No. Man beachte bei (x), da ||(- — 7)) ~!|| eine stetige Funktion auf U
ist und damit auf V' beschrankt. [

Der gewichtete Shift

Wir wollen nun unsere Theorie am Beispiel des gewichteten Shifts demonstrieren.

2.5 Sei H ein separabler Hilbertraum mit Orthonormalbasis (ONB) {en}n>0, {wn}n>0 eine
Folge in C. Dann heifst der lineare Operator

T:-H—H , T Zﬁf(n)en = Zf(n)wnen+1
n>0 n>0

der einseitige gewichtete (Vorwdrts-)Shift auf H mit Gewichten w,. Dabei ist T(n) der n-te
Fourierkoeffizient des Elementes x € H bez. der ONB {e,}.

Ausfiihrliche Informationen zu den Shiftoperatoren (und Beweise der hier zitierten Sétze) findet
man in [26].

Aus der Definition ist ersichtlich, daf} ein Shiftoperator schon durch seine Wirkung auf die ONB
eindeutig bestimmt ist.

Da wir im folgenden nur den einseitigen Shift betrachten, lassen wir den Zusatz ‘einseitig’ weg.
Wir schreiben (T, w,,) fiir den gewichteten Shift T' mit Gewichtsfolge {w, }nen,-

Die Stetigkeit dieser Operatoren ist einfach zu charakterisieren:

FEin gewichteter Shift (T,w,) ist genau dann stetig, wenn C := sup{|wy|;n € No} < oo ist. In
diesem Fall ist |T|| = C.

Wir betrachten im folgenden nur stetige Shiftoperatoren.

Da fiir M-hyponormale Operatoren Erweiterungen mit C*°-Kalkiil existieren (siehe 1.9), ist es
von Interesse, Charakterisierungen von M-hyponormalen Shiftoperatoren zu haben. Das wich-
tigste Resultat ist ([20], 11,2):

2.6 Ein gewichteter Shift (T, w,) ist genau dann hyponormal, wenn |w,| < |w,+1| fir alle
n € Ng.

Wir wollen nun nach weiteren Bedingungen an die Gewichte suchen, so dafl der Shift die Ei-
genschaft ()¢ wenigstens noch lokal hat (z.B. 87). Dazu brauchen wir noch den Adjungierten
des Shiftoperators und eine Aussage iiber das Spektrum.

2.7 Sei (T,w,) ein gewichteter Shift auf dem Hilbertraum H. Dann ist T* gegeben durch
T e, = Wp_1€n_1 fiirn > 1 und T*eq = 0.

Somit ist T* ein Rickwdrtsshift.
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar.

2.8 Nach [26], Kap. 1, hat man fiir einen Shift (T, wy,)

17" = 2‘;18 Wk Wht1 ** Whgn—1]- (2.2)

Da sich der Spektralradius r(T') eines Operators als lim,, o || T™||*/™ berechnet, ergibt sich:

sup |w,| < 8§ = o(T) C Ds(0).

neN
Man kann sogar zeigen, dafl das Spektrum des einseitigen gewichteten Shifts eine Kreisscheibe
um Null ist (und somit auch die Null enthélt).

2.9 Sei (T,w,) ein Shift mit lim, . |w,| = 0. Bezeichnet Sj den Shiftoperator mit den
Gewichten u%k) = w, falls 0 < n <k und u%k) := 0 sonst, so hat Sj endlichdimensionales Bild

und es gilt nach (2.2)

|T — Sk|| = sup|(w; — ugk))| =sup|w;| — 0 bei k — oo.
7>0 >k

Als Normgrenzwert von Operatoren mit endlichdimensionalem Bild ist 7' daher kompakt und
hat nach 2.2 Eigenschaft (3)s modulo {0}.

2.10 Satz Sei (T, w,,) ein gewichteter Shift auf einem Hilbertraum H. Sei I := {n € No; |w,_1]*—
|wn|? > 0}, wobei w_q1 := 0.

1. Erfiillen die Gewichte die Bedingung

S (i = oL <o, (23

R2n+2
nel

fir alle R > 0, so hat (T,w,) Eigenschaft (3)s modulo {0}.

2. Ist zusditzlich lim,_, |w,| # 0 und w, # 0 fir alle n, dann hat (T, w,) Eigenschaft
(B)e-

>Beweis:

Der Leser schaue sich fiir den Beweis noch einmal Lemma (1.6) an.

1.) Zunéchst erzwingt Bedingung (2.3) auf jeden Fall die Konvergenz von {|wy,|},. Ist dieser
Grenzwert 0, so haben wir gerade in 2.9 gesehen, da8 (T, w,,) Eigenschaft (3)e modulo {0} hat.
Allgemein wollen wir mit Lemma 1.29 die Eigenschaft ﬂi{o} zeigen. Da skalare Vielfache eines
Operators T' die Eigenschaft (5)¢ modulo 0 erhalten (1.31), kénnen wir zunéchst erreichen, daf§

sup |w,| <6 < 1.
neN

AuBlerdem erfiillt auch der Operator AT die Bedingung (2.3), wenn T es tut. Dies hat die fiir den
Beweis wesentliche Konsequenz, dafl man sich ganz auf die Einheitskreisscheibe zuriickziehen
kann, denn nach 2.8 liegt das Spektrum des ‘gestauchten’ Operators in der Kreisscheibe mit
Radius § < 1. Da auBerhalb des Spektrums die Eigenschaft ()¢ sowieso vorliegt, reicht es,
in der Einheitskreisscheibe zu betrachten.

Sei also  eine beschrinkte offene Menge in D;(0) \ {0}. Wir kénnen ohne Einschrinkung
annehmen, daf} (2 stiickweise glatten Rand hat, denn 2 kann durch endlich viele Kreisscheiben in
D,(0)\ {0} iiberdeckt werden. Zunéchst iiberzeugt man sich schnell von folgender Behauptung
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(<, -> ist das Skalarprodukt auf dem zugrundeliegenden Hilbertraum):
Firallex € H, z€ C und T € L(H) ist

I(z = T")a|* = |(z = T)z||* =< (TT" = T*T)z,z > .

Aus der Definition und Aussage 2.7 lafit sich < (TT* — T*T)xz,x > leicht berechnen; wir
erhalten:

T (Y 3n)en | = > Em)|wn 1len, (2.4)

n>0 n>0
T Y En)en | = > E(n)|wnl’en (2.5)
n>0 n>0
und damit

Iz = T9)z|* = lI(z = D)z)|* + Y [@(n) P (lwa-1]* — [wn]). (2.6)
n>0

Nun 148t sich die rechte Seite von (1.5) mit (2.6) umwandeln und wir erhalten fiir alle f €
D(Q, H) mit Kq = 3C3 (beachte, daf8 in (1.5) keine Quadrate stehen):
e < Ko [ IG-T00r@IR e [ =102 () d:)
= s [l 107G+ [ -0 (a7 +

[ Sl = ) (870 + 187G P) a:)

n>0
— Ka(lordflBa + lard*f3a+ (2.1
wn_lszn2 —/7712 _T\znz z
+/n§o(' 2~ ) (BFD 0P + 107 0)) )

Beachte, da8 97 f(z) ein Element von H ist.

Im letzten Summanden in (2.7) schitzen wir weiter nach oben ab, indem wir die Indizes n ¢ T
weglassen.

Sei nun {f;}ren eine Folge in D(), H) mit arfr — 0 bei & — 0 in D(Q, H). Wie schon im
Beweis von 1.29 bemerkt, existiert eine in Q kompakte Menge V', so dafl supp (arfi) C V fir
alle k € N und die Konvergenz findet bereits in £(£2, H) statt. Daher ist schon

||(E)jOéTfk||2’Q = ||(E)jOéTfk||2’V — 0 bei k — oc. (28)

Also gehen die ersten beiden Summanden in (2.7) gegen 0.
Bei der Abschitzung der Integralausdriicke machen wir uns folgende Gleichheit zu Nutze:

(=TT f()(0) = =(d7f(2))(0) (2.9)
(= =1)07f(2))"(n) = 2(07f())(n) —wn—107f(z)(n —1), n> 1. (2.10)

Man erhélt sie durch direktes Nachrechnen. .
Damit kann man zeigen, daf auch bei der Behandlung von |37 fi(2)(n)|? die Menge © durch
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§2 Beispiele zur Lokalisierung von ()¢

eine kompakte ersetzt werden kann, die sogar in V liegt (zwar liegen die Tréger aller ar fi in
einer gemeinsamen kompakten Menge, dies mufl dann aber nicht notwendig fiir die f; gelten).
Denn mit (2.9) und (2.10) kann man ohne Schwierigkeit (induktiv) zeigen, daf fiir die z € Q,

fiir die (2 — T)97 f(z) = 0 ist schon 04 f(2)(n) = 0 ist fiir alle n, und daher 97 f(z) = 0, also
supp fr C V fiir alle k.

—

Es gelingt leider nicht, die gleichmiBige Konvergenz (in n) der 97 fi,(z)(n) auf V zu zeigen.
Vielmehr mufl noch ein zusétzlicher Faktor auftauchen. Nun 148t sich fiir kompaktes W die

Supremumsnorm durch die || - -[|o,w-Norm abschiitzen (wieder die Aquivalenz der beiden Topo-
logien auf C*°) und wir erhalten aus (2.8)
sup ||(z — T)07 fu(2)||*> — 0 (2.11)
z€V
fuI‘j € No.

Entwickeln wir den Ausdruck (z — T)97 fj(2) in seine Fourier-Reihe bez. der Basis von H und
beachten (2.9) und (2.10), so heifit (2.11)

—

sup { [2(39 £ () (O0)2 + 3 207 f1(2))(n) = w13 fr(H)n—DP $ =0 (212)

zeV n>1

bei k — co. Da somit auch das Supremum jedes einzelnen Summanden in (2.12) gegen 0 gehen
muf, kénnen wir induktiv beweisen:

sup |2|" 07 f1.(2)(n)| — 0 bei k — oo fiir alle n € No. (2.13)
zeV
Der Induktionsbeginn ist klar, das Supremum des ersten Summanden in (2.12) mufl gegen 0
gehen.
Desweiteren ist

—

2107 £ (2) ()
< Lol (12007 (2D () = wa 189 fi(2) (0 = D)+ w187 f(2)(n = 1))

Das Supremum des ersten Summanden in der rechten Klammer konvergiert bei £ — oo gegen
0, da der Summand ein Teil der Reihe in (2.12) ist. Der zweite Summand unterliegt der Induk-
tionsbedingung.

Die Aussage (2.11) liefert aber noch etwas anderes, némlich

—

C2 > sup { 207 @) )2 + 3 12087 f(2))(0) — w107 fi(2)(n — 1) (2.14)

zeV n>1

fir alle K € N fiir ein C > 0. Durch denselben Induktionsvorgang zeigt man daher (unter
Zuhilfenahme der Voraussetzungen |z| < 1 und |w,| < § < 1 fiir alle n):

_—

sup |2|" 07 fr(2)(n)| < (n+ 1) C. (2.15)
z€V

Nun kénnen wir den Integralausdruck in (2.7) abschétzen (wir betrachten der Einfachheit halber
nur die 9-Ausdriicke). Zunéchst sehen wir, daf

sgp{uwn_u? ~ )P +2|<9fk<z><n>|“‘|Z|M} <

1
R2n+2

(lwn-1]* = [wa[*)(n + 1)*C* (2.16)
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Der gewichtete Shift

fiir alle k nach (2.14), wobei R := dist(0,V) > 0 ist (da V relativkompakt in ). Die Reihe iiber
die Terme rechts konvergiert aber nach Voraussetzung, und daher sind Summe und Integral
vertauschbar (beachte nochmals, dafl supp fr C V fiir alle k). Da V kompakt ist, liefert die
rechte Seite von (2.16) bis auf einen konstanten Faktor auch eine summierbare Majorante von

/V(\wn—1|2 — |w,|?) (\W}(n)ﬁ) dz.

Damit und wegen (2.13) folgt schliefflich die Konvergenz der Integralterme in (2.7) gegen 0.
Man beachte, daf fiir beliebige Folgen {f,,} der Abstand R beliebig klein werden kann. Daher
wird in (2.3) die Konvergenz fiir alle R > 0 gefordert.

Die gerade durchgefiihrte Prozedur ist aber auch auf 97f, j > 1, statt f anwendbar (in
(2.8) - (2.15) war ja j beliebig), und daher haben wir insgesamt gezeigt, dafl mit arfr — 0
in D(Q,H) auch fi, — 0 in E(Q, H), falls {fx} C D(R, H). Nach Satz 1.29 folgt sofort die
Behauptung.

2.) Unter den Vorgaben im zweiten Teil des Satzes folgt sofort

Iz = | Z;’i(n)wnen_,_lug =Y Bw. =S Em)P = 2, (217)
n>0

n>0 n>0

wobei C eine untere Schranke fiir |w,| ist. Nun folgt aber aus (2.17) sofort, daf§ T injektiv mit
abgeschlossenem Bild ist (denn T hat dann eine stetige Inverse auf seinem Bild), was nach 2.4
die Eigenschaft (3)s in einer Umgebung der Null liefert. Daher folgt aus dem ersten Teil und
Satz 1.12 sofort die Eigenschaft (5)¢. [

Falls I endlich ist, so ist Bedingung (2.3) immer erfiillt. Das heifit insbesondere, dafi gewichtete
Shiftoperatoren mit I = ) schon Eigenschaft (3)¢ haben. Das ist aber klar, denn diese sind
nach 2.6 genau die hyponormalen Shifts.

2.11 Wir wollen nun noch ein Beispiel geben. Wir setzen

~ n 1/2
wgi=a®>1+ Zexp(—k:2), a>0, w,:= <a2 - Zexp(—k2)>
k=1

k=1
Es gilt: |w,—1]? — |w,|? = exp(—n?) fiir n > 1 und somit ist Bedingung (2.3) erfiillt.

Wie schon erwihnt, ist Eigenschaft (8)¢ i.a. recht schwierig nachzuweisen. In manchen Fillen
ist es sogar einfacher, durch ‘scharfes Hinsehen’ eine Erweiterung des Operators mit C*°-Kalkiil
zu finden.

Hier wiirde es sich auch anbieten, den Shiftoperator auf M-Hyponormalitdt zu untersuchen.
Aber auch das scheint in voller Allgemeinheit ein schwieriges Unterfangen zu sein (siehe dazu
Bemerkungen vor 1.7).
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Koszul-Komplex und Taylorspektrum

3.1 Es bezeichne Alsy,...,sn] die #uBere Algebra erzeugt von N Unbestimmten o =
(81,...,8n) tber C ([19], Kap.XIX). In der Algebra Alo] := Alsy,...,sy] wird die Mul-
tiplikation mit dem Symbol A geschrieben. Die Unbestimmten geniigen dabei der Relation
s; A s; = —s;j A s;; insbesondere ist s; A s; = 0.

Bezeichnet man mit

AP[O'] ::Lin@{sil/\.../\sip, 1§Zl<<2p§N},

den Vektorraum der p-Formen dber N Unbestimmten, so 1a8t sich die duBere Algebra Afo] als
graduierte Algebra

Alo] = P A[0]
p=0
schreiben. Dabei ist zu beachten, daf3
A’lo] = AN[o] = C und AP[o] = {0} fir p > N + 1.

Es besteht ein natiirlicher Isomorphismus zwischen c(®) und A [0], da dim AP[o] = (JZ ).

Fiir einen Vektorraum X setzt man
APlo, X]| := X ®¢c AP|o]

und notiert die Elemente aus AP[o, X] als > 2,4, i, A... A s, wobei die x;, .. ;, die Koef-
fizienten der Form genannt werden. (Zur Definition des Tensorproduktes siehe etwa [19], Kap
XVIL)

Auch hier gibt es eine eindeutige Zuordnung zwischen AP[o, X| und X (). Trigt der Vek-
torraum daher noch eine Topologie, so werden die Rdume der p-Formen iiber X durch die
Produkttopologie auf natiirliche Weise auch zu toplogischen Réumen. Fiir einen (F)-Raum X
ist daher auch AP[o, X] ein (F)-Raum. Ist X ein Banachraum, so ist auf A?[o, X] mit

H anzp Siy Ao o A Ssz = Z [EZA— (3.1)

eine vollstdndige Norm gegeben.
Es soll noch erwihnt werden, daf§ fiir die Funktionenrdume O(U, X) und (U, X) die Isomor-
phien AP[o, O(U, X)] =2 O(U, A?[o, X]) und AP[o,E(U, X)] = E(U, AP[o, X]) bestehen.
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83 Spektraltheorie mehrerer Verénderlicher

3.2 Unter einem Kokettenkompler {E°,p'};cz von Vektorriumen versteht man eine Familie
von Vektorrdumen E? und linearen Abbildungen ¢ : E* — E*! (die sog. Kodifferentiale) mit
@' o pi~1 =0 fiir alle i € Z. Der Einfachheit halber sprechen wir nur noch von Komplexen, und
diese werden auch immer nur endlich sein, d.h. es ist E* = {0} fiir fast alle ¢ € Z. Desweiteren

i—1 i

verwenden wir auch die Schreibweise - -- £ i 25 gitt 25

Fiir Komplexe { £, ¢'};cz kann man zu jedem p € Z den Vektorraum HP ({ E%, p'}) := ker P /Bild P!
bilden, die p-te Kohomologiegruppe von {E*, ¢'}. Falls HP({E?, ¢'}) = 0 oder gleichbedeutend

Bild ¢P~! = ker P fiir alle p, dann heifit der Komplex exakt (zuweilen sprechen wir auch von
exakten Sequenzen).

Sei U C C¥ offen, {XP},cz eine Familie von Banachrdumen. Zu jedem A € U und p € Z
existieren Abbildungen 7”(\) € L(X?, XP*1) mit n?(A\) o n?~1(A\) = 0. Dann heifit

L) xp ") ot LN

(auch {XP?,nP},cz) ein parametrisierter Komplex von Banachrdiumen dber U.

Es ist nun eine interessante Frage, ob sich die punktweise Exaktheit solcher parametrisierter
Komplexe auf Komplexe iibertrigt, die aus XP-wertigen Funktionenrdumen iiber U bestehen.
Im Fall glatter Funktionen lautet die Antwort:

3.3 Sei {XP,nP}pez ein parametrisierter Komplex von Banachrdumen dber U C CN offen.
Weiterhin sei die Abbildung

U3\ nP(N\) e L(XP, XPH)
analytisch fir alle p € Z. Ist der Komplex

.. 771)7_1(3‘) XP 7o) xpt+1 "pl)‘) .

fiir alle A € U exakt, dann auch der Komplex

p—1

n? o 7 o PRI
== C (UaXp)—>C (U’Xp )—>a
wo Nt die stetige lineare Abbildung (% (f))(X) :==nP(X)f(N) fir f € C(U, XP) ist.

Einen Beweis findet man in [31], Kap. II,10. Parametrisierte Komplexe, fiir die A — nP(\)
analytisch ist, heilen auch analytisch parametrisiert.
Ein Analogon zu 3.3 fiir analytische Funktionen werden wir in 3.15 kennenlernen.

3.4 Sei X ein Banachraum. Dann setzen wir
AN(X) = {(T,...,Tn) € (L(X)N, T,T; = T,T; fir 1 <4,j < N}.

Die Elemente aus Ay (X) heiflen kommutierende Operatortupel.

Sei T € An(X),0<p < N-1und 0 = (s1,...,5n). Dann bezeichnen wir mit v?(T") die
stetige lineare Abbildung

WT): Mo, X] — APH[o, X]
N

T8y N NSy, Z(zj)sj/\sil/\.../\sip. (3.2)
j=1
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Die Definition von 7?(T") 148t sich folgendermafien interpretieren. Betrachten wir den Ausdruck
Z;V:l T; s; als 1-Form iiber o mit Koeffizienten in L(X), so kann man diese vermoge duferer
Linksmultiplikation auf AP[o, X| operieren lassen:

N N
ZTj s | A(xsy, Ao Nsy) = Z(zj) 5§ NSy N NS,
j=1 j=1

Mit dieser Terminologie werden in 3.8 noch andere Abbildungen auf p-Formen definiert.

Wie man sofort zeigen kann, gilt v7(T')oy?~1(T) = 0 fiir 1 < p < N —1 (wobei wesentlich die
paarweise Vertauschbarkeit der Operatoren T7,...,Tn eingeht). Also kann man aus AP[o, X]
und vP(T') einen Komplex bauen.

Fiir einen Banachraum X und T' € Ay (X) heifit der Komplex

0 1 N—-1
0 — A%, X] =8 Ao, x] B T D AN, X] 0 (3.3)
Koszul-Komplex von T dber X und wird mit K*(T, X) bezeichnet.
Fiir einen einzelnen Operator T' € L(X) und z € C lautet der Koszul-Komplex K*(z—T, X)
0— X5 X —0

Da dieser genau dann exakt ist, wenn der Operator z — T eine stetige Inverse hat, scheint
folgende Definition eine sinnvolle Erweiterung des Spektrumbegriffs zu sein ([27]):

3.5 Wird fiir z = (z1,...,2n) € CN und T € An(X) mit z — T das Operatortupel
z—T:=(zid—-Ti,...,2nyid — Ty) € An(X)
bezeichnet, dann nennt man die Menge
o(T) :=CV\{z€C", K*(»— T, X) ist exakt }
das Taylorspektrum von T. Weiterhin setzt man p(T) := o(T)¢, die Resolventenmenge.

Dafl diese Menge wirklich den Namen Spektrum verdient zeigt sich u.a. an den folgenden Ei-
genschaften (siehe auch [27]):

1. o(T) ist eine nichtleere kompakte Teilmenge von C¥.

2. Wenn T = (Ty,...,Ty) € An(X), T = (T1,...,Ty—1) und 7 : CV — CN~1 die
Projektion auf die ersten (N — 1) Koordinaten ist, dann ist o(7") = 7 (o (T)).

3. Es existiert ein analytischer Funktionalkalkiil auf o(T) (siche unten).
4. Fir N =1 ist das Taylorspektrum das klassische Spektrum.

Wir werden im folgenden die Menge o(T') der Einfachheit halber das Spektrum von 7" nennen.
Desweiteren bezeichne o(7,Y’) das Spektrum von T eingeschriankt auf einen abgeschlossenen
invarianten Teilraum Y (invariant heifit hier T;Y CY furl1 <j<N).

Fiir spitere Anwendungen wird noch folgende Aussage hilfreich sein (siehe [31], Lemma II1.6.5).
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83 Spektraltheorie mehrerer Verénderlicher

3.6 SeiT € AN(X), w € CN. Existiert ein Operatortupel S € An(X) mit S; T, = T; S; fiir
allei,j=1,...,N und ist Zévzl Sj (w; —T;) =1id, so ist w ¢ o(T).

Der analytische Funktionalkalkiil

Wie im ersten Abschnitt angedeutet, ist das Taylorspektrum eines kommutierenden Operator-

tupels die richtige Verallgemeinerung des eindimensionalen Begriffs. Dies wird vor allem dadurch
deutlich, daf es einen analytischen Funktionalkalkiil auf dieser Menge gibt (was ja einer der
Hauptgriinde fiir das Interesse an Spektren in Banachalgebren ist). Wir wollen kurz auf die
Konstruktion des Kalkiils eingehen. Dazu geben wir zuerst die Definition einer holomorphen
Funktion mehrerer Verdnderlicher ([17], [18]).

3.7 Sei U C CN eine offene Teilmenge, f : U — C eine C'-Funktion (als Abbildung auf
U C R2N betrachtet). Dann nennt man f holomorph auf U, wenn die sog. Cauchy-Riemann
Differentialgleichungen erfillt sind:

of 1 ((‘3 f . of

— — =0 U 1<j<N 3.4
o vigh)=0aiu. << (3.0

0z; 2
fir z; = x; + iy;. Die auf U holomorphen Funktionen bezeichnet man wieder mit O(U).

Im Einklang zur klassischen Theorie ist definiert man auch a%j f= %(ngj - i&%fj)' Die in 3.7
gegebene Definition 148t sich auch sofort auf vektorwertige Funktionen verallgemeinern. Wie
im Eindimensionalen setzt man:
OU,X) :={f eCU,X), % =0auf U fir 1 <j < N}
J

fiir eine offene Menge U in CV und einen Banachraum X.

Der Raum O(U, X) ist ein (F)-Raum mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz von
Funktionenfolgen auf allen kompakten Teilmengen von U.

Demnach sind die Rdume AP[o, O(U, X)], wie am Ende von 3.1 erwihnt, wieder (F)-Réume.
Istw = fsi,A...As;, € AP[o, O(U, X)] und z € U, dann sei w(z) := f(2) i, A.. . Asi, € AP[o, X].
Wegen der Isomorphie von AP[o, O(U, X)] und O(U, A?[o, X]) hingt w(z) holomorph von z ab.
Wir werden daher w € AP[o, O(U, X)] gelegentlich auch als holomorphe Abbildung von U nach
AP[o, X| auffassen.

3.8 Fiir die Definition des Cauchy- Weil-Integrals, dem Hauptbestandteil des Funktionalkalkiils
von Taylor, betrachten wir die beiden Systeme von Unbestimmten

o= (s1,...,8y) und dz=(dz,...,dzNn).
Auf C*(U, X), U C C¥ offen, ist
0 0
= (3721, ey %)
ein Operatortupel in Ayx(C* (U, X)). Wie bei der Definition der Abbildung v?(7") kann durch
duflere Linksmultiplikation mit Zjvzl 0%]- dZz; ein stetiger linearer Operator

d:

OP : AP[dz,C®(U,X)] — APT[dz,C™(U, X)]
Y9
w (Zazjdzj)mu
j=1
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Der analytische Funktionalkalkiil

definiert werden. Der Operator 0P ist analog mit % definiert.
J

Wie in einer Verdnderlichen (siehe Def. 1.2) bezeichnen wir fiir T' = (T3,...,Tn) € Ax(X) und
U C CY offen, mit ar; die stetige lineare Abbildung

ar; : C*(U,X) — C>(U,X)
(ar,()(z) = (2 —T5)f(2) fiurzel.
Dies fiihrt wieder zu einer stetigen linearen Abbildung auf den p-Formen

oh: AP[0,C(U, X)) — AP [0,C*(U, X))
N

n = (ZaTjsj)/\n.
j=1

Es gilt insbesondere of.(AP[o, O(U, X)]) C APT{o, O(U, X)].
Man beachte hier schon die Verbindung mit der Abbildung ~?(7T):

o (fsiy Ao Nsi ) (2) =P (2 —=T)(f(2)si, Ao Ns;,)  fiir zeU. (3.5)

Bezeichnet 0 Udz das System (s1,...,sn,dz1,...,dzZN), so definiert man die Summe der obigen
Abbildungen als

(ar © O : AP0 Udz,C®(U,X)] — AP ouUdz, C™(U, X))
)
w (; ((ﬁdzj+an sj)>/\w.

Die Definition des Taylorspektrums und Aussage 3.3 zeigen, daf fiir T € Ay (X) und jede
offene Menge V' C p(T') der Komplex

ad a1
0 — A%, C®(V, X)] -5 ... Is AN[0,C®(V,X)] — 0

exakt ist (verwende die Aussagen koeffizientenweise). Wie Taylor in [27] gezeigt hat, ist dann
auch

0 — Alg U dz, c®(V, X)] “T2D7 T N 5 G gz eV, X)] — 0

exakt, also -
HP(C*(V, X),ar ®90)=0 fir 0 <p<2N,V C p(T) offen. (3.6)

Nun haben wir alle notwendigen Bezeichnungen fiir die Definition des Cauchy-Weil-Integrals,
welches die Grundlage des Funktionalkalkiils bildet.

3.9 EsseiT € Ay(X)und U C CV offen mit o(T) C U, weiterhin sei f € O(U, X). FaBt man
die N-Form

sfi=fs1A...Nsy € AN[o,C®(U, X)]
als ein Element in AN[o U dz,C%(U, X)] vom Grad 0 in dz auf, so existiert eine Form x €
AN[o Udz,C(U, X)] mit B

sf—x=(ar @)1y

fiir ein ¢ € AN’_1 [0 Udz,C>*(U,X)] (d.h. sf und x liegen in der selben Kohomologieklasse
beziiglich (ar & d)N~1). Das sieht man folgendermafen:
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83 Spektraltheorie mehrerer Verénderlicher

Da (ar @ 0)Nsf = 0 ist auf U, folgt aus Beziehung (3.6) fiir V = U \ ¢(T') die Existenz von
¢ € AN7LoUdz,C®(V, X)] mit B
(ar ® )N "1p = sf.
Ist h eine skalare C*°-Funktion, die in einer Umgebung von ¢(7T") Null ist und supp (1—h) C V
erfiillt, dann ist h¢ auf U definiert und dort ist

(ar @ )V (he) = h(sf) +w = ((h—1)sf +w) +sf

(mit einer N-Form w mit kompaktem Triger, die bei der d-Operation aus der Produktregel
entsteht) und der erste Summand rechts ist das gesuchte x.

Aus der Form x sucht man nun den Term heraus, der nur den Anteil dz; A. . .AdZy besitzt. Dieser
Summand, er werde mit 7wy bezeichnet, ist eine Form vom Grad N {iber dz und Koeflizienten
in C° (U, X). Ist K(my) die Koeffizientenfunktion von 7y, dann definiert man als Cauchy- Weil-
Integral von f beziiglich T das Element

CW(f) = (20)N /U (—DNK(ry)(2) dAN (2) € X. (3.7)

Dafl diese Definition von der Wahl von x unabhéngig ist (h ist ja nicht eindeutig), ist eine
Folgerung aus dem Stokesschen Integralsatz: Ist X eine weitere Form mit den Eigenschaften von
X, dann folgt -

X—-X=(ar®)N!
fiir eine (N — 1)-Form w. Daraus folgt

KE(r(x = X)) = K(#((ar ® )N ' w)) = K(n(dV " w)).

Nun zeigt eine kurze Rechnung, dafl das reelle Differential dw einer n-Form w schon gleich der

Summe 9"w + 0"w ist. Da (0N " lw) = Z;V 1 az fj ist fur C*°(U, X)-Funktionen f;, kénnen

wir rechnen
K(m(x — z) dAY( g — fi(z)dN\
/ (m(x — X)) / 92,] fi(z (2)

N
/ E injdzlA...AdZNAdzl/\.../\dzN
i=1 8Zj

_ /aN 1(ZCdez1/\ /\d/Z\j/\.../\dZN/\dzl/\.../\dzN)

j=1

/(8N71+5N71)n5t0:k65/ 0.
U U

(Beachte, da die Wirkung von V=1 auf 5 schon Null ist. Die Konstanten C' und C; entstehen
beim Umordnen der Differentiale.) Hat n nun kompakten Triiger in U, so ist das Integral gleich
Null.

Da aber x — X kompakten Triiger hat, so auch (ar @ 9)V ! w und damit die f; und wir sehen,
dafl x und Y in (3.7) das gleiche Ergebms liefern.

Im folgenden Satz bezeichnet O(o(T)) die Algebra der komplexwertigen Funktionen, die in
einer Umgebung des Taylorspektrums von T' € A (X) analytisch sind und (7")"” die Bikommu-
tantenalgebra von T.
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3.10 Taylorscher Funktionalkalkiil
Fir T € An(X) definiert

einen Algebrenhomomorphismus @7 : O(o(T)) — (T)" mit
1—id und m—T;, 1<i<N,
wobei m; die Projektion auf die i-te Koordinate ist.

Man schreibt auch @7 (f) = f(T) und nennt @1 den analytischen Funktionalkakil von T.

Alle Einzelheiten der obigen Konstruktion findet man in [28], ebenso die Beweise der Eigen-
schaften dieses Kalkiils, von denen nun einige zitiert werden.

3.11 Seien X,Y Banachriume, T € An(X),S € An(Y). Sei R € L(X,Y') mit der Eigenschaft
RT; =S;R fir1<j <N und f € O(c(T)Uoc(S)). Dann gilt Rf(T) = f(S)R.
Zwei wichtige Folgerungen daraus seien erwéhnt.

Ist R die Abbildung R : X — X/Y fiir einen T-invarianten abgeschlossenen Unterraum Y,
dann gilt T]-(X/Y)R = RT; und fiir f € O(CVN) gilt daher (f(T))X/Y) = f(T/)).

Setzt man S; :=T;|Y und R : Y — X die Inklusionsabbildung, dann gilt RS; = T;R fiir alle
J und daher Rf(S) = f(T)R, was insbesondere f(T)Y = f(T)RY = Rf(S)Y C Y zur Folge
hat. Damit gilt

Sei T € An(X), Y ein unter T invarianter abgeschlossener Teilraum von X und f € O(o(T)U
o(T,Y)). Dann ist Y auch invariant unter f(T).

Ein weiteres wesentliches Ergebnis der Theorie ist der spektrale Abbildungssatz.

3.12 Sei T € An(X), U C CV offen mit o(T) C U, fi,..., fm € OU). Dann ist f(T) :=
(f1(T), ..., fm(T)) € An(X) und es gilt

o(f(T)) ={(f1(2),.. -, fm(2)), 2 € 0(T)} = f(o(T)).

Auperdem ist o(f(T),Y) = f(o(T,Y)) fiir einen abgeschlossenen T-invarianten Unterraum
Y (beachte Folgerung in 3.11).

Auch die Existenz von Idempotenten bei nichtzusammenhéngendem Spektrum hat ein Analogon
in mehreren Dimensionen:

3.13 Sei T € An(X). Besteht das Spektrum o(T) aus zwei disjunkten kompakten Mengen,
o(T) = K1 U Ky, dann existieren abgeschlossene, unter T hyperinvariante (d.h. invariant
unter S € (T)') Unterriume X1, X2 von X mit

X=X, X,
2. O'(T,Xl) C Ky und O'(T,Xg) C Ks.

Da X7 und X5 abgeschlossen sind, existieren daher stetige lineare Projektionen p und ¢ auf X
mit pX = X; und ¢X = Xs.
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Die Eigenschaft () in mehreren Verdnderlichen

Wir haben im vorigen Abschnitt die Definition der holomorphen Funktionen mehrerer Veréinder-

licher gegeben. Die Zuriickfithrung auf die eindimensionale Definition der Holomorphie sollte
dabei aber nicht zu der Annahme fithren, dafl die Theorien schon dhnlich parallel verlaufen
wie im Reellen. Die Funktionentheorie mehrerer Variabler hélt viele Ergebnisse bereit, die in
einer Dimension nicht auftauchen. Das folgende Beispiel, welches auch im weiteren Verlauf von
Bedeutung ist, soll das illustrieren.

3.14 Sei U c CV offen. Dann nennt man U ein Holomorphiegebiet, wenn es eine Funktion
f € O(U) gibt mit folgender Eigenschaft: Kein Punkt des topologischen Randes von U besitzt
eine Umgebung €2, auf der eine holomorphe Funktion existiert, die auf U N mit f iiberein-
stimmt (d.h. f ist iiber keinen Randpunkt hinaus holomorph fortsetzbar).

Im Falle N = 1 ist jede offene Menge ein Holomorphiegebiet (siehe [18],Kap. 0.3), fiir
N > 1 ist dies nicht der Fall. Z.B. ist eine Menge der Gestalt {z € CV, r; < |z| < 7o} fiir
0 < r; < rg < oo kein Holomorphiegebiet, da jede darauf holomorphe Funktion auf die ganze
Kugel {z € CV, |z| < ry} holomorph fortgesetzt werden kann. Dies ist im wesentlichen der
Inhalt des Satzes von Hartogs; man siehe etwa [17], Th. 2.3.2.

Eine einfache Sorte von Holomorphiegebieten sind die Polyzylinder. Diese sind wie folgt de-
finiert: Ein Polyzylinder mit Multiradius r := (rq,...,7y) und Mittelpunkt a := (aq,...,an)
ist die Menge

P(a,r) :={z € CV, |z —as| < fiir 1 <i < N},
also das Produkt von N planaren Kreisscheiben.

Wir werden nun ein wichtiges Beispiel angeben, wo die Ubertragung lokaler Eigenschaften
gewisser Objekte auf globale i.a. nur auf Holomorphiegebieten moglich ist.

Dieses Beispiel ist ein Analogon zu 3.3 fiir holomorphe Funktionen. Leider ist die dortige
Aussage nicht mehr in voller Allgemeinheit moglich; das gewiinschte Ergebnis ist i.a. nur noch

auf Holomorphiegebieten zu erwarten. Wir zitieren folgende Synthese von Theorem 2.1.8 und
Corollary 2.1.9 aus [8].

3.15 Sei Q C CV ein Holomorphiegebiet, { XP, NP}, ein endlicher, dber Q analytisch parame-
trisierter Komplex von Banachrdumen (siehe 3.2). Dann sind dquivalent:

1. fiir alle z € Q existiert eine offene Umgebung U, C Q, so daf der Komplex {O(U,, X),n\'}p
exakt ist,
2. der Komplex {O(Q, X),n}, ist exakt.
3. {Xp,nP(2)} ist exakt fiir alle z € Q.
Dieser Satz sagt aus, dafl fiir Holomorphiegebiete punktweise, lokale und globale Exaktheit

analytisch parametrisierter Komplexe dquivalent sind. Man beachte, daf§ im Fall N = 1 die
Aussage fiir alle offenen Mengen € gilt, da diese immmer Holomorphiegebiete sind.

3.16 (Eigenschaft 3) Sei T € An(X). Man sagt, T hat die Eigenschaft (3), wenn fiir alle
Holomorphiegebiete U C CV der Komplex L (T, X) der Gestalt
OCO OLN71
0— AO[J,O(U,X)] — e AN[J,O(U,X)] —0
die Bedingung

0 fir 0<p<N-1

(T =
HP(Ly (T, X), ar) _{ separiert  fir p=N
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erfillt. Dabei tragen die Kohomologiegruppen von Ly, (T, X) die Quotiententopologie.
Hat der Komplex nur die Eigenschaft H?(Ly; (T, X),ar) = 0 fir 0 < p < N — 1 und alle
Holomorphiegebiete U, so besitzt T die eindeutige Fortsetzungseigenschaft.

Daf dies die richtige Verallgemeinerung der Eigenschaft (3) einer Verdnderlichen ist, wird
in 4.16 angesprochen. Tatséchlich erhalten wir fiir V = 1 die alte Definition zuriick (siehe Ein-
leitung). Man beachte dabei nur, da§ der Quotient eines (F)-Raumes nach einem Unterraum
genau dann wieder ein (F)-Raum ist, wenn der Unterraum abgeschlossen ist ([21], Satz 22.9).
Also ist die Separiertheit der letzten Kohomologiegruppe gleichbedeutend mit der Abgeschlos-
senheit des Bildes der Abbildung a¥ -1

Es sei noch kurz das genaue Aussehen der Abbildung O[¥ ~! angegeben. Da bei (N — 1)-Formen
immer nur ein Element aus o fehlt, schreibt man ein w aus AN, O(U, X)] in der Form

N
W:ijslA...A@A...AsN7
j=1

wobei das Dach auf s; ansagt, daf§ dieses Element nicht vorkommt. Anwenden von a¥ 1 liefert
nun

a?ilw:Z(—l)j_laijj S1A...ASN. (3.9)

N
Jj=1

Im Hinblick auf spétere Kapitel wollen wir noch eine Ausnahmemenge in der Definition von (3)
zulassen.

3.17 Definition Sei S C CV abgeschlossen. Wir sagen, T € An(X) habe die Eigenschaft (3)
modulo S, wenn (3.8) fiir alle Holomorphiegebiete U mit U NS = () erfillt ist.

Nicht jedes Operatortupel besitzt die Eigenschaft (3). Trotzdem ist die Bedingung (3.8) fiir
gewisse Holomorphiegebiete immer erfiillt.

3.18 Satz Sei T € An(X), Q Holomorphiegebiet mit o(T) C Q. Dann gilt (3.8).

>Beweis: Fiir N = 1 ist das eine einfache Folgerung aus dem Maximumprinzip, der Beweis
in mehreren Verdnderlichen ist aufwendiger; die Aussage wurde fiir den Fall 2 = Polyzylinder
schon von Frunza ([14]) bewiesen.

Zunéchst sei ein funktionentheoretisches Hilfsmittel zitiert. Es handelt sich dabei um eine vek-
torwertige Form des Heferschen Lemmas. Der Beweis beruht auf der Abénderung des skalaren
Beweises (etwa aus [18], Cor. 5.3.2) auf den X-wertigen Fall.

Hefers Lemma
Es sei Q0 ein Holomorphiegebiet in CN und f € O(Q, X) fiir einen Banachraum X. Dann
existieren Funktionen g; € O(2 x Q,X), 1 <j < N, so daf fir alle z,w € Q gilt

N

Flw) = f(2) = (w; — 2) gj(z,w).

Jj=1

Es bezeichne im folgenden O(o(T'), X) die auf einer Umgebung von o(T") holomorphen X-
wertigen Funktionen.
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Satz 1
Sei T € An(X). Dann hat das Cauchy-Weil-Integral

CW:0(e(T),X) — X
die Figenschaften
1. CW(1®z)=2mi)" z,
2. Bezeichnet w;f die Funktion w;f(2) := z; f(2) und T} f die Funktion (T} f)(z)
= T3f(2), 50 gilt CW (n;f) = Ty CW (f) = CW (T f).

Eine Moglichkeit, dies zu zeigen, besteht darin, direkt in die Definition des Cauchy-Weil-
Integrals zu gehen (wie dies beim Beweis des Taylor-Kalkiils der Fall ist). Hat man den Funk-
tionalkalkiil aber schon zur Hand, kann auch folgendermafen argumentiert werden: Nach [15],
chap.2, S.81, ist O(U)&,X = O(U, X). Da die Teilnechmer dieses Tensorprodukts metrische
Réume sind, ist jedes f € O(U, X) darstellbar als normkonvergente Reihe f = >"7 | fr @ zy,
wo fr, € O(U) und z; € X (siehe etwa [25], §3, Th.6.4). Dann ist z.B.

CW(T;f) = CW(D feo (Tm) @ Y ful)(Tjan)
= T(D_ fulM)we) = T; (D CW(fi @ ax)) = T; CW(f).
Dabei wurde in () die Stetigkeit von CW verwendet (daher die Vertauschung mit der Summe)

und die Definition des Taylorkalkiils einschliellich der Tatsache, dafl jedes T; mit f(T") kom-

mutiert.
Damit kann man beweisen (siehe auch [12]):
Satz 2

Sei Q C CN ein Holomorphiegebiet mit o(T) C Q, f € O(Q, X). Die N-Form fsiA...Asy €
AN(O(Q, X)) ist genau dann im Bild der Abbildung o) ', wenn CW (f) = 0 ist.

Beweis: Die Definition von a?‘l macht sofort deutlich, da3 fs; A... A sy genau dann im
Bild von a¥ ~! liegt, wenn es Funktionen hj € O(Q, X) gibt mit

flw) = Z(wj —Tj) hj(w) fir alle w € Q.

j=1
Sei CW (f) = 0. Das Hefersche Lemma in vektorwertiger Form liefert uns eine Darstellung

N
flw) = f(z) = Z('wj —2j) gi(z,w) fur alle z,w € Q.

j=1
Betrachten wir z als Variable, so ist nach Anwenden von CW (Satz 1)

N
@ri)N f(w) = (w; — Tj) CW(g;(.,w))  fiir alle w € Q.
j=1

Das Cauchy-Weil-Integral einer Funktion g € O(2; x g, X) beziiglich der Q;-Koordinate liegt
aber in O(Qy, X) (siche [28], Bemerkung nach Definition 3.5). Das beweist eine Richtung.
Die Umkehrung folgt direkt, da nach Satz 1 gilt

CW((mj —1Tj) g;] = (Tj — T;) CW(g;) = 0
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Die Situation ist nun klar. Da das Bild von a¥ ~! der Kern einer stetigen linearen Abbildung
ist, muf} es abgeschlossen sein.

Es fehlt nun noch die Exaktheit von L,(T, X) an den ersten N — 1 Stellen. Dies wurde, wie
schon erwihnt, von Frunza gezeigt (siehe auch [31], Theorem IV,2.5). Also gilt die Exaktheit
lokal und die globale Aussage kann aus 3.15 gewonnen werden. |

Eine direkte Folgerung aus 3.15 ergénzt die Aussage von Satz 3.18.

3.19 SeiT € An(X), U ein Holomorphiegebiet mit U No(T) = 0. Dann ist LY, (T, X) exakt
und damit gilt (3.8).

>Beweis: Nach Definition des Spektrums (3.5) ist fiir z € U der Komplex

04 N-1(,_
O*n/\o[cr,X]ﬁy(—>T)~~~7 CA T)AN[J,X] —0

exakt. Zudem héngt 4?(z — T') analytisch von z ab. Daher folgt mit 3.15 (komponentenweise
N

angewandt; man benutze AP0, O(U, X)] = O(U, X)( )) die Exaktheit von

FUT) AN
—

0 — A%, O(U, X)] =~ --- AN[o,O(U, X)] — 0

Beriicksichtigt man noch (3.5), so folgt 7% (7T") = o/ und damit die Behauptung. |

Die am Schlufl des Beweises gemachte Bemerkung wollen wir noch einmal fiir spatere Zwecke
fiir p = N — 1 gesondert erwéhnen:

3.20 EsseiT € An(X). Ist YN~z —=T) : AN"Yo, X] — AVN[o, X] surjektiv fiir alle z in
einer offenen Menge V', dann ist der in 3.9 definierte Operator vN=(T) schon gleich aqj\f*l.
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g4 S-zerlegbare Operatortupel

Spektrale Kapazitidten

Die folgende Ausfithrungen stammen im wesentlichen aus Kapitel IV von [31].

4.1 Definition Sei Q eine Teilmenge von CV . Eine Familie F abgeschlossener Teilmengen von
Q heifst Pseudoring auf €2, falls die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

1. 0,Q e F,
2. wenn Fy,Fy € F, dann Fy N Fy € F,

3. zu jedem F € F existiert eine Folge offener Mengen {G,}; in Q, so dafs éj e F fir
alle j und (;2, G; = F,

4. zu jedem F € F und 91 cQ oﬁcen mit F C Gy und G, € F existiert eine offene Menge
Gy in Q derart, daff Go € F, GoNF =0 und G1 UGy = Q.

Die fiir uns interessanten Beispiele von Pseudoringen sind:
o F={F CQ, F=F}=:Fq, die Familie aller Q-abgeschlossenen Mengen in , und
o F={FeFyq, FOSoder FNS =0} =: Fgq, fiir eine in 2 abgeschlossene Menge S.

Dabei setzen wir noch Fy := Fyenv und Fg := Fgen. Es ist Fyg = Fgq fir S = . Man
beachte auflerdem, daf fiir eine Folge {F}}; C Fg .o schon ﬂ;’;l Fj € Fgq ist.

Die Pseudoringe abgeschlossener Mengen sind die Definitionsbereiche der spektralen Kapa-
zitdten. Wir interessieren uns fiir den Fall F = Fg q. Es sei X ein Banachraum und S(X) die
Familie aller abgeschlossenen Unterrdume von X.

4.2 Definition Sei Q C CV, m € N. Eine Abbildung B : Fsq — S(X) heifit m-spektrale
Kapazitdt auf Fg.q, falls gilt:

1. B(0) = {0} und B(Q) = X,
2. esist B (m;’; ) Fj) = N2, B(Fy) fiir {F}}; C Fsq

3. zu jeder offenen Uberdeckung {Gk}k=1,....m von Q der Linge m, die entweder S C Gy,
oder G, NS = 0 erfiillt, existiert eine Zerlegung

X =B(G1)+ -+ B(Gn).
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§4 S-zerlegbare Operatortupel

Eine Uberdeckung der Gestalt wie in 3. nennen wir S-zulissig. Eine (2-offene Menge G heifit
entsprechend S-zuldssig, wenn S C G bzw. G NS = () ist.

Eine erste Folgerung aus dieser Definition ist:
Sind Fy, Fy € Fg,q mit Fy C Fb, so ist nach 2.

B(Fl) :B(FlﬂFz) ZB(Fl)ﬂB(FQ) CB(FQ). (41)
Unter zusétzlichen Voraussetzungen an B erhélt man eine wichtige Klasse von Operatoren.

4.3 Definition Sei Q@ C CV, m € N und T € Anx(X). Dann heifit T (m,S)-zerlegbar auf (2,
falls eine m-spektrale Kapazitit B auf Fg.q existiert mit folgenden Eigenschaften:

1. die Riume B(F) sind invariant unter T fir alle F € Fgq,
2. es gilt o(T,B(F)) C F fir alle F € Fsq.

Ist T (m, S)-zerlegbar auf Q fiir alle m € N, so nennt man T S-zerlegbar auf .

Insbesondere heifit T S-zerlegbar, falls = CV und zerlegbar, falls Q@ = C¥ und S = () (und
damit Fg = Fy) ist. Ist ein Tupel T' (m, S)-zerlegbar auf €2, so muf nach dieser Definition schon
o(T) C Q sein.

Jedes Operatortupel T ist o(T)-zerlegbar, denn eine zugehérige spektrale Kapazitit ist etwa
B(F) := X fiir alle F' mit o(T") C F und {0} sonst.

Die Theorie der zerlegbaren Operatoren wird fiir den Fall eines Operators in [11] begonnen
und in [4] fortgefiihrt. Der Ubergang auf Operatortupel wird erstmals in [14] durchgefiihrt (eine
englische Ubersetzung findet man in [12] und [13]).

Wir werden im néchsten Abschnitt einige Resultate aus der Theorie der zerlegbaren Ope-
ratortupel auf die S-zerlegbaren iibertragen. Dies wurde teilweise schon in Kapitel IV von [31]
in einem allgemeinen Rahmen gemacht. Es mufl aber beachtet werden, dafl unsere Definition
der S-Zerlegbarkeit nicht in das dortige Schema der allgemeinen Zerlegbarkeitsdefinition (Kap.
IV,1) paBt, da die S-zulissigen Uberdeckungen anders definiert sind. Trotzdem sind die Bewei-
se der uns interessierenden Aussagen ohne Schwierigkeiten tibertragbar und wir werden diese
Ergebnisse nur zitieren.

Die Ausnahmemenge S sei dabei in Zukunft immer eine Teilmenge des Spektrums des betrach-
teten Operatortupels.

Bevor wir dies in Angriff nehmen, wollen wir noch ein fiir spitere Zwecke wichtiges Ergebnis
zitieren.

Dazu sei T € L(X) ein einzelner Operator (kein Tupel!) und Y ein abgeschlossener Unter-
raum von X, der unter 7" invariant ist. Dann bezeichne T(X/Y) den induzierten Operator

TXY) . X)Y — X)Y,  [z] — [T2]. (4.2)
Wohldefiniertheit, Linearitéit und Stetigkeit dieses induzierten Operators sind bekannt. Ist T' =
(T1,...,Ty) € An(X) und Y abgeschlossen und invariant unter 7', dann soll T(X/Y) natiirlich
das Tupel (Tl(X/Y), - ,TI(\,X/Y)) bezeichnen, welches in Ay (X/Y) liegt.
4.4 ([31],Beweis von Th. IV.1.9) Sei T € An(X) (2,5)-zerlegbar iber Q mit spektraler Kapa-

zitit B. Sei {G1,Ga} eine offene, S-zuldssige Uberdeckung von Q. Dann gilt J(T(X/B(él))) C
Gs.

4.5 Sei T € Ay(X) ein (2,5)-zerlegbares Operatortupel. Dann gilt fir F € Fs mit F NS = 0
oder S C F:
o (TE/BENY ¢\ F.
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> Beweis: Sei H eine offene Menge, so dafl {H, F} eine S-zulissige Uberdeckung von CY ist.
Dann ist nach 4.4 o(TX/BU)) ¢ H. Wihle also eine Folge {H,}; von offenen Mengen, so dafl
jedes H; die Eigenschaften von H hat und ﬂj’;l Hj; =CN\ F (siche Definition 4.1,3). Dann ist

o (TCX/BEN) € (12 H; = CV \ F. .

Erste Resultate fiir S-zerlegbare Tupel

Das erste Ergebnis betrifft die Eindeutigkeit spektraler Kapazititen.

4.6 Sei T € An(X) (m,S)-zerlegbar dber Q, m > 2. Dann hat dieses System genau eine
spektrale Kapazitit.

Die Aussage ist fiir m = 1 falsch. Im {ibrigen ist jeder Operator (1, S)-zerlegbar.

Korollar: Sei B die in der Situation von 4.6 eindeutig bestimmte spektrale Kapazitit von T.
Dann haben die Riume B(F) die FEigenschaft:

Ist Z € S(X) invariant unter T und erfillt die Bedingung o(T,Z) C o(T,B(F)), dann ist schon
Z C B(F).

Unterrdume, die diese Eigenschaft besitzen nennt man auch spektralmazimal.
Eine weitere Folgerung aus 4.6 stellt einen ersten Zusammenhang zwischen der spektralen Ka-
pazitdt von T und dem Spektrum o(7") her.

4.7 Unter den Voraussetzungen von 4.6 sei F € Fgq mit FNo(T) = 0. Dann ist B(F) = {0}.

Der nun einzufithrende Begriff des lokalen Spektrums eines Elementes © € X wird eine Darstel-
lung der Mengen B(F') erméglichen.

4.8 Definition Sei T € An(X) ein (m,S)-zerlegbares Tupel iber Q mit spektraler Kapazitit
B, m>2. Sei F := Fgq. Dann heifit die Menge

orr(z) = |{F€F, xecB(F)}
lokales Spektrum wvon x bez. T und F.
Es ist immer oz 7 (z) € F.

4.9 Lemma Sei Q C CV kompakt, F := Fsq. Ist T € An(X) ein (m,S)-zerlegbares Tupel
mit spektraler Kapazitit B, dann gilt fir alle H € F die Gleichheit

B(H) = {$ € X, 0']:$T(£L‘) C H}

>Beweis: Die Beziehung C ist offensichtlich. Fiir die Umkehrung betrachte man ein z € B(H)
beliebig und eine Q-offene Menge G mit o r(x) C G. Die Definition von oz r(x) liefert

O\G | J{Q\F 2 €B(F)}
und die Kompaktheit von Q\ G

Q\Gc | J{Q\F zeB(F)}.

endl.

Das heif3t aber
K:= ({F,z€B(F)}CG.
endl.
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Wir haben also eine kompakte Menge K € F gefunden mit
orr(x) C K CGund z € B(K).

Wegen Definition 4.1,3 kénnen wir eine Folge {G}; offener Mengen in (2 finden mit G, eF
und (G; = oz r(x). Dazu existiert - wie gerade gezeigt - eine Folge {K;}; C F mit o r(x) C
K; C Gj, und daher

0']:’T(£L‘) = ﬂ Kj.
j=1

Da aber auch z € B(K) fiir alle j, folgt

ve () BK) *22 Blorr(x) € B). -

4.10 Zuweilen betrachtet man noch zwei andere Formen von lokalen Spektren, das sog. ana-
lytische lokale Spektrum

wr(z) :=CN\ {z € CV, es exist. Umgebung U von z und
N

V1,8 €EOU, X)) mit l@x = ZCMTjQOj auf U}
j=1

und das sog. glatte lokale Spektrum

yr(z) :=CN \ {z € CV, es exist. Umgebung U von z und
Y€ AN"Houdz,C®(U, X)] mit sz :=281 A...Asy = (ar @)V "1y}

Folgende Beziehung wird fiir den Beweis des Tragersatzes 5.7 wichtig sein.

4.11 Proposition Sei Q kompakt in CV, F := Fgq. Fir ein (2,S)-zerlegbares Tupel T iiber
Q gilt:

(i) Falls S C o7 (), dann ist oF 7(x) = wp(z) U S.
(it) Falls SNogr(x) =0, dann ist oz r(z) = wr(x).
>Beweis: wp(z) C orr(x): Ist A ¢ o(T,B(orr(z))), dann ist nach 3.19 und 3.20 die

Abbildung

01 Ao, O(U, Blor r(2)))] — AV [0, O(U, Blor o(x))
surjektiv fiir einen Polyzylinder U 3 A. Da aber « € B(oz,r(z)) (Lemma 4.9), folgt die Existenz
von Funktionen ¢1,...,on € O(U, X) mit z = Z;\;l ar,p; auf U (siehe (3.9)). Also wr(x) C
o(T,B(cr r(x))). Aber nach Definition der spektralen Kapazitét ist schon o (T, B(or r(x))) C
orr(x), und das ist die Behauptung.

Es sei A € Q\ (wr(x)US). Dann existiert eine Umgebung U von A mit U N (wr(z)US) =0
(und damit int (U N Q) # @) und Funktionen ¢1,...,oxn € O(U, X) mit

N
Z(Zj —T;)pj(z) =a firalle z € U. (4.3)

j=1
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Wir wihlen dazu zwei offene Menger}. G1,Go in Q mit Gy CC U sowie G1 U Gy = Q. Dies ist
offensichtlich eine S-zuléssige offene Uberdeckung von 2 und wegen 4.4 erhalten wir

H(TXIB@) € Gy U (4.4)
Wir wollen zeigen, dafl das Bild von « unter der kanonischen Abbildung
0: X — X/B(Gy), 0(x):=x+ B(Gy)

schon gleich Null ist.
Wenden wir in (4.3) auf beiden Seiten die Abbildung 6 an, erhalten wir

N
Z T(X/B Gl))) g(spj (z)) fir alle z.

Dabei ist zu beachten, daf die Funktionen z — 6(¢;(2)) wieder holomorph sind, da 6 linear und

stetig ist. Nun folgt nach Anwendung des Cauchy-Weil-Integrals beziiglich TX/B(G1) und der
Variablen z unter der Beriicksichtigung von Satz 2 aus dem Beweis von Satz 3.18 (man beachte
dazu auch (4.4))

0=CW(A®0x))=0(x).

Das bedeutet x € B(G;). Diese Uberlegung koénnen wir fiir jeden Punkt A € Q\ {wr(z) U S}
anstellen und die Konstruktion von G zeigt, dal man so eine Folge {G}; von offenen Mengen
finden kann, so da = € B(G;) fiir alle j und e Gj =wr(r)US. Dann ist z € B(wr(z)US).
Mit Lemma 4.9 folgt o7 r(z) C wr(z)US. Unter Berticksichtigung der beiden Fille (i) und (ii)
folgt dann die Behauptung. |

In [5] hat Eschmeier gezeigt, dafl fir T € An(X) die Beziehung vr(z) = wr(z) gilt. Lemma
4.9 zusammen mit der vorigen Proposition liefert daher

4.12 Korollar Ist T € An(X) ein (2,5)-zerlegbares Tupel iber einer kompakten Menge, dann
gilt fiir die spektrale Kapazitit

B(F) = {xe€X,yr(z) CF} falls S CF,
B(F) Cc {zeX, yr(z)CF} falls SNF =0.

Da fiir SN F = @ nur die Beziechung C gegeben ist, kann man mit 4.12 i.a. nicht entscheiden,
ob ein Element # € X in einem Spektralraum B(F') liegt, dazu wire die umgekehrte Relation
notig.

Bei genauer Inspektion des Beweises von 4.11 sieht man, daf} ein wesentliches Problem darin
liegt, daB lokale Losungen von 2 sy A...Asy = (ar @ 9)N 14 nicht auf einer Umgebung von S
zusammengesetzt werden konnen. Daher liegt der Gedanke nahe, direkt mit globalen Losungen
dieser Gleichung zu arbeiten. Dies werden wir in Paragraph 6 tun, wo weitere Hilfsmittel zur
Verfiigung stehen.

Daf} alle lokalen Spektren schon im Taylorspektrum von 7' enthalten sind, entnimmt man
man folgendem Ergebnis, das den Zusammenhang zwischen spektraler Kapazitdat und Spektrum
vollends aufklért.

4.13 Lemma Sei T € An(X) ein S-zerlegbares Operatortupel mit spektraler Kapazitit B. Dann
gilt B(o(T)) = X.
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§4 S-zerlegbare Operatortupel

>Beweis: Seien G, H offen mit G D o(T), HNo(T) = und GU H = CV (Definition 4.1,4).
Dann ist

X =B(G) + BH) ¥ B(G). (4.5)

Wegen Def. 4.1,3 kénnen wir eine Folge {G; }; offener Mengen mit G; € Fg und o(T) = h G,
wihlen, so daf} alle G; die Eigenschaft von obigem G haben. Zusammen mit (4.5) liefert das

X = () B(G;) = B(o(T)) m

e

1

J

Damit kann man o(7T) als Tréger der spektralen Kapazitit ansehen:
Einerseits kann man sich bei S-zerlegbaren Tupeln auf €2 auf das Spektrum zuriickziehen, da
fir F € Fgq schon B(F) = B(F)NB(o(T)) = B(F No(T)) gilt. Andererseits kann man eine
Fs,0(r)-spektrale Kapazitdt B vermoge B*(F') := B(F No(T)) auf Fsq fortsetzen. Also ist ein
Tupel T' € An(X) genau dann S-zerlegbar auf 2, wenn es Fg ,(1)-zerlegbar ist.

Daraus folgt nun insbesondere

4.14 Korollar Lemma 4.9, Proposition 4.11 und Korollar 4.12 gelten auch fiir S-zerlegbare
Tupel.

Nun wollen wir noch das Verhalten S-zerlegbarer Tupel unter dem analytischen Funktional-
kalkiil studieren.

4.15 Satz Sei T ein (m, S)-zerlegbares Tupel mit spektraler Kapazitit B, U O o(T) offen und
f=01,-, fm) €OWU)™. Dannist f(T) := (f1(T),..., fm(T)) schon (m, f(S))-zerlegbar.

>Beweis: Zuerst bemerken wir, daf wegen 3.12 schon (f1(S),..., fm(S)) = f(S) C o(f(T))
ist. Wir setzen

BY(F):=B(f{(F)no(T)),  fiir F € Frgy

und zeigen, daf dies eine (m, f(.5))-spektrale Kapazitit von f(T) ist.

1. Zuerst iiberzeugt man sich schnell davon, da f~*(F) N o(T) wieder in Fg ,(r) ist fiir
Fe fm

2. B*(0) = B(0) = {0}: X = B(o(T)) = B(o(T) N f~1(CY)) = B*(CY).

3. Sei {Ux,...,Up} eine f(S)-zuléssige offene Uberd"eckung von CV. Dann ist
{f~YU1),...,f~Y(Uy)} eine S-zuliissige offene Uberdeckung von o(T). Das bedeutet,
dafl

m

Y B (U) =) B (U)na()c )y BILUi)Na(T)) =X
=1 i=1

i=1

denn {int (f~1(U;) N o(T))} ist eine S-zulissige Uberdeckung von o(T).

4. Nach Definition ist B*(F') invariant unter dem Tupel T. Nach der Folgerung in 3.11 ist
B*(F) damit auch invariant unter f(7T") (beachte, da o(T, B(f~(F))) C o(T)).

5. BEsist o(f(T),B*(F)) = f(o(T,B*(F )) wegen 3.12
= fo(T.B(f~1(F))
c FUTF)CE
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S-Zerlegbarkeit und Eigenschaft (3)

Damit ist B* als (m, f(S))-spektrale Kapazitét von f(T') erkannt. [ |

S-Zerlegbarkeit und Eigenschaft (3)

4.16 Schon in der Einleitung wurde der Zusammenhang von Zerlegbarkeit und Eigenschaft
(08) fiir einen einzelnen Operator angesprochen. Albrecht und Eschmeier zeigten in [2], dafl ein
einzelner Operator auf einem Banachraum genau dann die Eigenschaft (8) hat, wenn er Re-
striktion eines zerlegbaren Operators ist (also subzerlegbar). In [14] hat Frunza bewiesen, daf
zerlegbare Operatortupel (im Sinne der Definition 4.3) schon die Eigenschaft (3) nach Definiti-
on 3.16 besitzen. Das rechtfertigt auch die Bezeichnung in 3.16. Um auch hier eine Umkehrung
formulieren zu kénnen, muf} zuerst ein geeigneter Ersatz fiir die Subzerlegbarkeit gefunden wer-
den. Dies fithrt zum Begriff der endlichen zerlegbaren Auflosung eines Tupels. Diese Theorie
wurde von Eschmeier und Putinar entwickelt und findet sich in [8], Kap.6.

Wir wollen nun auch eine Beziehung herstellen zwischen der S-Zerlegbarkeit eines Opera-
tortupels 7' und der Eigenschaft () modulo S (siehe 3.17). Genauer werden wir zeigen:

4.17 Satz FEin (2, S)-zerlegbares Operatortupel T € An(X) besitzt die Eigenschaft (8) modulo
S.

Nach 3.16 und 3.17 sind zwei Dinge zu zeigen:

1. Das Verschwinden der ersten N — 1 Kohomologiegruppen von L}, (T, X) fiir alle Holomor-
phiegebiete U mit U NS = 0.

2. Die Abgeschlossenheit von Bild o ~* in AN [0, O(U, X)], U wie oben.

Zum ersten Punkt: Vasilescu hat in [31], Theorem IV,2.5 gezeigt, dafl fiir (n,S)-zerlegbare
Operatortupel die Kohomologiegruppen von L7, bis zum Grade N — 1 verschwinden fiir alle
Polyzylinder mit Abschlufl aufierhalb von S. Also haben wir lokale Exaktheit von L, (T, X)) bis
zur Stufe N — 1 auflerhalb von S und mit 3.15 folgt die erste Bedingung aus (3.8).

Widmen wir uns nun dem zweiten Punkt. Das folgende Resultat wird dabei entscheidend
sein (man beachte die Interpretation von AP[o, O(U, X)] als Raum von Funktionen auf U). Die
Beweise dieses und des n#chsten Satzes beruhen auf denen von Proposition 2 und Theorem 1
aus [12].

4.18 Satz Es sei T € An(X) ein (2,S5)-zerlegbares Tupel mit spektraler Kapazitit B und
U ein Holomorphiegebiet mit U NS = 0. Sei {¢x}r eine Folge in AN~1o, O(U, X)]| mit
aqj\f—l VYr — 0 in AN[o,O(U, X)]. Dann existiert zu jedem Holomorphiegebiet D mit D C U
eine Folge {px}r in AN "o, O(D, X)] mit af ' ¢ = o} "t 4y auf D und ¢), — 0.

>Beweis: Fiir den Verlauf des Beweises ist es wichtig, den Definitionsbereich der Formen, auf
denen al™! lebt, zu kennzeichnen. Wir setzen daher ay := ol ! auf AN=1o, O(V, X)] fiir
offenes V. Wird die Abbildung « im Bezug auf einen anderen Operator S auf einem AP-Raum
verwendet, so schreiben wir o/ (V). Desweiteren unterdriicken wir die Angabe von o in den
AP-Rédumen

1.Schritt
Wir betrachten zwei offene Mengen D7 und Ds mit

DccDy,ccD,ccU
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§4 S-zerlegbare Operatortupel

Dann ist {D1, (CV \ D3)°} eine S-zulissige Uberdeckung von CV und wir erhalten
X =B(Dy) + B(CY \ Dy) =: X; + X».
Diese Zerlegung von X liefert eine exakte Sequenz
0—X1NX, - X18Xy — X —0

mit u(x) := & (—x) und v(x,y) := x + y. Nach 3.15 hat das die Exaktheit von

0— OU,X1NXy) 250U, X8 Xy) 25 OU,X) —0 (4.6)
zur Folge (dabei setze man n(A) := u bzw. v fiir alle A € U). Beachtet man noch O(U, X1 $X3) &
OU, X;1) ® O(U, X3), dann erhélt man mit AP[O(U, X)] = (’)(U,X)(sz) unter ‘komponenten-
weiser’ Beriicksichtigung von (4.6) die exakte Sequenz

0 — ANTHOW, X1 N X,)] 5 ANTHO®WU, X1)] @ AV HO(U, Xo)] 25
2 ANTO(U, X)) — 0.

Daher existieren Folgen {wlil)}k € AN-LO(U, X1)] und {¢,22)}k € AN-LO(U, X3)] mit ¢,(€1) +
(2 — 4y, fiir alle k € N,

2.Schritt
Betrachten wir zwei zusétzliche offnen Mengen D) und D) mit

D C DycC Dyund Dy € Dy cC U.

Dann ist (D7 \ D) NS = . Daher kénnen wir bilden

Y = X/B(D] \ Db),
und nach 4.5 ist (7)) c CV \ (D} \ D)° = Dy U (CN \ D}).

Damit sind die Voraussetzungen von 3.13 erfiillt und wir erhalten zwei stetige Projektionen
p und ¢ auf Y mit
o(TY) pY)yc D, wnd o(TY),qY)c CV\ D}

Bezeichnet [--] die Aquivalenzklassenbildung X — Y, so kénnen wir zeigen:

x € Xy = plx] =0. (4.7)
Dazu beachten wir zunichst, da (T, X5) € C¥\ Dy und o(T™),pY') C D}. Da aber D} C Dy

ist, findet man offene Mengen Vi, Vo mit (T, X3) C Vi und o(T™), pY) € Vo und Vi NV, = 0.
Auf V7 UV, definieren wir eine Funktion A vermoge

h(z):{ 1 fir zeW;

0 fir ze Vs
Damit ist h € O(o(T, X2)Ua (T, pY')) und die Anwendung des analytischen Funktionalkalkiils
(3.10) liefert

MT|X5) =idx, und A(TY)|pY) = 0.
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S-Zerlegbarkeit und Eigenschaft (3)

Betrachte die Abbildung A :=po[+]. Firz € Xo und 1 <4¢ < N ist

(Ao (T3|X2))x = ATz = pl[lLix]
= pT([a])

= 1 (pla])
= (T ]y o A)a.

K2

—~
Z

((*) gilt, da pY invariant unter 7(Y) ist.) Mit 3.11 kénnen wir folgern
Alx, = Alx, o h(T|X2) = H(T™)|pY) 0 Alx, =0,

und das ist (4.7).
Analog zeigt man: ist x € X1, so ¢[z] = 0.

Dies hat zur Folge, daf} fiir x = x1 + x2 mit z1 € X1,z € X5 gilt:
plz] = [z1] und ¢ [2] = [22]. (4.8)

3.Schritt:
Wir miissen nun noch einige Bezeichnungen einfiihren:
Fiir eine p-Form & = " z;, 5i, Ao N sy, € AP[X] setzen wir

cip

[ﬂ = Z [mil,.,,ﬂ‘p} Siy N N s, € AP[Y]_

Sei V' ein Holomorphiegebiet. Die Interpretation von w € AP[O(V, X)] als holomorphe Abbil-
dung auf V' mit Werten in AP[X] 148t uns dann eine Abbildung

wl: vV — AP[Y], [w](2) = [w(2)]

definieren, und da [--] stetiger linearer Operator ist, ist [w] € O(V, AP[Y]) = AP[O(V,Y)]. Nun
ist aber jedes Element in AP[O(V,Y")] als [w] wie oben darstellbar, denn die Exaktheit von

hat nach 3.15 die Surjektivitit von
[]« : AP[O(V, X)] — AP[O(V,Y)] (4.9)

zur Folge und man iiberzeugt sich leicht davon, daf [-+]«(w) = [w] ist.
Damit definieren wir die Abbildung

[av] : ANTHOWV,Y)] — AN[O(V,Y)]
(lav]lwh(z) = [(avw)(z)]

Man beachte, daf unter [ay] der Raum AN~O(V,pY)] nach AN[O(V,pY)] abgebildet wird
(analog fiir q).

Schliefllich soll fiir w = >~ f 55, A... A5y, € AP[O(V, X)] der Ausdruck p [w(z)] als > p[f(2)] i, A
... N8y, € AP[Y] verstanden werden.

Die Aussage ayvr — 0 bedeutet nun, daf fiir alle relativkompakten Mengen V' in U schon

sup |layyr(z)]| = 0  bei k — oo
zeV
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§4 S-zerlegbare Operatortupel

gilt. Nun ist (zur Definition der Norm siehe (3.1))

sup |lavvr(2)]] > sup ||lavvr(2)]||  (Def. Quotiententop.)

zeV zeV
1
— sup [lp law b (2)]]
Pl Zev
(4.8) 1 1
= sup |[avvt” ()] = — sup [[Jav][](2)]
Pl v Pl 2ev

Der letzte Ausdruck macht Sinn, denn wegen (4.8) ist | ,gl)(z)] = p[Yr(2)] € pY fiir alle z € U,

und da p und [--] stetige Operatoren sind, ist schon [ 121)] € AN~HO(U,pY)]. Aus der obigen
Ungleichungskette erhalten wir also

o)) =0 in AN[O(U, pY)), (4.10)

Ein analoges Ergebnis erhélt man fiir z/J,(f) und g statt p.

4.Schritt
Damit konstruieren wir jetzt (N — 1)-Formen X,(cl) und X;(f)» die unter der Abbildung [ap] das-
selbe Bild haben wie | ,il)] bzw. [w,(f)] und zudem noch x,(;) — 0,4 = 1,2 erfiillen.

Zunichst sei bemerkt, dafl ap|(AN[O(U, X)]|p) und ay als Abbildungen auf D iiberein-
stimmen, d.h. (ap(f|p))(z) = (av(f))(2) fir f € AN"HO(U, X)] und z € D und das liefert
unter Beriicksichtigung von (4.10) [aD][wl(:)] — 0.

a) Nun folgt aus der Konstruktion von ¢, da o(T(),qY) c CV \ D}, und da D C D}, ist
D C p(T™Y), qY). Setzt man S := T(")|qY, dann ist nach der Definition des Taylorspektrums
(Def. 3.5) fiir alle z € D der Komplex

0(,_ N-1(,_
0 — A%qY] TSV T S ANy o

exakt.
Offensichtlich hingt der Operator v?(z — S) analytisch von z ab. Das ruft aber wieder 3.15 auf
den Plan und wir erhalten die Exaktheit von
0 N-—1

0 _ O(D,AO[(IY}) '7*_(5;) L ’Y;«_(}S)
(zur Erinnerung: (v%(5)(f))(2) :=~vP(z — S) f(?)).
Nach 3.20 ist aber /N ~1(S) = af ~'(D), und wegen (v7(z — 9))([z]) = [y*(z — T) x] ist letztere
Abbildung schon gleich [ap]. Also haben wir die Surjektivitit von

O(D,AN[qY]) — 0

[ap] : ANTHO(D, qY)] — AN[O(D, qY)].

Da aber [ap][ ,(62)] — 0 (s.0.) existiert nach Korollar 1.19 eine Folge {X,(f)}k c
AN=YO(D, q¢Y)] mit [aD][w,(f)] = [ap] X;(f) und x,(f) — 0 bei k — oo.

b) Um eine entsprechende Folge {X,(Cl)}k zu erhalten, beachten wir, da o(T™Y),pY) € D, C U,
und daher hat nach Satz 3.18 die Abbildung

[av] : AN HOU, pY)] — AN[O(U, pY)]
abgeschlossenes Bild (wie in a)). Diese Abbildung ist damit surjektiv auf einen (F)-Raum und
(1)
k]

wieder sichert das zusammen mit [ay]| — 0 nach Korollar 1.19 die Existenz einer Folge
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(i b € ANTHOW, pY )] mit o] x; = [av] ;] und i — 0 bei k — oo

Wir setzen Xy := X;1)|D + X;(f) € AN~1[O(D,Y)] und haben damit auf D:

lap][¥r] = [ep] Xk und X — 0.

Das sieht unserem Ziel schon sehr dhnlich, nur bewegen wir uns noch auf dem Raum Y.

5.Schritt

Um zu X zuriickzukommen, betrachten wir noch einmal (4.9) mit V = D. Aufgrund der
Surjektivitit und der Tatsache xx — 0 existiert wieder eine Folge {x1}r C AVN~1[O(D, X)]
mit

[Xe] =Xk und xx—0.

Wegen der Voraussetzung an {ty}; und xx — 0 haben wir dann
ap (Yrlp —xkx) — 0 bei k — oo. (4.11)

(Aus aytyr, — 0 folgt ap(v¥r|p) — 0.) Weiterhin ist

lap (Y — xx)] = [ap][ve — xk] = [ap] (k] — [xx])
= [ap] (W] + 7)) — [an] () +x7)
= [ap] ("] = X)) + lap] (W] — %)

=0

nach Konstruktion. o
Das heifit nun aber (ap (¢¥x — xx))(2) € B(D7 \ Dj) fiir alle z € D und daher

ap Yk —xx) € ANTHO(D, B(Dy \ Dy))]. (4.12)

Die (2, S)-Zerlegbarkeit von T hat unter anderem zur Folge, daf o(T, B(D}\ D})) C D;\ D}
ist. Da aber D N (D4 \ D) = 0, ist nach 3.19 die Abbildung

0Nt ) (D) - ANHO(D, BDT\ DY) — AV[O(D, B(DY\ DY)

surjektiv. o
Also existiert wegen (4.11) und (4.12) eine Folge {nx}x C AN=1[O(D, B(D} \ D}))] mit

aglgsz,l\Dé)(D)(nk) =ap (Yr—xx) und nr— 0.
Wenn wir setzen ¢y = xx +n € AN "HO(D, X)], dann ist

appr =ap P =ay Yy auf D und ¢ — 0.

Das beendet den Beweis. [ |

4.19 Satz Es sei T € An(X) ein (2,5)-zerlegbares Tupel. Dann hat der Operator
a1t ANTHOWU, X)) — AN[O(U, X))
abgeschlossenes Bild fiir alle Holomorphiegebiete U mit U NS = ().
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>Beweis: Wir benutzen die Bezeichnungen aus dem vorigen Beweis.

1.Schritt:
Zunéchst formulieren wir unser Ziel um. Da ay stetig ist, ist ker ay abgeschlossen. Damit ist

Z = AN"HO(U, X)] /ker ap

mit der Quotiententopologie wieder ein (F)-Raum.
Daraus erhélt man einen topologischen Monomorphismus

v Z — ANOU,X)]

ar(w) = apw

AuBlerdem ist Bild oy = Bild é&y. Bemiihen wir an dieser Stelle wieder Lemma 1.10, so kénnen
wir sagen:

Bild ay ist genau dann abgeschlossen, wenn fir jede Folge {[¢k]|}r in Z mit aylg] — 0 schon
W] — 0 gilt.

2.Schritt:
Sei {¢p}r € ANTLO(U, X)) mit 4y [¢x] — 0. Die Aussage [¢)x] — 0 heifit (Erinnerung: die
Topologie auf O(U, X) wird durch das Halbnormensystem py (f) := sup,cy ||f(2)||, V CC U
gegeben)

inf{Slel‘I; [¥(2) + 9(2)|, g € ker ap} — 0

fiir alle relativkompakten Polyzylinder V' C U (man iiberzeugt sich schnell davon, dafi dies
schon gleichbedeutend dazu ist, dafl man fiir V' alle relativkompakten Mengen aus U einsetzt).
Sei daher V eine solche Menge und D ein anderer Polyzylinder mit V. CC D CC U.
Nun impliziert & [¢x] = ap, — 0nach Satz 4.18 die Existenz einer Folge {3}, € AN ~HO(D, X)]
mit

ayr = apyr = apey auf D und ¢ — 0. (4.13)

Wegen D NS = () folgt mit 3.19 die Exaktheit von

AN-2(0(D, X)] "I ANTO(D, X)] 22 AN [O(D, X))

Aus ap(Wilp — ¢r) = 0 folgt dann die Existenz einer Folge {xx}r C AN—Q[O(D7X)] mit
a¥_2 Xt = Yr|p — @y fir alle k.

Wir erinnern an die Moglichkeit, yy, als holomorphe Abbildung auf D mit Werten in AN ~2[X]
anzusehen. Daher konnen wir die Potenzreihenentwicklung von x betrachten und schreiben

xe = x +x,

wobei X,(cl) eine Partialsumme der Reihenentwicklung ist und X,(f) das zugehorige Restglied,
welches auf allen kompakten Teilmengen von D gleichmiiflig gegen 0 konvergiert ([23], Th.1.17
+ 1.18).

Die Gleichung a¥72 Xk = Yr|p — i schreibt sich dann als

N-2

Uilp — a2 x M

— 2
=<Pk+04¥ 2X;(€)~

(1)

Aber x,  ist als Polynom sogar auf U definiert und somit ist schon ay X,(:) e AN7HO(U, X)).

Aus (4.13) und dem Verhalten von X;f) folgt die gleichméfBige Konvergenz von ¢y, + 04¥ -2 ng)
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gegen 0 auf V' und damit die von ¢|p — a]}’d X,(:). Man hat daher
inf{sup [V(2) + g(2)ll, 9 € ker av} < sup [[9(2) — oy~ i (2)]] = 0.
z€ ze

Da V beliebig war, heifit dies [¢x] — 0 in Z. [ |

Damit ist auch Satz 4.17 bewiesen. Eine offene Frage hierbei ist aber, ob es, wie im eindimensio-
nalen Fall, moglich ist, die Aussage auch fiir alle Holomorphiegebiete U mit S C U zu beweisen
(siehe [2], Lemma 1).

Noch eine kurze Bemerkung zum Begriff Zerlegbarkeit: Fiir einen einzelnen Operator wurde in
der Einleitung schon die Definition der Zerlegbarkeit gegeben. Man kann nun auch bei Tupeln
von Operatoren einen Zerlegbarkeitsbegriff analog zu diesem definieren. Im Falle N = 1 fillt
die Definition aus 4.3 mit der aus der Einleitung zusammen (und das rechtfertigt auch die
Gleichbenennung). Fiir N > 1 sind die Zusammenhénge komplizierter (siehe auch den Beitrag
von Eschmeier in [16]).
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85 S-Funktionalkalkiile

Wir haben schon im ersten Paragraphen die Klasse der skalaren Operatoren erwéhnt. Die-
se wollen wir nun in dreierlei Hinsicht erweitern. Zunéchst werden wir den Definitionsbereich
des Funktionalkalkiils (dort Spektraldistribution genannt) von C*°(C) auf allgemeinere Funk-
tionenalgebren ausdehnen. Zum zweiten werden wir in mehreren Dimensionen arbeiten (also
Operatortupel), und schliellich sei wieder eine Ausnahmemenge in noch zu besprechender Wei-
se zugelassen.

Eine die ersten beiden Erweiterungen betreffende Theorie wurde schon von Albrecht in [1]
aufgestellt. Der wesentliche Punkt bei den verwendeten Funktionenalgebren ist dabei die Exi-
stenz einer Zerlegung der Eins. Die zusétzliche Annahme einer Ausnahmemenge wird sich nur
an dieser Stelle wiederspiegeln. Es treten dabei (natiirlich beabsichtigte) Ahnlichkeiten mit der
Definition der S-Zerlegbarkeit auf. )

An dieser Stelle ist der Begriff der S-zulissigen Uberdeckung einer Menge Q C CV wichtig.
Eine offene Uberdeckung {G1,...,G,,} von Q heifBt §—zuldssig, wenn entweder S C G; oder
SNG; = ) ist fir 1 < j < m (oder im nichtausschliefllichen Sinne). Man beachte den Un-
terschied zur S-Zuldssigkeit einer offenen Uberdeckung (4.2); jede S-zulidssige Uberdeckung ist
eine S-zuléssige.

5.1 Definition Sei Q eine abgeschlossene Teilmenge des CV und S eine abgeschlossene Teil-
menge von Q. FEine Algebra 2 von auf Q definierten komplexwertigen Funktionen heifit S-
normal, wenn zu jeder offenen §—zuldssigen Uberdeckung {G1,...,Gm} von Q Funktionen
S,y fm € AU existieren mit supp f; C Gj fir alle j und Z;"Zl fi =1 auf Q (das heifit
insbesondere 1 € ).

5.2 Definition Fine S-normale Algebra 2 heifit S-zuldssig, wenn A die Projektionen m; auf
die Koordinatenebenen enthdilt und wenn zu jedem f € A und w ¢ suppf Funktionen
g1,--.,9n € A existieren mit

D (wj—z)gi(x) = f(z)  auf Q. (5.1)

N
j=1

Hier ein erstes Beispiel fiir eine S-normale Algebra.

Setze @ =CY und S =B, :={z € CV, |2]2 = Zi\;l |z;]> < 7?}. Dann ist
0

0%

eine S-normale Algebra. Sie ist, wie wir spéiter sehen, sogar S-zuléssig.

An diesem Beispiel ist schon gut die Einschrankung fiir die Existenz von Zerlegungen der
Eins zu erkennen, die durch die Forderung der Holomorphie auf B, zustande kommt.

2A:={f ecch) f=0auf B,.}
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5.3 Definition Sei 2 eine S-zulissige Algebra auf Q@ C CV, X ein Banachraum. Ein Ope-
ratortupel T = (Ty,...,Ty) € L(X)N heifit (A, S)-skalar, wenn ein unitaler Algebrenhomo-
morphismus

& A — L(X)

existiert mit ®(m;) = T; fir alle j (unital heift (1) = id). Wir nennen ® auch einen
(2, S)-Funktionalkalkiil fiir T dber .

Schon in [4] wird fiir einen Operator gezeigt, dafi die Existenz eines Funktionalkalkiils die
Zerlegbarkeit nach sich zieht. Entsprechendes gilt hier (siehe auch 1.25):

5.4 Satz Sei T € An(X) ein Tupel mit einem (2, S)— Funktionalkalkil ® iber Q. Ist S C o(T),
dann ist T S-zerlegbar und eine S-spektrale Kapazitit wird gegeben durch

B(F) := m{kerq)(f), f €A und supp f N F = 0}. (5.2)

>Beweis:
1) Abgeschlossenheit unter 7' und Invarianz von B(F') sind einfach nachzurechnen. Ebenso
B(0) = {0} und B(CY) = X.

_2) Sei {G1,...,Gp} eine S-zuléssige Uberdeckung von CV. Da eine solche auch S-zulissige
Uberdeckung von (2 ist, existieren Funktionen g1, ..., g, € 2 wie in Definition 5.1. Das liefert
U Def. B — LR
X=) @)X C B(suppg;) C Y B(Gi).
i=1 i=1 i=1

3) Zur Spektralbedingung: Sei F' € Fg o und w ¢ F. Dann existiert eine offene Umgebung
U von F, die w nicht enthilt und die im Falle ' NS = 0 auch mit S leeren Schnitt hat. Dazu
findet man noch eine offene Menge V mit VN EF = @ und U UV = Q. Die S-Normalitéit von
A liefert dann eine Funktion ¢ € 2 mit suppy C U und supp (1 — ¢) N F = 0. Wegen der
S-Zuldssigkeit von 2 existieren zu w ¢ supp ¢ Funktionen ¢,...,gny € 2 mit

N

> (wi - z) gi(z) = p(z)  auf Q.

i=1
Wendet man auf diese Gleichung den Funktionalkalkiil ® an, so erhélt man

N

> (wi = T)) ®(gi) = B(e).

i=1
Fiir # € B(F') ist aber nach Definition ®(1 — ¢)z = 0 und damit ®(p)|gr) = idg(r). Also

N

> (wi — Tils(r)) @(9:) |5y = idp(r).-
i=1

Nach 3.6 folgt w ¢ o(T, B(F')) (denn T; vertauscht mit allen ®(f)).

4) Fiir die Durchschnittseigenschaft ist noch eine kleine Voriiberlegung erforderlich.
Wir zeigen: Zu f € A existiert ein f € A mit kompaktem Triger, so daff ®(f) = ®(f).
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Zunichst sei an die Definition des Spektrums eines Operatortupels T beziiglich einer kommu-

tativen Unteralgebra erinnert: Ist B eine kommutative Unteralgebra von L(X) mit T3, ..., Ty €
B, so ist
N
on(T):={ eV, Z()\j —1T;)S; =id hat Losungen S; in B}
j=1

das Spektrum von T beziiglich 9B. Setzen wir B := (T)”, die Bikommutantenalgebra von T,
dann gilt:
o(T,B(F)) C on(T) (5.3)

fiir alle F.

Beweis: Sei w ¢ o (T'). Dann existieren S; € B mit ZN_l( —1T;)S; =id. Aber B(F)
ist invariant unter den S; (denn S; vertauscht mit ®(f) Ja da <I>( f) € (7)) und daher ist

N
> (N = Tyl (Silscr)) = idsr)
j=1

und damit A ¢ o(T, B(F)) nach Lemma 3.6.

Ist nun g € A mit suppg N o (T) = 0, dann ist o(T, B(suppg)) C suppg Nos(T) = 0. Also
B(supp g) = {0}. Da aber nach Definition von B schon ®(g) X C B(supp g) ist, mufl ®(g) schon
0 sein.

Fiir h € 20 mit kompaktem Tridger und h = 1 in einer Umgebung V von ow(T) (beachte
S Co(T) C ox(T) nach (5.3)) ist dann

o(fn) = o(f)@(h)
= o(N)[® (h—1) +o(1)] = 2(f).

Also ist f := fh die gewiinschte Funktion.

5) Sei {Fj}j C fSVQ mit F = njil Fj S fS,Q. Die Beziehung B(F) C ﬂ?il B(F]) ist
klar. Ist umgekehrt « € ﬂjoil B(F;) und f € 2 mit supp f N F = ), dann ist zu zeigen, dafl
O(f)xz=0.

Wir kénnen wegen 4) ohne Einschrinkung f mit kompaktem Tréger annehmen. Dann folgt
aus supp f C F¢ = Uj’;l F¥ schon

P
supp f C U F
k=1

Definieren wir den S-Trdger einer Funktion f € 2 als

. supp f , fallssuppfnNsS =10
S-supp f = { supp fUS , sonst
S0 ist
{CN\Fj1a'~'7CN\FJp7CN\S_Suppf}
eine §—zu1£issige Uberdeckung von CV. Daher existieren Funktionen fo, ..., fp € A mit

supp foN S-supp f =0 und supp fr N EFj, =0
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und Y F_o fr = 1 auf C. Da aber z € ({_, B(F},), folgt ®(fx)x = 0 fiir kK > 1. Ebenso ist
®(ff,)x =0, da schon ffy = 0. Insgesamt also

P
®(f)z =) (N)e(fi)x =0.
k=0
Somit sind alle Eigenschaften einer spektralen Kapazitéit auf Fg o nachgewiesen. |

Wir werden nun auch eine entsprechende Formulierung des sog. Trégersatzes beweisen. Den
Begriff des S-Trégers einer Funktion f € 2 haben wir im letzten Beweis eingefiihrt.

5.5 Definition Sei T ein (A, S)-skalares Operatortupel mit (2, S)-Funktionalkalkil ® diber ,
X ein Banachraum und z € X.

1. Der lokale Triiger von ® bei x, supp ®(-) z, ist das Komplement der Vereinigung aller S-
zuldssigen offenen Mengen U C €, so daf8 fir alle f € A mit S-supp f C U schon ®(f)z =0
gilt.

2. Der Trager von ®, supp @, ist das Komplement der Vereinigung aller S-zuldssigen offenen
Mengen U C Q, so daf fiir alle f € A mit S-supp f C U schon ®(f) =0 gilt.

Die Forderung der S-Zuléssigkeit der offenen Mengen in der Definition macht folgende Aussage
moglich:

5.6 Lemma Sei S C o(T).

1. Ist f € A mat S-supp f N supp®@(-)x =0, so ist &(f)x = 0.
2. Ist f € A mit S-supp f N supp® =0, so ist D(f) = 0.

>Beweis: Wie schon im Beweis von Satz 5.4 gezeigt wurde, kann ohne Einschréinkung S-
supp f kompakt angenommen werden.

Nach Definition des lokalen Trégers und wegen der Kompaktheit von S-supp f existieren offene
S-zulassige Mengen Uy, . . ., Ui mit der Eigenschaft der Mengen U aus Definition 5.5, Teil 1 und

mit
k

S-supp f C U Uj.

Jj=1

Dann ist aber {Uy,...,Ug,Q\ S-supp [} eine §—zuléissige Uberdeckung von €. Also existieren
Funktionen hg, ...,y € A mit

suppho C 2\ S-supp f und supph; CU;, 1 <j<k (5.4)
und Z?:o hj =1 auf Q. Aber aus (5.4) folgt schon
S-suppho C Q\ S-supp f und S-supph; CU;, 1 <j<k.
Die Eigenschaften der U; und die Tatsache, dafl ho f = 0 ist liefert nun
k
O(f)e =D @(hif)r=0
§=0
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und das ist die Behauptung.
Den zweiten Teil erledigt man analog. |

Nun der Zusammenhang zwischen (lokalem) Spektrum und Funktionalkalkiil.
5.7 Satz Unter den Voraussetzungen von Definition 5.5 und S C o(T) gilt (F := Fs.q)

1. supp @(-) x = o1 (x)
2. supp® = o(T).

>Beweis:

ad 1. Nach Satz 5.4 existiert eine S-spektrale Kapazitit B fiir T. Nach Lemma 4.9 ist
x € B(oxr(x)). Ist daher f € A mit S-supp f Nozr(x) = 0, dann ist (f)z = 0 und damit
supp @(-) z C ox 1 (x).

Andererseits ist schon B(F) = (N{ker ®(f), S-suppf N F = 0} und Lemma 5.6 liefert
x € B(supp ®(+) z). Daher folgt mit Lemma 4.9 (bzw. Korollar 4.14) o r(z) C supp ®(-) z.

ad 2. Nach Lemma 4.13 ist B(o(T)) = X. Ist also f € 2 mit supp f No(T) = 0, dann
O(f)x =0 fur alle z € B(o(T)), also ®(f) = 0 und damit supp ® C o(T).

Betrachten wir nun die Operatoren

TH(T) — (1), Tf(S):=5T,
L (1Y — (T)Y, TF(S):=T:S

fir 1 <i¢< N ((T) ist die Kommutantenalgebra von T'), und bilden damit die Tupel
T8 .= (rf,..., 7% und TF:=(TL,...,TE).
T und T* sind (2, S)-skalar mit (2, S)-Kalkiil
A — L(T)), F(f) = 2(HF

und entsprechend mit L.
Nun ist ®(f) = ®*(f)(id) und daher supp ® = supp ®*(-)id = o, 7 (id) nach Teil 1.
Wie in [1], Kor.1.4 ¢ gezeigt wird, ist

N

wre(id) = {z € C, Y (z; = Tj) (T) # (1)} =: o7y (T),

j=1

o(ry (T') das sog. Kommutantenspektrum von T (zur Definition von wr (x) siehe Abschnitt 4.10).
Nun ist aber o(T) C o) (T) (siche etwa [27]) und weiterhin sagt Proposition 4.11 aus, daf
wrer (id) C oz, ro(id) ist. Das heiit nun insgesamt o(T") C supp ®. [ |

Abschlieflend wollen wir mit Hilfe von Satz 5.4 ein Beispiel eines S-zerlegbaren Operatortupels
geben. Dabei wird der Begriff der spektralkonvexen Hiille einer Menge benétigt.

5.8 Sei K eine abgeschlossene Teilmenge von C. Die spektralkonvexe Hiille KsPe¢ yon K
ist die Menge aller w € CN, fiir die keine Funktionen f1,..., fn € O(K) existieren mit der

Figenschaft
N

(wj —z;) f;(z) =1 auf K.

j=1
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Die spektralkonvexe Hiille ist immer abgeschlossen und es gilt K C Kspee, Sinngemé&f nennen
wir eine abgeschlossene Menge K spektralkonvex, wenn K = K®P°¢. In C sind alle abgeschlos-
senen Mengen spektralkonvex.

5.9 Sei Q C CN eine abgeschlossene beschrinkte Menge und S C Q0 abgeschlossen und spek-
tralkonvex. Dann ist mit

X :={fecn), %fEOaufS,lngN}
j

das Tupel T = (Ty,...,TNn) mit
T;: X — X, (T;f)(2) =2 f(2)
ein S-zerlegbares System.

Beweis: Der Raum X ist mit der Norm

2N )
I111:= 500 £ + Yo sup | 572

ein Banachraum. Die zugrundeliegende Funktionenalgebra fiir den Funktionalkalkiil sei 2 = X.
Diese ist S-zuléissig. Nichttrivial ist dabei nur (5.1):

i) supp f NS = 0. Wir wiihlen eine Umgebung U von supp f mit {S U {w}} NU = @ und
dazu eine Funktion ¢ € 2 mit suppt C U und supp(1 — ¢) Nsupp f = 0.
Ist w ¢ supp f, dann ist

N
Z lwp — 2| # 0 fiir alle z € supp f.
k=1
Damit ist _
Wo — s
gj(2): Tt 1)(2) f(2)

i e — f?
ein Element von 2 (beachte, dafi ) = 0 ist auf S) und es gilt

N
> (wj = 2) gi(z) = ¥(2)f () auf Q.
j=1
Da 1) =1 auf supp f, ist die rechte Seite schon gleich f(z) fiir alle z € Q.

it) S C supp f. Sei w ¢ supp f. Da dann w ¢ S, existiert eine Umgebung V von S mit
w¢ Vund hy,...,hxy € O(V) mit Z;V:l(wj —z;) hj(z) =1 auf V (denn S ist spektralkonvex).
Dann seien ¢, pg € A mit

supppr C V' und  suppgs C Q\ {SU{w}}

sowie 1 + oo = 1 auf supp f ({V,Q\ {{w} U S}} ist eine offene S-zuliissige Uberdeckung von

supp f).
Wir setzen fir 1 <j < N

0V (2) = hi(2)pr(2)f(z) und

(2) () . Wi — %
95 (2): SV Jur — p2(2)f(2),
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wobel wir natiirlich an den nicht definierten Stellen 0 als Wert setzen. Dann ist

N

S w; = 2)(08 + 6$)(2) = £(2)

j=1
auf supp f und damit auf ganz €.
Der (X, S)-Funktionalkalkiil fiir 7" ist nun gegeben durch

¢: X — LX), @(f)g) = fg.

Wenn wir nun noch S C o(T') zeigen konnen, so ist mit Hilfe von Satz 5.4 der Beweis beendet.
Sei w ¢ o(T). Dann ist nach Definition des Spektrums die Abbildung vV ~!(w—T) surjektiv.

Schreibt man diese Abbildung genau auf, dann heifit dies: es existieren Funktionen fi,..., fy €
X mit
N N
1= (w; = T)) fi(2) = > _(w; — 2) f;(2)
j=1 j=1

auf €2, was natiirlich falsch ist, solange w € € ist. Also ist schon S C Q C o(T).

Die S-Zuléssigkeit der Algebra, die wir vor Definition 5.2 betrachtet haben folgt nun leicht aus
der Tatsache, dafl die Mengen B, spektralkonvex sind.

Nun kénnen wir auch ein Beispiel angeben fiir ein S-zerlegbares Operatortupel T = (T4,...,Tn) €
An(X), welches S-zerlegbar ist mit () # S & o(T) und T ist nicht M-zerlegbar fiir alle abge-
schlossenen echten Teilmengen von S.

In der Situation von 5.9 ist ein solches Beispiel gegeben, wenn wir z.B. 2 = By, und S =
B, setzen. Dabei verhindert die Voraussetzung der Holomorphie auf S die Existenz von M-
spektralen Kapazititen fiir abgeschlossene echte Teilmengen von S; bei der Zerlegung der Eins
treten zwangsldufig Funktionen auf, die auf offenen Teilmengen von S schon 0 sein miissen,
aber nicht identisch 0 sind, was wegen des Identitétssatzes nicht geht.
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§6 Die Aquivalenz von S-Zerlegbarkeit und
(2, S)-Zerlegbarkeit

Per Definition heiit ein Operatortupel S-zerlegbar, wenn es (n, S)-zerlegbar ist fiir alle n € N
(siehe Definition 4.3). Es stellt sich dann die Frage, ob aus der (n, S)-Zerlegbarkeit von T fiir
bestimmte n € N schon umgekehrt die S-Zerlegbarkeit folgt.

Im Falle eines einzelnen Operators hat Radjabalipour in [22] gezeigt, dal Zerlegbarkeit und
2-Zerlegbarkeit schon dquivalent sind. Fiir Operatortupel zeigten Albrecht und Vasilescu, dafl
die n-Zerlegbarkeit schon die Zerlegbarkeit impliziert, wenn nur n > dimo(T) + 1 ist (dabei
ist dim die toplogische Dimension; siehe dazu [31], Kap. IV, Th. 1.22). In [6] konnte Eschmeier
dann das Analogon zum eindimensionalen Resultat beweisen.

Indem wir uns auf den Beweis aus [6] stiitzen, werden wir die Aquivalenz von S-Zerlegbarkeit
und (2, S)-Zerlegbarkeit erhalten.

Vorbereitungen

Der sehr technische Beweis dieser Aquivalenz macht starken Gebrauch einiger homologischer
Resultate, die auch die Losbarkeit gewisser (ar @ 9)-Gleichungen betreffen. Die nachfolgenden
Aussagen stammen im wesentlichen aus [13]. Es sei T' fortan immer ein Tupel in Ay (X).

6.1 ([13], Lemma 1.1) Seien V1, Vs zwei offen Mengen in CN mit Vi N Vy # (). Dann existieren
zu f € C®(ViNVa, X) Funktionen f; € C*(V;, X), i =1,2, mit f = f1 — fo auf V1 N V4.

6.2 Lemma Sei G eine offene Menge in CV, 1 € AP[o U dz,C®(G, X)], V1, Va zwei offene
Mengen in G und ¢; € AP~o Udz,C>®(V;, X)], i = 1,2 mit
Y= (ar®0)’ ;i auf Vi
Falls gilt -
HPH(C®(ViN Vo, X),ar ©9) =0, (6.1)
dann ezistiert ein ¢ € AP~ o U dz,C®(Vy U Ve, X)] mit ¢ = (ar @ 0)P "Ly auf Vi U V.
>Beweis: Nur der Fall ViNVa # () ist interessant. Da auf V;NV; schon (a7 @®0)P = (p1—¢2) = 0
ist, folgt aus (6.1) B
Q1 — @2 = (ar ® )P (6.2)

fiir ein xy € AP72[o0 U dz,C®(Vi N Vo, X)]. Zerlege x = Y2 — x1 wie in 6.1. Dann schreibt sich
(6.2) als B )
¢1 4 (ar ® )P *x1 = p2 + (a7 ® )P *xa.
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Setzt man y; := ¢; + (ar © )P~ 2y, dann ist

[ xiz) oz eN
<'O(Z)_{)z;(z) : zEV;

die gewiinschte Form. [ |

Die Bedingung (6.1) erlaubt es also, lokale Lésungen ‘zusammenzukleben’. Durch Induktion
zeigt man, dal die Aussage des Lemmas noch richtig ist, wenn man endlich viele offene Men-
gen Vi,...,V,, in die Voraussetzung aufnimmt und (6.1) paarweise fordert. Damit erhiilt man
sofort

6.3 Korollar Sei G C CV offen, v € AP[oc U dz,C>®(G,X)], K C G kompakt und fiir alle
Holomorphiegebiete V in G sei HP(C®(V,X),ar ® 0) = HP7L(C>®(V,X),ar ® J) = 0.
Ist (o @ O)P2p = 0, dann ezistiert eine Umgebung U C G wvon K und eine Form ¢ €
AP~ o Udz,C®(U, X)] mit (ar © )P~ ro = auf U.

Man kann (durch Multiplikation mit einer geeigneten Abschneidefunktion) U, p dabei sogar
so wihlen, daf8 p € AP~o Udz,C>®(G, X)] ist und (ar © )P Lo = auf U gilt.

Man hat nur zu beachten, da3 der Schnitt zweier Holomorphiegebiete wieder ein solches ist
([17], Cor.2.5.7).

6.4 Wir haben bereits in (3.6) gesehen, dafi der Komplex

a 3\0 o A\2N—1
0 — A%o Udz, eV, X)) T2 L er O ANy gz eV, X)] — 0 (6.3)
exakt ist fiir alle offenen Mengen V' in p(T'). Damit ist fiir € X die Gleichung
sti=xs1A...Asy = (ar ® )N "1 (6.4)

in AN=1[gudz, C®(p(T), X)] immer l6sbar, denn es ist ja (g © )N (x 51 A...Asy) = 0. Diese
Losung kann unter geeigneten Umsténden fortgesetzt werden

6.5 Lemma Hat die Gleichung (6.4) eine Lisung ’(Z € AN"Youdz,C>(U, X)] fiir eine offene
Menge U, dann hat sie auch eine Losung 1 € AN "o Udz,C>®(U U p(T), X)].

>Beweis: Die Exaktheit von (6.3) auf U N p(T) und die Losbarkeit von (6.4) auf p(7') machen
es moglich, Lemma 6.2 anzuwenden. |

6.6 Wir wollen die Beziehungen zwischen Kohomologiegruppen von Formen iiber glatten und
analytischen Funktionen studieren. Dabei sei auf folgende Tatsache hingewiesen: Da die Sequenz

0 — AP[o, Y] - AP[o, X] = AP[o, X/Y] — 0

fiir die Einbettung ¢* und die kanonische Abbildung 7* exakt ist, hat jede Form mit Koeflizienten
in X/Y ein Urbild unter 7*, also einen ‘Vertreter’ mit Koeffizienten in X.

In [13] hat Frunz& gezeigt, dafl die Bedingung H?(O(D, X),ar) =0 fir 0 <p < N — 1 fiir
alle Polyzylinder D schon HP(C*®(G, X),ar ©9) = 0,0 < p < N — 1 fiir alle offenen Mengen
G C CV zur Folge hat. Eine genaue Inspektion des Beweises zeigt, daf dies eine lokale Aussage
ist, d.h.
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Vorbereitungen

6.7 Lemma Sei T € An(X) und G C CV offen, so daf
HP(O(V,X),ar)=0, 0<p<N-1
fiir alle Holomorphiegebiete V C G gilt. Dann ist schon

HP(C®(G,X),ar ®0) =0, 0<p<N-1.

Als Hilfsmittel benutzen wir eine etwas schwéchere Aussage

(x) Sei U ein Holomorphiegebiet. Falls HP(O(U, X),ar) = 0 ist fir ein 0 <p < N — 1, dann
ist schon HP(C*°(U, X),ar ® 0) = 0.

In [13], Proposition 2.1, hat Frunzi diese Aussage fiir U = Polyzylinder bewiesen. Diese
Einschrinkung ist aber unnétig; die Exaktheit der natiirlichen 0-Sequenz, die Frunzi fiir Po-
lyzylinder ausnutzt, charakterisiert sogar alle Holomorphiegebiete ([17], Cor. 4.2.6) und daher
funktioniert der Beweis ohne Schwierigkeiten auch fiir solche. Im {ibrigen gilt in (%) auch die
Umkehrung.

>Beweis von Lemma 6.7: Induktion nach p.

p=0:

Ist f € C°(G,X) mit (ar @ 9)°f = 0, dann ist einerseits df = 0 und damit f holomorph,
andererseits ist arf = 0. Das heifit insbesondere ar(f|y7) = 0 fiir alle Holomorphiegebiete V'
in G. Die Voraussetzung liefert dann f = 0 auf G.

p—1l~p:
Sei 1 € AP[ocUdZ,C=(G, X)] mit (g ®0)P1p = 0. Wir betrachten eine kompakte Ausschopfung
{K,}, von G und konstruieren dazu Formen ¢, € AP~[o U dz,C>(G, X)] mit

e ¢ = (ar ® J)?"'¢, auf einer Umgebung von K, und
e ¢, = ¢,+1 auf einer Umgebung von K.
Dann ist ¢ := lim, ., ¢, (punktweise) eine Losung von (ar @ 9)P "¢ = 1.

Fiir K, liefert Korollar 6.3 zusammen mit () eine Umgebung V; und ein ¢; € AP~ o U
dz,C®(G, X)] mit (ar © )P~ 1y = 1 auf V.

Seien ¢1,...,¢; schon konstruiert. Wieder nach Korollar 6.3 existiert eine Umgebung V1
von K41 und ein ¢}, € AP"'[o Udz,C>(G, X)] mit

(ar @ 5)1’_1(;52‘“ =1 auf V1.

Nach Konstruktion ist aber auf einer Umgebung V; von K; schon (ar @ 5)p_1(¢2‘+1 —¢;) =0.
Korollar 6.3 mit G =V, K = K; und ¢ = ¢ | — ¢, liefert eine Umgebung ‘71 C V; von K; und
ein ¢y € AP2[ U dz,C°(V}, X)] mit

(ar ® 0241 = ¢y — ¢ auf Wi, (6.5)

und wieder kann sogar ¢; € AP~2[o U dz,C>®(G, X)] gewiihlt werden.
Die Form - _
b1 = dfy1 — (ar @ 0P 2y

erfiillt die Bedingung
(ar @0 i1 = (ar ® )P 1o, =v  auf Viga.
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Zuséatzlich ist auf ‘7}

biv1 = Oy — (a7 ® A)P2g,
(6.5) *
= Pt o= =d u
Beachten wir die Aussage von Satz 4.17, so liefert 6.7 sofort

6.8 Korollar Ist T ein (2, S)-zerlegbares Tupel, dann gilt fir alle offenen Mengen G in cN\ S
schon HP(C®(G, X),ar ®0)=0,0<p< N —1.

Mit den bisherigen Ergebnissen sind wir nun auch in der Lage, die nach Korollar 4.12 gemachte
Bemerkung iiber die Darstellung S-spektraler Kapazitaten genauer zu formulieren und zu be-
weisen. Wir setzen

Xp(F):={r € X, esex. ¢ € AN "o Udz C®(CN \ F, X)] mit sz = (ar ® )N ~1¢}.
Dann erhalten wir

6.9 Satz Sei T ein (2,5)-zerlegbares Tupel. Dann gilt Xp(F) C B(F) fir alle F € Fg.

>Beweis: Zunichst der Fall S C F. Wegen Korollar 6.8 sind die homologischen Bedingungen
von Lemma 6.2 erfiillt. Damit gilt

XT(F) = {.’17 e X, ’}/T(ZC) C F},
und das zeigt zusammen mit Korollar 4.12 die Behauptung (sogar Gleichheit).

Sei nun F NS = (. Wir zeigen: ist G eine offene Menge mit G NS = () und F C G, dann
gilt schon X7(F) C B(G). Die Durchschnittseigenschaft der spektralen Kapazitit (siehe 4.2,2)
liefert dann die Behauptung.

Wegen 4.13 kénnen wir F' C o(T) annehmen. Seien Fy, Fy € Fg mit F C F; C G,FNFy =
0, F1 UFy; = CV. Dann kénnen wir schreiben X = B(Fy)+ B(Fy). Ein Element x € X7 (F) kann
dann zerlegt werden in = x1 + 25 mit x; € B(F;). Da o(T, B(Fz)) C F» sowie S C Fy, folgt
nach 6.4 die Existenz einer (N — 1)-Form 1, auf CV \ Fy mit svo = (a7 @ )N ~1ehy.
Wir haben daher auf F¢N F§ (¢ ist die zu x gehorige Form aus der Definition von X (F))

5wy = 51 — 513 = (ap ® )N (Y — ). (6.6)

Wir wihlen eine offene Umgebung V' von F, die disjunkt zu F, ist und darauf eine skalare
C®°-Funktion ¢ mit ¢ = 0 in einer Umgebung von F' und ¢ = 1 auflerhalb einer in V' gelegenen
relativkompakten Umgebung von F'. Dann ist ¢t eine Form auf V' (man beachte, dafl 15 schon
auf V definiert ist, da V' C Fy). Daher haben wir mit

hi = sz — (ar ® )N —1ho)
= sz —(ar @)V (py)
eine Form mit kompaktem Trédger in V', die zudem noch in derselben Kohomologieklasse liegt

wie sx. Die Definition des Cauchy-Weil-Integrals und der Taylorsche Funktionalkalkiil fiir die
Funktion z — « (siehe 3.9 und 3.10 fiir die Bezeichnungen) liefern daher

= ﬁ/v(—l)fvmml)(z) AV (2).

Wir wollen nun zeigen, dafl hy; so gewihlt werden kann (p ist ja nicht eindeutig), dafl die
Koeffizientenfunktionen Werte in B(F}) haben, da dann das Integral auch in B(F}) liegt.
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Da die Sequenz
0 — B(Fy N Fy) - B(F) @ B(F,) > X — 0

(mit u(z) = (x,—2x) und v(z,y) := = + y) exakt ist, folgt (wie im Beweis von Satz 4.18,
1.Schritt) die Existenz zweier Formen x1, x2 vom Grad N —1 auf F°N F¥ mit Werten in B(F})
bzw. B(Fs) und 9 — 2 = x1 + x2. Daher ist nach (6.6) auf F'° N Fy

sy — (ar © )N "1 = (ar @ )N xo. (6.7)

Da auf der linken Seite von (6.7) Formen mit Werten in B(F1) stehen und auf der rechten solche
mit Werten in B(F3), hat sz1 — (ar & 0)N ~'x1 Werte in B(Fy N Fy). AuBerdem liegt diese Form
im Kern von (ar|s(mnr,) ® ). Da

O'(T,B(Fl n FQ)) CFiNEC (FC N FQC)C,
folgt F'° N Fy C p(T, B(Fy N Fy)). Das impliziert die Exaktheit der Sequenz
(APl Udz,C®(F°NFS,B(FyNFy))],ar ©9), 0<p<2N.

Also existiert eine (N —1)-Form y auf F°NFg mit Werten in B(FiNF3), so daB (ar &)V 1y =
sr1 — (ar ® 0)N~1x;. Die Form x + x; hat Koeffizienten in B(Fy) und es gilt auf F¢ N Fy

sz = (ar @ 5)N_1(X +x1)-

Multiplikation mit einer skalaren C°°-Funktion g, die identisch Eins ist auflerhalb einer rela-
tivkompakten Umgebung von F und identisch Null auf einer Umgebung von F, liefert eine
Form

hy = sz — (ar & )N (g(x + x1))

auf V' mit kompaktem Triger und Koeffizienten in B(F}), welche sogar in derselben Kohomo-
logieklasse liegt wie hi, denn es ist

hi = se1—(ar @M (pp — ¢)
= hi+ (a7 ® )M g(x + x1) — o + ).
Daher ist schon (vgl. Ende von 3.9)

1
(2mi)N

/ (“)N K (xhi)(z) dAY (2) € B(R) € B(G),
%
und die Behauptung ist bewiesen. |

Sei T ein S-zerlegbares Tupel. Hat die Form (ap @ 9)Pp Werte in einem Spektralraum B(D),
dann trifft dies i.a. nicht auf die Form p selbst zu. Man kann aber die Form p geeignet durch
ein Bild von (g @ 9)P~! stéren, so dal die Werte im Spektralraum B(W) liegen fiir eine offene
Obermenge W von D.

6.10 Lemma Sei T' € Ay(X) ein (2, S)-zerlegbares Tupel mit spektraler Kapazitit B. Weiter
sei V.C CN offen und W eine offene Umgebung von D € Fs mit W € Fs und (V\D)NS = 0.
Ist p € AN"LoUdz,C®(V, X)] mit

((ar ®9)""'p) () € AN[o U dz, B(D)]
fiir alle X\ € V, dann existiert eine Form n € AN=2[c Udz,C>®(V, X)] mit
(0= (ar ®)N2n) (N) € AN Mo Udz, B(W)]
fiir alle A e V.
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>Beweis: Wir nehmen N > 3 an; fiir N = 1,2 bricht der Beweis an fritheren Stellen ab.
i) Setze
Vi:=V\D ud Vo:=VnNW.

Da Vi No(T,B(D)) = 0, folgt mit Beziehung (3.6) die Exaktheit von
(APlo U dz,C™(Vi,B(D))],ar ®8), 0 < p < 2N.

(Eigentlich (arp(py ® 0).) Da die Koeffizienten von (ar @ 9)V~'p Werte in B(D) haben und
(ar®d)N~1pim Kern von (ar®d)Y liegen, existiert eine Form py € AN ~1[oUdz,C>(V1, B(D))]
mit

(ar ® )N py = (ar & 0)N ' p. (6.8)

Nun ist nach Voraussetzung V1 NS = () und damit folgt nach Satz 4.17 fiir jedes Holomorphie-
gebiet H in Vi das Verschwinden von H?(O(H, B(D)),ar) fir 0 <p < N —1. Lemma 6.7 sagt
dann HP(C>®(V4,B(D)),ar ®9) =0fir 0<p < N — 1.
Aus (6.8) kann man daher die Existenz einer Form 1 € AYN~2[o U dz,C%(Vi, B(D))] folgern
mit

p—po=(ar®d)Nn.

ii) Wir setzen T := TX/BW)) (siehe (4.2))
Da Vo No(T) =0 (nach (4.5)), folgt wieder aus (3.6) die Exaktheit von

(AP[o U dz,C>(Va, X/B(W))],a ® 0), 0<p<2N.
Aber (a7 @ 9)V~1p hat auf V, Koeffizienten mit Werten in B(D) C B(W). Daher folgt

((az ® )N p)/BW) = (az ® )"~ (p/B(W)) = 0
auf Vo, und deshalb existiert eine Form 1y € AN ~2[o U dz,C>®(V,, X)] mit (beachte 6.6)

(aq @ 9)V2(12/BW)) = p/B(W).
iii) Aus V3 N Vo No(T) = 0 folgt die Exaktheit von
(APlo U dz,C™(Vi N Vo, X/B(W))],a: ®0), 0<p<2N.
Dabher liefert
(a7 ® )N 2(m/BW) —n2/BW)) = (p— po)/BW) — p/BW)
= po/B(W)=0
die Existenz einer Form x € AN =3[0 U dz,C% (V4 N Va, X/B(W))] mit
m/BW) —na/BW) = (a7 ® )N .
Lemma 6.1 macht es moglich, zwei Formen
xi € AN BloUdz, C®(Vy, X/BW))], i=1,2

zu finden mit y = yo — x1 auf V; N V5.

iv) Definiere damit

72) { m(z)/BW) + (az @)V 3x1(2) fir zeW
i(z) =

12(2)/BW) + (a7 ® )V xa(z)  fiir 2z € Vy
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Die Form 7 erfiillt (o ® )N =257 = p/B(W) und ist n ein Vertreter von 7, dann gilt
((ar @ )N 72— p)(\) € AN Yo udz, B(W)]

firalle A e ViUV, =V. |

6.11 Zum Abschlufl soll noch ein kommutierendes Diagramm von Kokettenabbildungen ge-
geben werden, welches ein wesentlicher Bestandteil des Hauptbeweises sein wird. Es taucht
erstmals in [28] auf. Zum Aufbau des Diagramms benutzen wir folgende Abkiirzungen:

e B=C>(C*N X),By=C>C™, X)
e B, ={f € B,suppf C K x C" fiir eine kompakte Menge K c C"}
e O =C>®(CN,X), Cy=C>(CN, X).

Der Buchstabe F' bezeichne Kokettenkomplexe mit zugehorigen Kodifferentialen; z.B. steht
F (B, ar) fir den Komplex
(AP[o, Bl,ar), 0<p<N.

Wir schreiben die Elemente aus C2V als Paare (z,w). Da eine Unterscheidung der beiden Kom-
ponenten in einigen Fillen wichtig ist, versehen wir an entsprechenden Stellen die Operatoren
mit Indices (7 := (t1,...,tx) und dw := (dwy, ..., dwy) seien weitere Systeme von Unbestimm-
ten):

e o, := duflere Linksmultiplikation mit Z;vﬂ ar; 8 auf Funktionenrdumen iiber der z-
Koordinate,

e oy, := #duflere Linksmultiplikation mit Zj\;l ar; tj auf Funktionenrfumen iiber der w-
Koordinate,

s ada:i=a,Pa, auf APlcUT,.. ],

o §:= 0. ® 0, := aubere Linksmultiplikation mit 7 (% dzj + 53- dwj) auf AP[dz U
dw, ...
Wie a @ a @ § zu verstehen ist, sollte dann klar sein.

Das Diagramm hat nun folgende Gestalt:

F(B,9) 4>F(B a®adid) <—FBZ,a€Ba®5 <—FBQ,a®a€B§)4>F By, d)

T

F(B,o: ®6) < F(B.,a: ®0) —— > F(B,,8) ———> F(B.,aw ®8) <——— F(Bo, aw ® )

(_1)N2p1i Pll lpo

F(C,8y) ———— F(C,a® 8y) <—— F(Co,o ® )

Zu den einzelnen Abbildungen:

1. Die mit ¢ bezeichneten Abbildungen beschreiben einfach Einbettungen in einen Raum von
Formen mit Koeffizienten in einem groleren Funktionenraum.
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§6 Die Aquivalenz von S-Zerlegbarkeit und (2, S)-Zerlegbarkeit

2. Fiir eine p-Form 1 in dzZ U dw iiber B sei
(sAt)Y:=1si A..ASy At AL Aty
Analog operieren s und t¢.

3. Die Abbildungen 7 sind Projektionen. Z.B. ist
7 : APlo Udz Udw, B,] — AP[dZ U dw, B,]

die Abbildung, die alle Summanden der p-Form mit einem s-Anteil vergifit (siehe etwa
die Definition des Cauchy-Weil-Integrals in 3.9).

4. Die Abbildungen p sind Integrationen. Als Beispiel diene
p1: APPN[dzZ U dw, B,] — AP[dw, C)]

Falls w = fdz;, N...NdZ;, Ndw;, , A...Ndw;,,  mit i, <N, dann sei p;(w) = 0. Sonst
setze

pr(fdzy Ao NdZN Ndidg, A .. A dig,) =

L (—1)P+ON (

TN

f(z,w) d)\N(z)> dw, A ... A dw;,
CN

Dabei ist das Integral als Funktion von w wieder eine C*°-Funktion (beachte den kom-
pakten Tréger in der z-Komponente).

Aus diesem Diagramm lassen sich zwei wichtige Beziehungen ableiten (Einzelheiten finden
sich in [6]).

1) Sei x € X, U,W C C offen. Es sei xo € AN [0 Udz,C°(CY, X)] mit supp xo CC U und
Xa —Z81A...Asy € (ar ®NTIAN o udz,Cc>(CY, X)). (6.9)
Weiterhin sei y € AN [0 U T Udz U dw,C>®(C?Y, X)] mit supp x CC U x W und
X—TS1NA...ASNAt1N...Ntny €
(a®a®d)* NNV e UrUdzUdw,C(C?Y, X)). (6.10)

Dann sieht man mit Diagrammjagd die Existenz einer Form p €
A2N=loUrUdzUdw,C®(CH, X)] mit

txa—x=(a®a®d)*N 1y (6.11)

2) Da alle Abbildungen des Diagramms Kokettenabbildungen sind, induzieren sie entspre-
chende Abbildungen zwischen den Kohomologiegruppen, kiinftig mit einem * bezeichnet. Die
Wirkung einer *-Abbildung geschieht vertreterweise: etwa t*[¢)] := [ty]. Hier bezeichnet [--] die
Kohomologieklasse. Insbesondere sind die Abbildungen i* Isomorphismen ([28]).

Betrachte jetzt die Form x,, die ja Koeffizienten in C2°(CV, X) hat, verméoge (2, w) — xa(2)
als Form in AN[o U dz U dw,C®(C?N, X)], die in den Unbestimmten dw vom Grad 0 ist. Ist
f € O(U), so kann vermittels (z,w) ~— f(z) auch f als C>(U x CY)-Abbildung aufgefafit
werden. Da supp xo C U x CV, hat fy. glatte Koeffizienten. Dann kann man definieren

xp = pl o [fxa] € H(C®(CN, X),d,) = ker ,,,
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Der Hauptsatz

da kein w-Anteil in fx, vorhanden ist. Daher ist auch x; konstant und somit ein Element in
X.

Betrachte speziell den Fall f = 1 auf U. Dann ist fxa = xo. Wegen (6.9) haben sz und x,
die gleiche Kohomologieklasse beziiglich ap @ 0. Zudem hat x, als Funktion von z kompakten
Tréger in U. Daher ist (p = 0)

pom) = (1) [ K@)

wobei K wieder die Koeffizientenfunktion der Form bezeichnet. Da aber O(CV, X) = H°(C*>(CN, X), 0y),
ist
p1omi[Xal = [p1 01 (Xa)]

und die Definition des Cauchy-Weil-Integrals und die Eigenschaften des analytischen Funktio-
nalkalkiils (Satz 3.10) zeigen, dafl
Tp=1 =2 (6.12)

ist.

Falls nun (i)™ o t* [fxa] = [f X] (& t*[fxa] = i5[fXx] = [fX]) ist, dann liefert Diagrammjagd
ein ¢ € AN "7 U dw,C>(CY, X)] mit

tey=(a®0,) Nty (6.13)

auflerhalb supp (pg o mo(fXx)).

Nun haben wir das Riistzeug fiir den Beweis unseres Haupsatzes zusammen.

Der Hauptsatz

Der Schritt von (2, S)-Zerlegbarkeit zu S-Zerlegbarkeit héingt wesentlich an folgender Aussage:

6.12 Satz Sei T € An(X) ein (2,5)-zerlegbares Tupel mit Kapazitit B, sei F eine kompakte
Menge mit S C F'. Ist {Hy, Ha} eine offene S-zulissige Uberdeckung von F, dann gilt B(F') C
B(H1)+ B(H?).

Bevor wir zum Beweis kommen, soll das eigentliche Resultat als Korollar prasentiert werden.
6.13 Korollar Jedes (2, S)-zerlegbare System kommutierender Operatoren ist schon S-zerlegbar.

>Beweis: Wir zeigen per Induktion: fir alle n > 1 und jede offene S-zuldssige Uberdeckung
F C HyU...UH, einer kompakten Menge F D S gilt B(F) C B(Hy) + -+ B(H,,).

Der Fall n = 1 ist klar. Sei die Behauptung fiir ein n > 1 bewiesen und sei ¥ C Hy U ... U
H,, 1, eine offene S-zuléssige Uberdeckung von F. Wir wéhlen offene Mengen V1, ..., V11 mit
kompaktem AbschluB und V; C H;, so da F C V3 U... UV, eine S-zuliissige Uberdeckung
von F ist. Die Numerierung sei dabei so gewéhlt, da S € V3 U...UV,,. Wegen Satz 6.12 und
der Induktionsbehauptung ist

Der Fall F = o(T) zeigt, dal B eine n-spektrale Kapazitit auf Fg ist. [ |
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>Beweis von Satz 6.12:
Wir wollen x € B(F) in Summanden aus B(H;) und B(H>) zerlegen.

Da {Hi, H,} eine S-zuliissige Uberdeckung von F ist, gelingt es, zwei offene Mengen G, Gy
zu finden mit G; € H;, F C G; UGy und (G1 N G2) NS = ) (man mache sich dies an einer
Zeichnung klar).

Wir kénnen dann Y := B(G; N G2) definieren und schreiben R fiir R&/Y) fiir cin R € L(X)N.
Desweiteren sei G eine offene Menge mit G NGy C G, GNS =0 und G C H; N Hs.

1.Schritt Wir setzen K; := F'\ G2 und Ky := F'\ G; sowie K die disjunkte Vereinigung
KiUKy=Fn (CN \ (Gl n Gz))
Da o(T, B(F)) C F, existiert auf CV \ F eine Losung 1, € AN~![ocUdz,C=(CN \ F, B(F))|
von B
zs1A...Asy = (ar ®0)N Mg,

sieche 6.4), was nach Rechnung modulo Y
(
(/Y)s1 Ao Asy = (az @)V (e /Y)

zur Folge hat. Da nach 4.5 schon G; N G2 C p(f) ist, finden wir mit Hilfe von Lemma 6.5 eine
Losung v, von

(x/Y)s1A...Asy = (az @)V (1Y)
in AN"oUudz,C®((CN \ F)U(G1NGsy),X)] = AN "o udz,C>®(CN \ K, X)].
2. Schritt Betrachte die Abbildung f := (f1,..., fon) mit
fi(z) = fian(z) =2z, 1<j<N.

Dannist f € O(CY)2N. DaT (2, S)-zerlegbar ist, folgt nach Satz 4.15 die (2, f(9))-Zerlegbarkeit
von f(T)=(T1,...,Tn,T1,...,Tn). Es ist

f(S)=A{(z,2),z € S} ={(z,2),z € S} =: diag(S).

Eine spektrale Kapazitét fiir f(T) auf Fyiag(s) ist gegeben durch B*(M) := B(f~H(M)No(T)).

Insbesondere ist daher B(F') e B(F Nno(T)) = B*(diag(F')), und da o(f(T)) = f(o(T)) =
diag(o(T)) ist, folgt

B*(diag(F)) = B* (diag(F) N o(f(T))) = B*((F x F) No(f(T))) = B*(F x F).
Da z € B(F) und o(f(T), B*(diag(F))) C diag(F) ist, existiert eine Losung ¢ von
TSINA...NSNANtITAN... Nty = (af(T)@5)2N71J: (QT@QT@5)2N71J

(die Operatoren a (7 und d wirken hier beziiglich des Systems {oUr, dzUdw}) auf C*\diag(F)
und daher wieder

(/Y)s1 A o Asy At AL Aty = (g @ as @ 82N (9)Y).
Weiterhin ist wegen Y = B*((G1 N G2) x (G1 N Gy)) schon
o(F(T)) "= a(F(T)) € CN\ (G111 Ga) x (G1 N Ga))
(siche wieder 4.5) und damit liefert Lemma 6.5 eine Losung ¢ von

(/Y)s1 A ASy AL A Aty = (ap @ ags ®0)*N (/YY)

80



Der Hauptsatz

auf (C2V \ diag(F)) U (G N Ga) x (G1 NGa)) = C2N \ diag(K).

3.Schritt Wir wihlen disjunkte offene Umgebungen U; von K; mit U; C H;, U := Uy U Us.
Da S C Kj U Ks, folgt S C U. Nach Konstruktion im 1. Schritt haben wir

0=(2/Y)s1A...Asy — (az @)V (¢a/Y) auf CV\ K.

Sei 0, eine C*°-Funktion, die identisch Eins ist auf einer Umgebung von U¢ und identisch Null
auf K. Dann ist

(Xa/Y) = (@/Y)s1 A... Asy — (a7 @ )N 1 (0a1a/Y)

eine Form in AN [0 Udz,C>®(CY, X/Y)] mit supp (xa/Y) CC U.

Analog wihlen wir eine C*°-Funktion € mit @ = 1 in einer Umgebung von ((U; x U) U (Ua X
Us))¢ und 6 = 0 auf diag(K). Dann ist

(X/Y) = (x/Y)s1 A... Asy At A Aty — (ap @ ag @ 6)*N 1 (0/Y)

eine Form in A*N[ocUTUdzUdw,C(C?N, X/Y)] mit supp (x/Y) CC (Uy x Uy) U(Uz x Up) C
U x U. Nun sind wir aber in der Situation von (6.9) und (6.10) und erhalten mit (6.11) eine
2N — 1-Form p auf C2V mit

t(xa/Y) = (W/Y) = (a5 ® 0z ©6)* 1 (p/Y). (6.14)

(man fasse hier wieder x, als Form mit Koeffizienten in C*V auf.) Da Y C B(G) ist, kann aus
Gleichung (6.14) gefolgert werden

t(xa/B(G)) = (x/B(G)) = (az. ® agz @ 8)*" 1 (p/B(G)). (6.15)
Nun wiirden wir gerne diese Gleichung mit der Funktion

1 (z,w)eU xCV
f(z,w).—{o : (Z,U))EU;XG:N

durchmultiplizieren, aber f(p/B(G)) hat keine glatten Koeffizienten mehr. Dieses Problem liele
sich l6sen, wenn wir eine Form p’ finden kénnten, so dafl p'/B(G) Triger in U x CV hat. Das
gelingt uns mit Lemma 6.10. Die Konstruktion zeigt, dal ¢ (xo/Y) — (x/Y) = 0 ist auBlerhalb
von M x CV, wo M eine kompakte Teilmenge von U ist, die noch so grol gewihlt werden
kann, dafl S C M (siehe Bild; die dicken Linien bezeichnen die Vereinigung von supp X, und
der Projektion von supp x auf die z-Koordinate).

Also ist auBerhalb von M x CV wegen (6.14) schon

2N—-1

(ar ® ar ©9) pey.

Wir setzen daher in Lemma 6.10
o V=C\(MxCN)
e D = diag(G; N Gsy) (denn Y = B*(D))
e W=GxG.
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CN

diag(S) /
Us

g %

U1 U2

TTMxCN T

Auflerdem iibernimmt diag(S) die Rolle von S. Dann ist VN diag(S) = 0.
Lemma 6.10 liefert nun eine Form 7 € A*N=2[c U T U dz U dw,C>(V, X)], so dal

pi=p—(ar ®ar®8)*N "y

Werte in B*(G x G) = B(GNa(T)) = B(G) hat auf V.
Da man 7 mit einer C*°-Funktion multiplizieren kann, die in einer Umgebung von M x CV
verschwindet und auf einer Umgebung von C*V \ (U x C¥) identisch Eins ist, kann 7 als Form
auf C2V betrachtet werden und p’/B(G) ist noch Null auf einer Umgebung von C2V \ (U x CV).
Ersetzen wir p in Gleichung (6.15), dann sehen wir, da8 die rechte Seite jetzt gefahrlos mit
der Funktion f multipliziert werden kann, ohne die C°°-Eigenschaften der Koeffizienten zu
zerstoren. Rechnet man modulo dem Bild der Abbildung (az @ oz @ 6)2V =1 (was durch [-]
angezeigt wird), so folgt

[t ((fxa)/B(G))] = [(fx)/B(G)] = 0. (6.16)
Das bringt uns aber in die Situation von (6.13) (hier mit Formen, deren Koeffizienten in X/B(G)
liegen) und wir erhalten eine Form ¢ auf CV mit

top1om((fxa)/B(G)) = (az & 0u)" " (¢/B(G)) (6.17)

auBerhalb von supp (poomo((fx)/B(G))). Man beachte schon jetzt, dal supp (poomo((fx)/B(G)) CC

U, C Hy.
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Setzt man in (6.16) statt f die Funktion 1 — f ein, so erhilt man analog zu (6.17) ein ¢’ mit
toprom((1— fxa)/B(G)) = (az ® 0,)" 1 (¢'/B(G))
auBerhalb von supp (po o mo(((1 — £)x)/B(G)) CC Uy C Ho. Wihle x1, 25 € X mit
21/B(G) = prom((fxa)/B(G)) wnd  22/B(G) = p1om(((1 - f)xa)/B(G)).
Dann ist wegen zy=1 = x (siehe (6.12)) schon z1/B(G) + 22/B(G) = z/B(G), und das heift
z — (21 + 22) € B@G). (6.18)

Nun ist aber o(T, B(G)) C G C Hy N Ha, und da tx1 — (ar & 9)V "1 € B(G) auberhalb
von supp (po o mo((fx)/B(G))) (wegen (6.17)), folgt sofort die Losbarkeit von

tay — (ar @ 0w)" o = (ar ® 0,)" o1
auBerhalb der kompakten Teilmenge supp {po o 7o ((fx)/B(G))} UG von H; . Entsprechend hat
tzg — (ap @ 0y)" ' = (a1 & 0uw)N 2

eine Losung aulerhalb einer kompakten Teilmenge von Hs. Das heifit nun aber nach Satz 6.9,
daBl x1 € B(H;) und z2 € B(Hz). Also schlielen wir

r=(x— (x1+32)) + 21 + 22 € B(G) + B(H1) + B(Hz2) C B(H1) + B(H>)

und das ist die gewiinschte Zerlegung. |
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Symbolverzeichnis

Pa,Voeee e 1.1
Pk oo 1.1
EU,X) e 1.1
W, X) oot 1.1
- T (@, X) «vveee e 1.1
[ N 1.2
M 1.11
I AT 1.11

e 1.13
Us oo 1.14
EUy EUu(X) e 1.14

ST 1.15
WELX) o 1.21
Bo(F) oo 1.25
(B)emodulo S ... 1.28
(T Wh) et 2.5
AP[o], AP0, X] oo 3.1
(XP 0Py 3.2
I 3.3
AN(X) e 34
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AT 3.4
KT, X) oo 3.4
O(U, X)) e 3.7
OF 3.8
O e 3.8
(OéT D 8)p ................................. 3.8
CW () oo 3.9
D 3.10
Pa,r) oo 3.14
(B)modulo S....ooviiii 3.17
R T T 4.1
BE) oo 4.2
TIY) 4.3
O’]:_VT(CL') ................................... 4.8
WE(T) e 4.10
AT (L) e e 4.10
S-SUPD f oo 5.4
supp ®(+),supp @() @ ..o 5.5
Xr(F) oo 6.8
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