KAPITEL 4

Kompaktheit in topologischen Ridumen

4.1. DEFINITION. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X.

(a) Eine Familie (G;);er (I eine beliebige Indexmenge) von Teilmengen von X heifit
Uberdeckung von A, falls A C |J,., G;. Eine solche Uberdeckung (G;)ic; von A
heif3t

e endlich, falls |I| < oo und

e offen, falls alle G; offen in (X, 7) sind (i € I).
Ist (G))ics eine Uberdeckung von X und ist J C I, so da noch A C Ujes Gy
gilt, so heifit (G;),cs eine Teiliberdeckung von (G )ier.

(b) A heiBt kompakt, falls jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiber-
deckung besitzt.

(¢) (X, 7) heiit kompakt, falls X kompakt (bzgl. 7) ist.

iel

4.2. BEMERKUNG. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(a) Endliche Vereinigungen von kompakten Teilmengen von X sind kompakt.

(b) A C X ist kompakt genau dann, wenn A mit der von 7 induzierten Topologie T4
ein kompakter topologischer Raum ist.

(c) Ist A eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge K C X, so ist auch
A kompakt.

(d) Ist AC B C X und B kompakt, so ist auch A kompakt.

BEWEIS. (a) sieht man durch Nachrechnen.

(b) Man beachte G C A ist genau dann offen bzgl. 74, wenn es eine offene Menge G'
in X gibt mit G = G' N A. Hiermit folgt leicht die Behauptung.

(¢) Ist (Gy)ies offene Uberdeckung von A, so gilt mit G* := X \ A:

KcAuX\A)c |JGua
iel
Da alle GG; und auch G* offen sind, gibt es eine endliche Teilmenge J von I, so dafl
K Cl..; GjUG* . Es folgt

jed

A=EnA=]J(@GnAu G naycl]a

jed -0 JjeJ
und damit die Kompaktheit von A.
(d) ist klar nach (c) und (a). O

4.3. SATZ. Ist K eine kompakte Teilmenge eines Hausdroffraums (X, 1) und ist x €
X\ K, so gibt es offene Mengen UV C X mitUNV =0 undx € U, K CV.

BEWEIS. Da (X, 7) separiert ist, gibt es zu jedem ¢ € K offene Umgebungen U, von
xz und V; von t mit U; N'V; = (). Aus der offenen Uberdeckung (V;);cx von K kénnen wir
eine endliche Teiliiberdeckung (V;,)%_, auswéhlen. Mit V' := U?Zl Vi, und U = ﬂ?zl Uy,

J
26
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gilt nun: V ist offene Obermenge von K, U ist offene Umgebung von x und

UﬂV:ﬁ Utjmo thzo«ﬁ Utj)m th> QO (Utl mvtl)za).
=1 j=1

j=1 =1

4.4. FOLGERUNG. Sei (X, 7) ein Hausdorffraum.

(a) Ist K C X kompakt, so ist K abgeschlossen in (X, ).
(b) Ist K C X kompakt und F C X abgeschlossen, so ist F'N K kompakt.

BEWEIS. (a) Nach Satz 4.3 ist jedes x € X \ K innerer Punkt von X \ K. Also ist
X \ K offen und damit K abgeschlossen.

(b) Nach (a) ist K und daher auch K N F' abgeschlossen. Mit 3.2.(c) folgt die Kom-
paktheit von K N F. U

4.5. SATZ. Ein topologischer Raum (X, T) ist genau dann kompakt, wenn er die end-
liche Durchschnittseigenschaft besitzt, d.h. wenn gilt: Ist (A;);e; eine Familie von abge-
schlossenen Mengen in (X, 7) mit (\,.; A; = 0, so gibt es schon endlich viele iy, -+ iy € I

mit m;?:l Aij = @

Der Beweis wird gefiihrt, indem man jeweils zu den Komplementen iibergeht: Ist
(Us)ier eine offene Uberdeckung von X, so ist (,c; (X \ U;) = 0 und A; := X \ U; abge-
schlossen. Ist umgekehrt (A;);c; eine Familie von abgeschlossenen Mengen mit (),.; A; =
0, so ist (U;)ies mit U; := X \ A; eine offene Uberdeckung von X. O

el

4.6. FOLGERUNG. Sei (X, 7) ein Hausdorffraum und (K;);c;r eine Familie von kom-
pakten Teilmengen mit (o, K; = 0. Dann gibt es endlich wviele iy,--- iy € I mit

k
Mj= K =10
BEWEIS. Sei i1 € I beliebig. K, versehen mit der von 7 induzierten Topologie ist

kompakt. Nach Folgerung 4.4 ist A; := K;, NK; abgeschlossen fiir alle7 € [ und (., 4; =
Ki, NNy K = 0. Mit Satz 4.5 folgt die Behauptung. O

el

4.7. SATZ. (X, 7x) und (Y,7y) seien topologische Réiume. Ist K C X kompakt und
f: X =Y stetig, so ist auch f(K) kompakt.

BEWEIS. Ist (G)ier eine offene Uberdeckung von f(K) in (Y, 7y), so ist (f~(G:))ier
eine offene Uberdeckung von K, hat also eine endliche Teiliiberdeckung (f~'(G,))%_,. Es
folgt

i< (U re))=U rue) el o,

J= 1=

CGy;

und damit die Kompaktheit von f(K). O

4.8. FOLGERUNG. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten topologi-
schen Raum nimmt thr Minimum und thr Maxzimum an.

4.9. SATZ. (X, 7x) und (Y, 1y) seien Hausdorffraume und X sei kompakt. Ist f : X —
Y eine bijektive und stetige Abbildung, so ist f schon eine Homdomorphie.
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BEWEIS. Es ist nur die Stetigkeit von f~! : Y — X zu zeigen. Sei A eine beliebige
abgeschlossene Teilmenge von X. Nach Bemerkung 4.2 (c) ist A kompakt und daher
auch (f~1)7Y(A) = f(A) kompakt (nach Satz 4.5) und somit nach Folgerung 4.4 auch
abgeschlossen in (Y, 7y). Nach Satz 2.5 ist f~! stetig. O

Ist speziell X =Y und sind 7, 5 zwei Topologien auf X, so erhalten wir, indem wir
in Satz 4.9 f = idx wéhlen:

4.10. FOLGERUNG. Zu einer separierten Topologie auf einer Menge X gibt es keine
echt feinere kompakte.

Um zeigen zu konnen, dafl das topologische Produkt kompakter topologischer Réume
wieder kompakt ist, benotigen wir das Zornsche Lemma:

4.11. ZORNSCHES LEMMA. Sei (X, <) eine nicht leere partiell geordnete Menge. Be-
sitzt jede total geordnete Teilmenge K von X eine obere Schranke in X, so gibt es in X
wenigstens ein maximales Element.

Das Zornsche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom, zum Wohlordnungssatz und
auch zum nachfolgenden Satz von Tychonoff. Wir betrachten es hier als ein Axiom.

_Ist X eine Menge und S eine Familie von Teilmengen von X, so nennen wir eine
Uberdeckung (U;)ier von X mit U; € S fiir alle i € I eine S—Uberdeckung von X .

4.12. ALEXANDERSCHER SUBBASENSATZ. Sei S Subbasis einer Topologie T auf einer

Menge X . Besitzt jede S—Uberdeckung von X schon eine endliche Teiliiberdeckung, so ist
(X, 1) kompakt.

BEWEIS. Annahme: X ist nicht kompakt. Dann gibt es eine offene Uberdeckung G =
(Gi)ier von X, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Die Menge

F :={G|G offene Uberdeckung von X ohne endliche Teiliiberdeckung }

ist dann nicht leer und vermoge der Inklusion teilweise geordnet. Sei nun K eine eine
beliebige total geordnete Teilmenge von F und G, := [J{G|G € K}. Wir zeigen daf dann
auch G, eine offene Uberdeckung von X ohne endliche Teiliiberdeckung ist. Hiitte némlich
G. eine endliche Teiliiberdeckung (U;)h_,, so gibe es Gi,...,G, € & mit U; € G; fiir
j=1,... k. Da R linear geordnet ist, wéire dann G = U§:1 g; € R € F im Widerspruch
dazu, daB {Uy,..., U} endliche Teiliiberdeckung zu G ist. Somit ist G, ist eine obere
Schranke von K. Damit sind alle Voraussetzungen zum Zornschen Lemma erfiillt und F
besitzt wenigstens ein maximales Element G.

Wir betrachten Gs := Gy NS und zeigen, daf Gs eine Uberdeckung von X ist.

Annahme: Es gibt einen Punkt z € X\ UGEQS G. Da G, offene Uberdeckung von X
ist, ist x € V fiir ein V € Gy. Nach Voraussetzung ist S eine Subbasis von 7 ist und daher
V eine Vereinigung von endlichen Durchschnitten von Mengen aus S. Also gibt es endlich
viele Sy,..., S, € Smit x € S;N...NSk. Es folgt Sy,..., Sk & Go (da sonst Sy,...,S; €
Gs = GoNS im Widerspruch zur Wahl von x). Wegen der maximalen Wahl von G, besitzt
Go U {S;} fiir alle j = 1,...,k eine endliche Teiliitberdeckung {G,..., Gy S;}- Es

folgt
k. n(j) k
X=(UU gu)e(ns)

€Go N ,
CVeGo

im Widerspruch dazu, dafi Gy keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. O
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4.13. SATZ VON TYCHONOFF. Sei X = [[..; X; ein nicht leeres topologisches Pro-
dukt topologischer Riume (X;,7;), i € I. Genau dann ist X kompakt (bzw. kompakt und
separiert), wenn alle X;, i € I, kompakt (bzw. kompakt und separiert) sind.

BewEIS. Dafl die Produkttopologie auf X genau dann separiert ist, wenn alle (X;, 7;),
i € I, separiert sind, wurde in den Ubungen gezeigt (vergl. Aufgabe 3.3).

Ist X kompakt in der Produkttopologie 7, so sind nach Definition der Produkttopologie
die kanonischen Projektionen p; : X — X; mit p;((x;);er) := z; fiir alle ¢ € I stetig und
mit Satz 4.7 folgt die Kompaktheit von X; = p;(X) fur alle i € I.

Seien nun alle X;, ¢ € I, kompakt. Geméaf 3.9 ist eine Subbasis fiir die Produkttopo-
logie 7 auf X gegeben durch S = {J,.; {p; (G)|G € 7;}. Fiir j € I definiert man

S; = {pj_l(G)|G €T},

Insbesondere gilt fiir alle j € I und alle U € S;: p;(U) € 7; und U = p; ' (p;(U)). Sei nun
U = (Up)kex eine beliebige S—Uberdeckung von X und K; := {k € K|U,, € S;} fiir j € I.
Wegen S = ,¢; S; folgt K =, Kj-.

Annahme: Keine der Familien U; := (Uy)rek; (j € I) tiberdeckt X. Nach Konstruktion
von U; ist dies nur moglich, wenn zu jedem j € I ein z; = (z;,)ier € X existiert, so daf
p; ) N U, = 0 fiir alle k € Kj. Mit o = (23,)ier gilt pj(z) = 25, ¢ Ukex, i(Uk)
fiir alle j € I und daher @ & e Ur = Ujer Uper, Uk im Widerspruch dazu, daff U

eine Uberdeckung von X ist. Also war die Annahme falsch, es mufl wenigstens ein j € I
existieren, so dafl X C UkeKj Us.

Somit ist (p;(Ux))rek, eine offene Uberdeckung von X, aus der wir wegen der Kom-
paktheit von (X, 7;) eine endliche Teilitberdeckung {p;(Uy, ), . .., p;(Ux,)} auswihlen kén-
nen. Dann ist (p;l(pj(Uky)))Zzl = (U,)!_, eine endliche Uberdeckung von X und Teiliiber-
deckung von U.

Da jede S-Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt folgt nach dem

Alexanderschen Subbasensatz 4.12 die Kompaktheit von (X, 7). O

Ein metrischer Raum (X, d) ist bekanntlich genau dann kompakt, wenn jede Folge aus
(X, d) einen Haufungswert besitzt, d.h. genau dann, wenn jede Folge aus X eine in (X, d)
konvergente Teilfolge hat. Das dies ist im nicht metrisierbaren Fall im allgemeinen nicht
mehr stimmt, zeigt das folgende Beispiel.

4.14. BEISPIEL. Sei I das kompakte Intervall [—1,1] versehen mit der euklidischen
Topologie. und sei M die Menge aller streng monoton wachsenden Folgen in N. Nach dem
Satz von Tychonoff ist X := M = HueM I versehen mit der Produkttopologie kompakt.

Wir definieren eine Folge (z,,)0%; = ((zn(1)) M€M>:LO:1 von Elementen aus X durch

wn(pt) = (—=1)* falls n = u(k) fiir ein k € N
nt 0 sonst.

Annahme: Die Folge (z,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge (2, ())ren. Insbesondere
ist v = (v(k))2, € M. Wegen der Stetigkeit der Projektion p, von X = I auf die
Komponente mit Index v mufl dann auch die Folge (pu(:)sl,(k)))kzl in I = [—1, 1] konvergent
sein. Dies ist jedoch wegen p, (z,)) = Ty () = (—1) fiir alle k& € N nicht der Fall. Daher
hat die angegebene Folge keine konvergente Teilfolge. In Satz 4.19 werden wir sehen, dafl

sie aber ein konvergentes Teilnetz besitzt.

Zunéchst fithren wir den Begriff eines Teilnetzes ein:
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4.15. DEFINITION. Seien (A, <) und (B, <) zwei partiell geordnete Mengen. Eine Ab-
bildung ¢ : B — A heifit kofinal, falls zu jedem o € A ein 3, € B existiert, so dafi fiir alle
B = Ba gilt a < p(5).

Sind (z4)aea und (yg)ses zweil Netze in einer nicht leeren Menge X. Wir nennen
(ys)pen ein Teilnetz falls yg = w5 fiir eine kofinale Abbildung ¢ : B — A und alle
g € B gilt.

Eine Teilfolge einer Folge ist stets auch ein Teilnetz. Jedoch mufl ein Teilnetz einer
Folge keine Teilfolge sein.
Wie bei Folgen und Teilfolgen gilt:

4.16. SATZ. Ist (x4)aea €in in einem topologischen Raum (X, T) gegen einen Punkt
a € X konvergentes Netz, so konvergiert auch jedes Teilnetz von (T4)aca gegen a.

BEWEIS. Sei (yg)sep ein beliebiges Teilnetz und sei ¢ : B — A die entsprechende
kofinale Abbildung. Ist U eine beliebige Umgebung U von a in (X, 7). Wegen z, — a
gibt es ein oy € A mit x, € U fiir alle @ > . Da ¢ kofinal ist, gibt es ein 3y € B mit
ay < p(B) fiir alle B = fBy. Also folgt ys = x,s € U fiir alle 3 € B mit 8 = B, und es
gilt y3 — a. U

Auch der Begriff des Haufungswertes 1a8t sich auf Netze iibertragen:

4.17. DEFINITION. Sei (Z4)aca ein Netz in einem topologischen Raum (X, 7). Ein
Punkt a € X heifit Haufungswert von (x4)aca, falls es zu jedem o € A und jeder Umge-
bung U von a ein 3 € A existiert mit a <  und z3 € U.

4.18. SATZ. Sei (x4)aca €in Netz in einem topologischen Raum (X, 7). Fir einen
Punkt a € X sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) a ist ein Haufungswert von (Tq)ach-
(b) FEs gibt ein gegen a konvergentes Teilnetz von (T4 )aca -

BEWEIS. Sei a ein Haufungswert von (x,)aca. Wir setzen B := A x {U(a), wobei (a)
wieder die Menge aller Umgebungen von a in (X, 7) bezeichne. B ist partiell geordnet
vermoge

(o1, U7) = (ag,Us) <= (qy < und Uy CUy)

fir alle (aq,U), (a2,Us) € B. Nach Definition des Héufungswertes gibt es zu jedem
(a,U) € B ein (o, U) € A mit a < p(a, U) und 24,0y € U. Die Abbildung ¢ : B — A
ist also kofinal und (zy (1)) (a,0)eB ist ein gegen a konvergentes Teilnetz von (4 )aca-

Es gebe nun ein gegen a konvergentes Teilnetz (yg)sep von (24 )aca- Sei ¢ : B — A die
entsprechende kofinale Abbildung und sei U eine beliebige Umgebung von a und o € A
beliebig. Dann gibt es ein 3; € B, mit y3 = x5 € U fiir alle 8 > ;. Da A gerichtet ist,
gibt es ein a; € A mit g < ag und ¢(F1) < 3. Da ¢ : B — A kofinal ist, gibt es zu ay
ein By € B mit oy < ¢(0) fiir alle 5 > [Gy. Da B gerichtet ist gibt es schlielich ein g, € B
mit Gy < B, und B < fB,. Insbesondere gilt yg, = x,5,) € U und ag < ¢(B;). Also ist a
ein Haufungswert von (z,)aca- O

4.19. SATZ. Fir einen topologischen Raum (X, T) sind dquivalent:

(a) (X, 7) ist kompakt.
(b) Jedes Netz in X hat ein in (X, T) konvergentes Teilnetz.
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BEWEIS. Sei (X, 7) kompakt und sei (24 )aca ein beliebiges Netz in X.

Annahme: (x4)aea hat kein konvergentes Teilnetz und somit nach Satz 4.18 auch
keinen Haufungswert. Dann gibt es zu jedem xz € X eine Umgebung V, von x und ein
a, € A mit x, ¢ V, fir alle & > a,. Nach Definition der Umgebung gibt es dann auch
eine offene Menge U, C V, mit x € U,. Diese erfiillt dann ebenfalls z,, ¢ U, fiir alle
a > ag. Aus der offenen Uberdeckung (Uyz)zex konnen wir wegen der Kompaktheit von
(X, 7) eine endliche Teiliiberdeckung U,,, ..., U,, auswéhlen. Da A gerichtet ist, gibt es
ein @ € A mit a,; < « fiir j =1,...,n. Hieraus erhilt man den Widerspruch

xagéOUmj:X.
j=1

Die Annahme war also falsch. Daher hat (z4)qes €inen Haufungswert.

Fiir die Riickrichtung machen wir die Annahme: (b) ist erfiillt, aber (X, ) ist nicht
kompakt. Dann gibt es eine offene Uberdeckung (U;)ier von X, die keine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Die Menge F(I) der endlichen Teilmengen von [ ist eine durch die Inklu-
sion C teilweise geordnete, gerichtete Menge. Da (U;);e; keine endliche Teiliiberdeckung
besitzt, gilt:

(4.1) VF e F(I) Fupe|JU.
ieF

Nach Voraussetzung hat das hierdurch definierte Netz (zp)per(r) einen Haufungswert
a€X.

Die Menge I, := {i € I'; a € U;} ist nicht leer, da (U;);c; eine offene Uberdeckung von
X ist. Sei nun k € I, beliebig. Dann ist {k} € F(I). Nach Definition des Hiufungswertes
gibt es zu der Umgebung Uy, von a ein F' € F(I) mit {k} C F' (d.h. mit ¥ € F) und
zp € Uy. Dies steht im Widerspruch zu (4.1). Also mufl (X, 7) doch kompakt sein. [

4.20. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit lokalkompakt, falls jeder Punkt
aus X eine kompakte Umgebung besitzt.

4.21. BEISPIELE. (a) Jeder kompakte topologische Raum ist natiirlich auch lokalkom-
pakt.

(b) RY und C" sind, versehen mit der euklidischen Topologie lokalkompakt aber nicht
kompakt.

(c) Ist X eine Menge, so ist X - versehen mit der diskreten Topologie - lokalkompakt,
da fiir jedes x € X die Menge {x} eine kompakte Umgebung von z ist.

4.22. SATz. Ist (X, 1) ein lokalkompakter Hausdorffraum, so besitzt (X, 7) eine Um-
gebungsbasis von kompakten Mengen.

BEWEIS. Sei z ein beliebiger Punkt in X. Wir miissen zeigen, dafl jede Umgebung
von z eine kompakte Umgebung von z enthélt. Sei also U eine beliebige Umgebung von
zin (X, 7). Da (X, 7) lokalkompakt ist, besitzt x eine kompakte Umgebung K. Dann ist
auch UN K eine Umgebung von = enthélt also eine offene Menge G mit x € GG. Die Menge
K\ G = Kn(X\G) ist eine abgeschlossene Teilmenge von K und daher nach Folgerung
4.4 kompakt mit = ¢ K \ G. Nach Satz 4.3 gibt es dann offene Mengen V,W € 7 mit
VAW =0,zeV, K\GCW.Dann ist GNV eine offene Umgebung von x, K \ W ist
kompakt und es gilt

reGNVCK\WCGCU.

K\ W ist also eine kompakte in U enthaltene Umgebung von z. U
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4.23. SATZ (Alexandroffsche Einpunktkompaktifizierung). Zu jedem lokalkompakten
Hausdorffraum (X, 7) gibt es einen bis auf eine Homdomorphie eindeutige bestimmten
kompakten Hausdorffraum (X, 7o), der einen Punkt enthdlt, den wir mit oo bezeichnen,
so daff X = X, \ {00} versehen mit der Unterraumtopologie homdomorph zu (X, T) ist.
Ist (X, 7) nicht kompakt, so ist X dicht in (Xoo, Too).

BEWEIS. (a) Ezistenz: Wir definieren X, := X U {oo}, wobei oo ein nicht in X
enthaltener Punkt sei, und 7, := 7 UU,, wobei

Uy = {Xs \ K; K ist kompakte Teilmenge von (X, 7)}.

Offensichtlich ist Xoo = X \ 0 € Uso C 7oo und @ € 7 C 7o
Ist (Xoo \ K)ier, I # 0, eine beliebige Familie aus Uy, K; C X kompakt fiir alle ¢ € I,
so ist ihre Vereinigung

U\ K = X\ [ Ki € Usx

iel i€l
da beliebige Durchschnitte von kompakten Mengen nach Folgerung 4.4 kompakt sind. Ist
I ={1,...,n} endlich, so hat man

ﬂX\K =X\ | J K €Uy,

: j:l
da endliche Vereinigungen von kompakten Mengen kompakt sind. Aus der Definition
der Topologie folgt ferner, dal beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte von

Mengen aus 7 wieder in 7 liegen.
Ist nun G C 7, beliebig mit G NU, # O und mit G N7 # (), so folgt

Uc= | GuU |J G=(X\K)UGo =X\ (KN (X\Gy))

Geg GeGNUso Gegnr

mit einer in (X, 7) kompakten Menge K und einer offenen Menge Gy € 7. Da K N
(X \ Gy) als Durchschnitt einer kompakten Menge mit einer abgeschlossenen Menge nach
Folgerung 4.4 kompakt in (X, 7) ist folgt (Joeg € Uoo € Too-

Ist schlieflich G = U;.Lzl G endlicher Durchschnitt von Mengen aus 7., mit G; € 7 fiir
wenigsten ein j € {1,...,n}, Soist G von der Gestalt G = (X \ K)NGo = (X \K)NG
mit einer 7-kompakten Menge K C X und einer 7-offenen Menge G,. Da X \ K als
Komplement der nach Folgerung 4.4 abgeschlossenen Menge K offen in (X, 1) ist, folgt
GeTCTw

Damit ist gezeigt, dafl 7., eine Topologie auf X, ist. Die von 7., auf X induzierte
Unterraumtopologie stimmt offensichtlich mit 7 {iberein.

Die Topologie 7, ist separiert: Sind x,y € X mit x # y, so gibt es wegen der Separiert-
heit von 7 offene Mengen G,,G, € T C 7o mit x € G, y € G, und G,NG, = 0. Istx € X
und y = 00, so beachten wir, dal x in (X, 7) eine kompakte Umgebung K besitzt, da X, 7)
lokalkompakt ist. K ist auch Umgebung zu = in (X, 7o) (Wegen o € int K € 7 C 7).
Nach Definition von 7, ist X, \ K eine zu K disjunkte Umgebung von y = oo

Ist nun (U;);es eine beliebige offene Uberdeckung von X, so gibt es ein k € [ mit
o0 € U. Dann hat Uy, die Gestalt U, = X, \ K mit einer in (X, 7) kompakten Menge K.
Es folgt

K=Kn{JUu=Kn{JUnx)c|JUinX).
iel iel iel
Da die Mengen U; N X offen in (X, 7) sind, gibt es wegen der Kompaktheit von K endlich
viele 41, ...,1, € I mit K C U;; U---UU;, und es folgt X, = Uy UK = U,UU;, U---UU;, .
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Damit ist gezeigt, daB jede offene Uberdeckung von X, eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt, d.h. daB8 (X, 7;) ein kompakter topologischer Raum ist.

Wegen Lemma 4.4 ist X genau dann in (X, 7o) abgeschlossen, wenn X kompakte
Teilmenge von (X, 7o) ist. Da 7 mit der von 7., auf X induzierten Unterraumtopologie
iibereinstimmt, mufl dann (X, 7) ein kompakter topologischer Raum sein. Ist (X, 7) also
nicht kompakt, so ist die Abschliefung X von X in (Xu, 7o) von X verschieden, muf
also mit X, iibereinstimmen.

(b) Bindeutigkeit: Sei auch (X, 7. ) ein Raum mit den Eigenschaften des Satzes und
X'’ ein in der von 7., induzierten Unterraumtopologie 7’ zu (X, 7) homdmorpher topolo-
gischer Teilraum, so dal X/ \ X’ = {0’} mit einem nicht in X’ liegenden Punkt oo’
Ist f: (X,7) — (X’,7") eine Hom6omorphie, so definieren wir F' : X, — X/ durch
F(z) := f(z) fiir alle x € X und F(c0) := 00’. Dann ist F' bijektiv und F sowie F~! sind
in allen Punkten aus X bzw. X’ stetig, da f und f~! stetig sind. Ist U’ eine offene Um-
gebung von od’, so ist K’ := X!\ U’ abgeschlossen in (X!, 7. ) also nach Folgerung 4.4
kompakte Teilmenge von X’. Da f~! auf X’ in der Unterraumtopologie stetig ist, ist auch
FYK') = f7Y(K') in (X, 7) kompakt und somit F~'(U’) = X, \ F~}(K’) eine offene
Umgebung von oo in (X, 7o ). Also ist F' auch in oo stetig. Ist U eine beliebige offene
Umgebung von oo in (Xe, Tao), S0 ist U = X, \ K fiir eine kompakte Teilmenge K von
(X, 7). Wegen der Stetigkeit von f, ist dann f(K) kompakt und daher auch abgeschlos-
sene Menge in (X’,7) und somit (F~1)"}(U) = F(U) = F(Xs \ K) = X/_\ f(K) eine
offene Umgebung von oo’ in (X’ _,7..). Also sind F und F~! auf X, bzw. X/_ stetig, d.h.
F ist eine Homoomorphie. Il

Sei nun (K, 7) ein kompakter topologischer Raum und (X, d) ein metrischer Raum.
Wir definieren auf der Menge C'(K, X) aller auf K stetigen X—wertigen Funktionen eine
Metrik dx durch

dx(f,g) =supd(f(t),9(t)) (f,g€ C(K,X)).

teK
Sind némlich f,¢g € C(K, X), so ist die durch (f, g)(t) := (f(¢),9(t)), t € K, definierte
Funktion (f,g) : K — X x X stetig, wenn wir X x X mit der durch
dy((z,y), (u,0)) = d(z,u) +d(y,v)  ((z,y), (w,v) € X x X)
definierten Produktmetrik versehen. Da d : X x X — R stetig ist (vergl. [1], Teil (c) der
Bemerkung vor Lemma 8.10), die Kompaktheit und Beschrianktheit von

{d(f(t),9(t); t € K}

nach Folgerung 4.8 (als stetiges Bild des kompakten topologischen Raums K unter der
stetigen Abbildung dy o (f,g) : K — R). Insbesondere ist also dg(f,g) < oo fiir alle
f,g € C(K, X). Die Metrikeigenschaften (M1)-(M3) zeigt man durch direkte Rechnung.

4.24. SATZ. Sei (K, T) ein kompakter topologischer Raum und sei (X, d) ein vollstindi-
ger metrischer Raum. Dann ist der metrische Raum (C(K, X),d) vollstindig.

BEWEIS. Sei (f,)22, eine beliebige Cauchyfolge in (C(K, X),dk). Wegen
d(fa(s), fm(s)) < supd(fu(t), fm(t))  firalles € K, n,e N
tek

ist fiir alle s € K die Folge (f,(s))>2, eine Cauchyfolge in (X, d) und daher konvergent

gegen einen Wert f(s) € X. Hierdurch ist eine Abbildung f : K — X definiert. Sei nun
€ > 0 beliebig. Dann gibt es ein ng € N mit

Vse K Vnm>ng:  d(fa(s), fu(s) <

Wl ™M™
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Mit m — oo folgt wegen der Stetigkeit der Metrik d:
Vs€ K Vn>ng:  d(fu(s), f(s)) <

Wl M

und damit insbesondere

(4.2) Vn > ng: sg}g d(fn(s), f(s)) < % ,
d.h.
(4.3) lim sup d(f,(s), f(s)).

n—00 seK
Sei nun t € K beliebig und ¢ > 0 sowie ng € N mit (4.2). Wegen der Stetigkeit von f,, in
t gibt es eine Umgebung U von ¢ in (K, 7) mit

Vs e U : d(fro(8), fro(t)) <

Wl M

Es folgt also
VseU:  d(f(s), f(1)) <d(f(s), fuo(5)) + d(funs (), [y (1)) + d(fy (), £ (1))
€ € €
Sg + g + g = €.
Also ist f € C(K,X) und wegen (4.3) gilt f = lim, . f, in (C(K, X), dk). O

Eine Teilmenge eines topologischen Raums, deren Abschliefung kompakt ist, heifit
relativkompakt.

Eine Familie H von stetigen Abbildungen von einem topologischen Raum (Y, 7) in
einen metrischen Raum (X, d) heifit gleichstetig in einem Punkt yo € X, falls es zu jedem
e > 0 eine Umgebung U von yg in (Y, 7) gibt mit

VyeU VYheH: d(h(y), h(yo)) < €.
Ist H in allen Punkte y € Y gleichstetig, so sagen wir: H ist auf Y gleichstetig.

4.25. SATZ VON ARZELA—-ASCOLI. Sei (K, T) ein kompakter topologischer Raum und
(X,d) ein vollstandiger metrischer Raum. Fir H C C(K, X) sind die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) H ist relativkompakt in (C(K,X),dk).
(b) H erfillt die beiden folgenden Bedingungen:
(1) Fir allet € K ist H(t) :=={h(t); h € H} relativkompakt in (X,d).
(ii) H st gleichstetig.
BEWEIS. “(a) = (b)”: Sei also H relativkompakt und somit H kompakt in (C(K, X), dr).

Ist t € K beliebig, so ist die Punktevaluation ¢, : (C(K, X),dk) — (X,d), f — f(t) in ¢,
wegen

d(d:(f), 0:(9)) = d(f(t),9(t)) < dk(f,g)  fiiralle f,g € C(K, X)
stetig. Also ist H(t) = §;(H) kompakt und H(z) C H(t) somit relativkompakt in (X, d).
Damit ist (i) gezeigt.

Annahme: (ii) ist nicht erfillt, d.h. es gibt ein ¢y € K und ein gy > 0, so daf fiir alle U €
$U(to) eine Funktion hy € H und ein Punkt ¢y € U existiert mit d(hy(to), hu(tv)) > €o.
U(to) ist gerichtet beziiglich der durch U XV : <= V C U gegebenen Ordnungsrelation.
Da H kompakt ist, besitzt das Netz (hv)veuto) ein beziiglich dx gegen eine Abbildung

h € H konvergentes Teilnetz (f,)aca mit assoziierter kofinaler Abbildung ¢ : A — (t).
Wegen der Stetigkeit von h in ty gibt es eine Umgebung U, von t; mit

VteUy:  d(h(te,t) < %0
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Wegen f, — h gibt es ein a € A mit p(a) C Up und dg(fo, h) < 3. Es folgt

d(hso(a) (o), (o) (teo(a))) =d(fa(to), fa(teo(a)>)
<d(fa(to), h(to)) + d(h(to), h(ty())) + d(hte(a)); fa(tp@))
SdK(fav h) + d(h(to), h(t@(a)» + dK(h7 fa>

im Widerspruch zur Definition der Funktionen hy und der Punkte ¢y, U € U(to).
“(b)==(a)”: Eine direkte Uberlegung zeigt, daB die Eigenschaften (i) und (ii) erhalten
bleiben, wenn wir bei H zur AbschlieBung iibergehen. Wir setzen daher im weiteren ohne
Einschrénkung voraus, dafl H abgeschlossen ist.
Sei (hq)aca €in beliebiges Netz in H. Wir zeigen, daBl (h,)aca €in gegen eine Abbildung
h € H konvergentes Teilnetz besitzt. Nach Satz 4.19 folgt dann die Kompaktheit von H.
Wegen (i) ist H(t) kompakt fiir alle t € K. Nach dem Satz von Tychonoff ist dann auch

das topologische Produkt [], . H(t) kompakt. Daher besitzt das Netz ((h'a(t))teK)aeA

ein in der Produkttopologie gegen ein (f(t))iex € [l,e « H(1) konvergentes Teilnetz
((f5(t))iex) sep- Nach Aufgabe 3.3 ist dieses Teilnetz komponentenweise konvergent. Wie
in Aufgabe 2.5 gezeigt wurde, ist daher fiir alle ¢ € K das Netz (f3(t))sep ein Cauchynetz
in (X,d).

Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit von H gibt es
zu jedem t € K eine offene Umgebung U; von ¢ mit

(4.4) VscU, VYheH:  dht),h(s)) < % .
Aus der offenen Uberdeckung (Up)iex von K konnen wir wegen der Kompaktheit von
K eine endliche Teiliiberdeckung Uy,, ..., U, auswéhlen. Da das Netz (f3(t;))ger ein
Cauchynetz in (X, d) ist, gibt es ein 5; € B mit

(4.5) VBB d(falty) fit) < <

(j=1,...,m). Da B gerichtet ist, gibt es ein §, € B mit 3; < ff fiir alle j = 1,...,m.
Sei nun ¢ € K beliebig. Dann gibt es ein j € {1,...,m} mit ¢t € U,. Fiir alle 3,y € B
mit Gy < f und Fy < 7 folgt dann mit (4.4) und (4.5):

d(fa(t), £,(t)) <d(f5(t), f5(t;)) + d(fs(t;), £+ (t;)) + d(f,(t)), £+(2))
E € € 11
<§ + Z + g = E&.

Also gilt fiir alle 3,7 > [y:

e £) = sup (a0, (1)) < 5 <=

12
(f3)per ist also ein Cauchynetz in dem nach Satz 4.24 wegen der Vollstandigkeit von
(X, d) vollstindigen metrischen Raum (C(K, X),dk) und daher nach Aufgabe 2.5 (b)
konvergent in (C(K, X),dk) gegen eine Abbildung h € C(K, X). Da jede Umgebung von
h Punkte aus H enthilt, liegt h in H = H. O

Man beachte, dafl im Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli die Kompaktheit von K
und die Vollstdndigkeit von (X, d) nur fiir den Beweis der Implikation (b)==-(a) benétigt
wurde.
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Im Fall das X = KV (mit K = R oder K = C) versehen mit der euklidischen Metrik
ist, ist eine Teilmenge von K" genau dann relativkompakt, wenn Sie beschriankt ist. Wir
erhalten also:

4.26. FOLGERUNG. Ist (K,T) ein kompakter topologischer Raum und sei C(K,KY)
versehen mit der Supremumsnorm || - | x. Fiir eine Teilmenge H C C(K,KN) sind dqui-
valent:

(a) H ist kompakt in (C(K,KN), |- [lx)

(b) H ist punktweise beschrinkt, gleichstetig und abgeschlossen.

(c) H ist beschrinkt in dem Banachraum (C(K,KN), |- |lx), gleichstetig und abge-
schlossen.

BEWEIS. (c)==(b) ist offensichtlich. (b)==-(a) gilt dem Satz 4.25 von Arzela-Ascoli
und (a)==(c) folgt aus der Tatsache, dafl in einem normierten Raum jede kompakte
Teilmenge schon beschrinkt und abgeschlossen ist und die Gleichstetigkeit nach dem
Satz 4.25 von Arzela-Ascoli gilt. O

Ubungsaufgaben zu Kapitel 4.

Sei K =R oder K = C. Fiir o > 0 sei M, :=[[,—{z € K; |z| <k}

4.1. AUFGABE. Fiir welche a > 0 ist M,, eine kompakte Teilmenge von
(@) ()l llee)  bzw. (b)) (C(N),[-[2)?

4.2. AUFGABE. Seien Kj,..., K, endlich viele kompakte Teilmengen eines topologi-
schen Raums (X, 7). Zeigen Sie, daf§ dann auch K; U...U K,, kompakt in (X, 7) ist.

4.3. AUFGABE. Sei f: K — R eine stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten
topologischen Raum (K, 7) und sei (fa)aca €in punktweise auf K gegen f konvergentes
Netz (d.h. mit f,(x) — f(x) fir alle z € K). Es gelte

Va,3 € A a<pf=VreK: foz)< fs(x).

Zeigen Sie, daB (f,)aea dann schon gleichméflig auf K gegen f konvergiert.
Hinweis: Betrachten Sie fiir € > 0 die Mengen U, := {z € K;0 < f(x) — fo(x) < €}.

4.4. AUFGABE. Sei (X, 7) ein lokalkompakter Hausdorffraum und seien G1,Gy € X
offene Teilmangen von X. Zeigen Sie, dafi dann auch G; \ G2, versehen mit der Relativ-
topologie von 7, ein lokalkompakter Hausdorffraum ist.

4.5. AUFGABE. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit folgenkompakt, falls jede Folge
aus X eine in (X, 7) konvergente Teilfolge besitzt. Zeigen Sie, dafl ein abzdhlbares to-
pologisches Produkt von folgenkompakten topologischen Rdumen wieder folgenkompakt
ist.

Hinweis: Diagonalfolgenverfahren.

4.6. AUFGABE. Sei (X, 7) ein lokalkompakter Hausdorffraum. Zeigen Sie, dafl es zu

jeder kompakten Teilmenge K von X eine offene Menge G C X und eine kompakte Menge
H C gibt mit K CGCH.
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4.7. AUFGABE. Ein topologischer Raum (X, 7) heif3t abzihlbar im Unendlichen, falls X
eine abzihlbare Vereinigung kompakter Mengen ist. Zeigen Sie: Fiir einen lokalkompakten
Hausdorffraum (X, 7) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) (X, 7) ist abzéhlbar im Unendlichen.

(b) Der Punkt oo hat in der Alexandroffschen Einpunktkompaktifizierung von (X, 7)
eine abzdhlbare Umgebungsbasis.

(c¢) (X,7) hat eine kompakte Ausschopfung, d.h. Es gibt eine Folge (K,,)5, von
kompakten Teilmengen von X mit

VneNg: K, Cint(K,1) CX =] K.

k=0

Die folgende Aufgabe zeigt, daf in Folgerung 4.4 auf die Voraussetzung der Separiert-
heit nicht verzichtet werden kann.

4.8. AUFGABE. Sei X := {z € C; |z| < 1} versehen mit der euklidischen Topologie.
Wir definieren auf X eine Aquivalenzrelation ~ durch

|z| = |w| falls |z] <1

zow: =
{z:w falls |z| = 1.

und versehen den zugehorigen Quotientenraum X/ mit der Quotiententopologie 7... Zei-
gen Sie:
(a) (X/~, 7o) ist ein T;-Raum aber kein To-Raum.
(b) (X/~,7~) ist kompakt.
(c) Ist 7 : X — X/ die kanonische Surjektion, so ist 7 eine offene Abbildung (bildet
also offene Teilmengen von X auf offene Teilmengen von (X/.,7.) ab.
(d) Sind 21,22 € X zwei voneinander verschiedene Punkte mit |z;| = |z2| = 1, so
gibt es kompakte Umgebungen V; von 7(z;), 7 = 1,2, deren Schnittmenge nicht
kompakt in (X/.,7.) ist.

4.9. AUFGABE. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Abbildung f : X — R heifit
nach oben bzw. nach unten halbstetig, x € X, falls es zu jedem ¢ > 0 eine Umgebung U
von z gibt mit f(y) < f(x) + ¢ (bzw. f(y) > f(z) —¢) fiir alle y € U. f heifit nach oben
(bzw. nach unten) halbstetig auf X, falls f in allen Punkten von X halbstetig ist. Zeigen
Sie: Ist (X, 7) kompakt, so gibt es zu jeder nach oben (bzw. nach unten) halbstetigen
Funktion f: X — R ein zp € X mit f(xo) = sup f(X) (bzw. mit f(z) = inf f(X)).

Die folgende Aufgabe zeigt, dafl in Satz 4.22 auf die Voraussetzung der Separiertheit
nicht verzichtet werden kann.

4.10. AUFGABE. Sei X = [0, 1] versehen mit der Topologie
7:={0, X} U{[0,1)\ A; A ist abzéhlbare Teilmenge von X}
Zeigen Sie:
(a) (X, 1) ist kompakt.
(b) Die in (X, 7) offene Menge G := [0, 1) enthélt fiir kein = € [0,1) eine kompakte
Umgebung von .
4.11. AUFGABE. Sei X = [0, 1] versehen mit der Topologie
7:={0,X}U{[0,1)\ A; A ist abzdhlbare Teilmenge von X}

Zeigen Sie:
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(a) (X, 7) ist kompakt.
(b) Die in (X, 7) offene Menge G := [0,1) enthélt fiir kein € G eine kompakte
Umgebung von .



