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KAPITEL 1

Die I'-Funktion

1. Geschichte der '-Funktion

Anhand der Geschichte der Gammafunktion kann man in besonderer Weise die Ent-
wicklung der Analysis in den letzten 250 Jahren verfolgen und erkennen. Mathematische
Begriffe, wie zum Beispiel der der Gammafunktion, sind keine starren Objekte. Sie er-
fahren hiufig mannigfaltige Verdnderungen. Sie werden angepaflt, prézisiert, erweitert,
charakterisiert, verallgemeinert und gewinnen oder verlieren im Laufe der Zeit an Bedeu-
tung.

1.1. Problemstellung und Vorgeschichte. Wenn man die Folge (s,)5°, betrach-
tet mit

s1:=1, s9:=142, s3:=14+2+3,..., s,:=14+2+---+n, (1.1)
fir die s,41 = s, + n+ 1 fiir alle n € N gilt, so sieht man mit einem elementaren
Induktionsbeweis

1
5n = @ (n € N). (1.2)

Dies ist fiir die Berechnung von s,, bei groen n € N sehr niitzlich. Die rechte Seite in (1.2)
ist nun fiir alle reellen Zahlen n € R, ja sogar fiir alle alle komplexen Zahlen definiert, so
daBl wir z.B.

J 1 N 1.
=— und s; ;= —=+ =
81/2 3 u S 5 22
bilden kénnen.
Interpolationsprobleme traten im siebzehnten und beginnenden achtzehnten Jahrhun-

dert héufiger auf: Interpolationspolynome waren in England intensiv studiert worden,
schon wegen ihrer praktischen Bedeutung z.B. beim Umgang mit Tafeln.

Isaac Newton (1643-1727) fiihrte 1676 die Definitionen

ein, wodurch der Ausdruck a™ einen Sinn, nicht nur fiir natiirliche Zahlen, sondern fiir
alle rationalen Zahlen erhielt.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) betrachtete (wéhrend seiner Zeit als Leiter
der Wolfenbiitteler Bibliothek) hohere Ableitungen, fiir die er die Notation d" einfiihrte,
und stellte fest, dafl sich dieser Kalkiil &hnlich wie die Potenzbildung verhélt. In Briefen
an Johann 1 Bernoulli’ und an Guillaume Francois Antoine de I'Hospital® (1661-1704)
demonstrierte er dies mit der nach ihm benannten Leibnizregel:

d"(ry) = Z (?) Ao d"_jy in Analogie zu (z + y)" = Z (?) :pjy"_j.
j=0 =

Briefe vom 6/16 Mai und 20/30 Oktober 1695 in [69)].
2Brief vom 30. September 1695 in [68].
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Er identifizierte d~* mit [ und d™" mit dem iterierten Integral und versuchte® dem Aus-
druck d" fiir alle reellen Zahlen n einen Sinn zu geben, ein Problem, welches erst weit iiber
100 Jahre spéter zufriedenstellend gelost wurde. In dem Brief an de I’'Hospital schreibt er

“Il y a de lapparence qu’on tirera un jour des consequences bien utiles
de ces paradoxes,car il n’y a guere de paradoxes sans utilité.”

Die Entwicklung des fraktionalen Differential- und Integralkalkiils im 19. und 20. Jahr-
hundert hat ihm recht gegeben.

Ersetzt man in (1.1) die Addition “+” durch die Multiplikation “”, so ist nicht so
ohne weiteres klar, was eine analog zu (1.2) sinnvolle Darstellung fiir die Zahlen

=1, nl:=1-2-...n mit (n+1)!:=(n+1)-n! (neN)
sein konnte und in welcher Weise man z.B. dem Ausdruck ( %)' einen Sinn geben koénnte.

John Wallis (1616-1703) war urspriinglich Kaplan und als Mathematiker weitgehend
ein Autodidakt. Er war ein hervorragender und erfolgreicher Kryptoanalytiker (wihrend
des Biirgerkriegs auf Seiten der Republikaner) und war einer der Mitbegriinder der Royal
Society of London. 1649 erhielt er den Savilian-Lehrstuhl in Oxford. Seine mathemati-
schen Arbeiten beeinflufiten viele Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts, unter ih-
nen insbesondere auch Isaac Newton. In seinem mathematischen Hauptwerk Arithmetica
infinitorum, Oxford 1656, behandelte er in dem letzten Teil das Problem der Quadratur
des Kreises. Nach [12, 25, 99] berechnete er fiir p € N, ¢ € Ny die Ausdriicke (in heutiger
Notation)

1 (p+q)
f(p,q) = = : 1.3
(r.9) fol(l — z/P)adx plq! (13)
Interessiert war er natiirlich besonders an dem Wert

f(l 1 1 4

72 T Cara T

Nach einigen bemerkenswerten aber nicht rigorosen Schliissen kam er zu der nach ihm
benannten Produktdarstellung®

= .
=+

Der Schotte James Sterling (1692-1770) versuchte es mit Newton-Interpolation. Da
es sich um unendlich viele Interpolationspunkte handelte, kam er auf eine unendliche
Interpolationsreihe

fot filz =1+ folx —1)(x —2) + fas(z — D)(z —2)(x —3) + ...,

die aber nicht konvergent war. Er daher schlug vor, statt dessen log n! zu interpolieren. Die
Konvergenz der entsprechenden Interpolationsreihe wurde erst 1900 von Charles Hermite
(1822-1901) gezeigt. Stirling hétte mit seinen damaligen Mitteln einen entsprechenden

3Briefe an Johann 1 Bernoulli (vom 28. Dezember 1695 in [69]), de I'Hospital (vom 30 September
1695 in [68]) und Wallis (vom 28. Mai 1697 in [70]).

4Wallis verwendete ein Quadrat (O zur Abkiirzung von %. Die Bezeichnung 7 fiir das Verhéltnis von
Umfang zu Durchmesser eines Kreises wurde von William Jones (1675-1749) in seinem Buch Synopsis
Palmariorum Mathesos: or a New Introduction to Mathematcs, London 1706, verwendet, setzte sich aber
zundchst nicht durch.
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Konvergenzbeweis auch gar nicht fithren kénnen. Man mufl bedenken, dafl zu seiner Zeit
der Begriff der Konvergenz noch nicht ausreichend prézisiert worden war.

Der in England lebende, gebiirtige Franzose Abraham de Moivre (1667-1754) (insbe-
sondere auch fiir seine Beitrige zur Wahrscheinlichkeitstheorie bekannt) und James Stir-
ling hatten auch Approximationen von Binomialkoeffizienten und logn! fiir grofle n € N
erhalten.

1.2. Die Eulersche Einfithrung der Gammafunktion. Nach seiner Riickkehr
von einer ausgedehnten Reise zu mehreren européischen Hofen, an der er inkognito teil-
genommen hatte, begann Zar Peter 1. (1672-1725) im Jahr 1698 mit umfangreichen Re-
formen in Ruflland mit u.a. der Einfithrung westlicher Kleider- und Barttracht, Schaffung
neuer Behorden und Abschaffung der alten Zeitrechnung. In diesem Rahmen wurde, wie
der russische Mathematikhistoriker Juschkewitsch in [57] schildert auch der endgiiltige
Ubergang von der damals in RuBland (wie im gesamtem byzantinischen kulturellen Ein-
flubereich) noch weithin iiblichen alphabetischen Zahlenschreibweise zur positionellen
Dezimaldarstellung mit den indo-arabischen Ziffern vollzogen. Noch 1682 erschien eine
Multiplikationstafel bis 100 x 100 unter dem Titel Bequemes Rechnen, mit dessen Hil-
fe jeder kaufende oder verkaufende Mann sehr bequem die Anzahl aller Dinge aufsuchen
kann in der alphabetischen Zahlenschreibweise. Erst 1714 wurde diese Tabelle in Peters-
burg unter Verwendung der neuen Zahlenschreibweise neu herausgegeben.

Am 2. Februar 1724 unterzeichnete Zar Peter 1. einen Erlafl zur Griindung einer Aka-
demie, die er zwar selbst nicht mehr erlebte, die aber von seiner Witwe Katharina I.
in seinem Sinne vollzogen wurde. Angeregt zu dieser Griindung war er besonders durch
Gottfried Wilhelm Leibniz, der den Zar dreimal zwischen 1711 und 1716 getroffen hatte
und 1712 zum russischen Geheimen Justizrat ernannt wurde (mit einem Jahresgehalt von
1000 Talern).

Die hervorragendsten Wissenschaftler Europas wurden zur Mitarbeit an der neuen
Akademie eingeladen. Johann I. Bernoulli (nach dem Tod von Leibniz im Jahr 1716 und
Newtons altersbedingten Riickzugs von der Mathematik der beriihmteste Mathematiker
Europas) lehnte zwar eine Berufung ab, an seiner Stelle gingen seine beiden Sohne Ni-
klaus II. (1695-1726) und Daniel Bernoulli (1700-1787) auf Empfehlung von Christian
Wolff (der ebenfalls abgelehnt hatte) sowie ihr &lterer Landsmann Jakob Herrmann 1725
nach Petersburg. Erster stéandiger Sekretéar der jungen Akademie war Christian Goldbach
(1690-1764) von 1725 bis 1728. Sowohl Daniel Bernoulli als auch Christian Goldbach
versuchten sich an dem Interpolationsproblem der Fakultdtenfolge. Auf Empfehlung der
Briider Bernoulli und ihres Vaters mir Unterstiitzung von Goldbach erhielt 1727 der da-
mals zwanzigjéhrige Leonhard Euler (15.04.1707-18.09.1783) eine Stelle als “éleve” (spéater
als Adjunkt bezeichnet).

Leonhard Euler® war Sohn des reformierten Pfarrers Paulus Euler. Nach Privatunter-
richt bei seinem Vater besucht Leonhard Euler die Lateinschule in Basel. Da die Mathe-
matik an dieser Schule auf Antrag der Biirgerschaft als Lehrfach gestrichen war (trotz
vehementer Proteste von Johann Bernoulli) erhielt Leonhard Euler daneben noch Privat-
unterricht in Mathematik von dem jungen Theologen Johannes Burckhardt (1691-1743).
Mit dreizehn Jahren (damals durchaus normal) wird er an der Baseler Universitét einge-
schrieben. 1723 legte er sein Magisterexamen ab und immatrikulierte sich anschlielend,
dem Wunsch seines Vaters entsprechend an der theologischen Fakultdt. Seine Interessen
galten jedoch weiterhin besonders der Mathematik. Durch seinen Studienfreund Johann II.

Fellmann und Thiele haben in [35, 100] ausfiihrliche Biographien Eulers gegeben. Zu Eulers erster
Petersburger Periode siehe auch die Arbeit [18] von Carlinger.
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Bernoulli (1710-1790) erhielt er Zutritt zu dessen Vater Johann Bernoulli, dessen Vorlesun-
gen er verfolgte. Sein Eifer und Erfolg erregte die besondere Aufmerksamkeit von Johann
Bernoulli, der ihm schliellich Samstags privatissime weiterunterrichtete und forderte. Die
beiden ersten Publikationen von Euler, die er im Alter von achtzehn bzw. neuzehn Jahren
verfafite (erschienen 1726 und 1727), schlieen an Untersuchungen von Johann Bernoulli
an. An einer 1726 6ffentlich gestellten Preisfrage der Pariser Akademie iiber die giinstigste
Bemastung eines Schiffes beteiligte er sich mit einer Abhandlung, die ihm einen zweiten
Preis einbrachte. Mit einer Dissertation iiber den Schall bewarb er sich 1727 auf eine va-
kante Physikprofessur in Basel, kam jedoch wohl auch wegen seiner Jugend nicht in die
engere Auswahl.

So kam er also nach Petersburg, wo er durch Daniel Bernoulli und Christian Goldbach
auf das Interpolationsproblem fiir die Fakultéitenfolge aufmerksam gemacht wurde. An-
fang 1728 ging Goldbach als Erzieher des jungen Zaren Peter II. mit dem Zarenhof nach
Moskau. In einem Brief an Goldbach vom 6.10.1729 gibt Daniel Bernoulli (ohne Beweis)
eine Darstellung fiir m!, m € N, die in moderner Notation wie folgt lautet:

! m\m
m! = lim n.(n+ 2) .
n—oo (m+1)-(m+2).---- (m+n)

Daniel Bernoulli nimmt nun an, dafl nach einem Stetigkeitsgesetz sich die rechte Seite
dieser Darstellung verwendet werden kann, um m/! fiir beliebige n > 1 zu approximieren.
Probeweise approximiert er 3! mit n = 16 und erhilt 3! ~ 6%. Er berechnet auch eine
Approximation von (3/2)!, wobei ihm jedoch ein Fehler unterlief, was er auch Goldbach
in einem weiteren Brief vom 20.10.1729 mitteilt. Bernoulli hat seine Uberlegungen mit
Euler diskutiert.

Auch Euler und Goldbach hielten durch regen Briefwechsel ihren Kontakt aufrecht, der
bis zum Tod von Christian Goldbach anhielt. In seinen ersten beiden Briefen an Goldbach
kiindigt Euler diesem seine Losung des Interpolationsproblems fiir die Fakultéiten an:

Im ersten Schreiben® vom 15. Oktober 1729 gibt er die Darstellung von m! durch ein
unendliches Produkt an:

B 1.9m 217m .3m 317m_4m 417m_5m
S 1l+m 24 m 3+m 44m

m)!

oder in heutiger Schreibweise

o0

Em(k 4+ 1)™ nl(n+1)"
S I AN e 2 S .
mt=]1 k+m niso (m+1)-(m+2) ... (m+n)

(1.4)

In der Tat folgt fiir alle m € N und n > m bei n — oo

nl(n+1)" ) l{ o 1)
(m+1)-(m+2)-...-(m+n) (n+1)-...-(n+m)
m!
= (1+%H)(1+7:T_11) — m!

Er schreibt weiter, dal diese Darstellung es gestattet die Werte von m! auch fiir Werte
m anzugeben, die keine ganzen Zahlen sind. fiir m = 1/2, schreibt er, erhélt man die
Seite des Quadrates, deren Fliche mit der Fliche des Kreises mit dem Durchmesser 1

%Der Briefwechsel zwischen Euler und Goldbach und Eulers Arbeiten [27, 30, 31] sind zugiinglich
im FEuler Archive unter http://math.dartmouth.edu/~euler/.
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iibereinstimmt’, also %! = ; T~ 0,8862269. Damit kann man auch die Werte von m! fiir
m = %, g, usw. bestimmen. Hiermit ist das Problem eigentlich schon vollstéandig gelost,

denn man kann zeigen®, daf8 das unendliche Produkt fiir alle m € C\ (—N) konvergiert und
somit eine komplexwertige Funktion auf C\ (—N) definiert, deren Werte auf Ny mit den
entsprechenden Fakultdten iibereinstimmen. Im Prinzip kann man die gesamte Theorie
der Fakultdtenfunktion auf diesem unendlichen Produkt aufbauen.

Euler geht jedoch weiter: In einem weiteren Brief an Goldbach vom 8. Januar 1730
gibt er auch eine Integraldarstellung

n!:/o (—log(z))"dx (1.5)

an. Auch diese Darstellung gestattet die Auswertung fiir nicht ganzzahlige Argumente.

Die eigentliche Herleitung dieser Aussagen présentierte Euler im darauffolgenden Jahr
vor der Petersburger Akademie in der Arbeit [27] De progressionibus transcendentibus,
seu quarum termini generales algebraice dari nequeunt, die aber ebenfalls keinen Konver-
genzbeweis fiir die Produktdarstellung (1.4) enthélt. Hier erkennen wir, wie Euler auf den
Wert 1,/7 gekommen ist. In diesem Fall stimmt das unendliche Produkt in (1.4) ndmlich
iiberein mit

\/2-4 4-6 6-8 8-10
3-3 55 7-7 9-9
wobei der Kehrwert des Produktes unter der Wurzel mit der Produktdarstellung von
Wallis fiir % iibereinstimmt.
Zur Herleitung der Integraldarstellung geht Euler von dem Integral

1
/ z¢(1 — x)"dx
0

aus. Spezialfille dieses Integrals waren auch von Wallis, Newton und Stirling betrachtet
worden. Euler schreibt (1 — x)" als binomische Reihe (diese war seit Newton bekannt)
und integriert gliedweise:

b na 1 n n(n —1) n(n—1)(n —2)
/0“1_:6) = +1_1~(e+2)+1 2 (ct3) 123 (e+d)

_Z e+k:)+1

fiir n € Ny bricht die Relhe natiirlich ab und Euler erhélt in diesem Fall in heutiger
Schreibweise

+ ...

! n!
/Ox(l_x) S PR} B PR ) RS PR X

"Euler verwendet zu jener Zeit noch nicht den Buchstaben = fiir die Kreiszahl. Erst 1737 kommt
er in der (1744 erschienenen) Arbeit [28] auf diese frither schon in England verwendete Bezeichnung
zuriick. Populdr wurde der Gebrauch von 7 schliefilich durch Eulers 1748 erschienenes Buch Introductio
in analysis infinitorum.

8CauB (1812) betrachtete die Darstellung

m! = lim
n—»oo(m+1)(m+2) """ (m+n)
und zeigte, daf§ dieser Grenzwert fiir alle m € C\ (—N) konvergiert. Offensichtlich existiert der Grenzwert
der Eulerschen Definition genau dann, wenn der Grenzwert der Gaufischen Darstellung existiert, und die
beiden Grenzwerte stimmen iiberein. Entsprechendes gilt auch fiir die Darstellung von Daniel Bernoulli
und m > 1.
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Nun macht Euler den Ansatz e = f/g und erhélt

1 Iy gn+1 n!
291 — xz)"dx = : ' 1.6
f o = e a9

und hieraus
n! f+(n+1)g/1 o

= /91 —x)"dx . 1.7
Fva) Gr2g)—Grng g0 Jp o 7 .
fir f = 1, g = 0 erhélt man auf der linken Seite nun n! aber auf der rechten den

unbestimmten Ausdruck

1 1/0(1 — 2\
/Mdz'
0

0n+1

Zur Berechnung des Grenzwertes auf der rechten Seite von (1.7) macht Euler daher in
dem Integral die Variablensubstitution 274 fiir # und erhélt fiir die rechte Seite von (1.7)

1
fHn+1l)g g (1- xg/(erg))ndx
gmt! o [ty '

Diesen Ausdruck kann man auch so schreiben

1 L1 — p9/(F+9)\n
M/ (xi) de . (1.8)
(f+9)mt Jo N g/(f+9)
Euler macht abermals den Versuch, f = 1 und ¢ = 0 zu setzen, und bekommt den

unbestimmten Ausdruck

1 0
1 — n
/ ( * ) dx.
0 0
Nach der Regel von de L’Hospital® berechnet er nun korrekt den Grenzwert von

1—2x*

z

fiir z — 0 und schreibt

1— 20

0

= —loguz.
Dies setzt er ein und findet

1
n!:/ (—log x)"dz.
0

Euler hat also beim Ubergang zum Grenzwert fiir ¢ — 0 Integration und Grenzwertbil-
dung vertauscht, was im vorliegenden Fall auch gerechtfertigt ist.

Daf} die beiden Darstellungen (1.4) und (1.5) zum gleichen Ergebnis fithren zeigt er
nicht. Der Grund dafiir, dal Euler seine erste Losung nicht weiter verfolgte, mag daran
gelegen haben, dafl er diese Losung nicht als eine Funktion verstanden hat. Unter einer
Funktion einer variablen Groe verstand Euler (seinem Lehrer Johann I. Bernoulli fol-
gend) einen analytischen Ausdruck der in irgendeiner Weise aus dieser variablen Grofle
und konstanten Groflen zusammengesetzt ist. Zu den hierbei zugelassenen Operationen
zéhlte Euler algebraische Operationen (wozu auch die Losung algebraischer Gleichungen
gehorte), transzendente Operationen, Exponential und logarithmische Funktionen sowie
andere Operationen, wobei der Integralkalkiil und die Integration von Differentialgleichun-

gen eingeschlossen war'’.

9Euler nennt die Regel nicht bei diesem Namen. Vielleicht war ihm bekannt, daff Johann I. Bernoulli
diese Regel I’'Hospital in einem Brief vom 22.7.1694 mitgeteilt hatte.

OHierzu und zur Entwicklung des Funktionsbegriffes bis zur Mitte des 19. Jahrhunderts sei auf [110]
verwiesen.
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Inwieweit Bernoulli, Goldbach und Euler bei Ihren Bemiihungen um die Interpolation
der Fakultidtenfolge durch das eingangs geschilderte Leibnizsche Problem der fraktionalen
Differentiation motiviert waren, ist mir nicht bekannt. Ich nehme jedoch an, daf§ Daniel
Bernoulli den Briefwechsel seines Vaters mit Leibniz und damit auch dieses Problem
kannte. Jedenfalls geht Euler in seiner Arbeit auf diese Frage etwas ein. Es gilt ja fiir
0 < n < eaus Ny (in heutiger Schreibweise) mit der von ihm gewonnen Integraldarstellung
der Fakultéten:

drz° e! o fo —log x)¢dx

— P

dzn (e —n)! fo —logx)e~ ndy
wobei die rechte Seite nun fiir alle n,e > 0 mit n < e definiert ist. Es liegt also nahe, fiir
alle solchen n, e zu definieren

d"z¢ en fo —logz)¢dx
=z
dz fo —log )~ ndy
Als Beispiel behandelt Euler den Fall n = 1/2, e = 1 und erhélt (in heutiger Notation):

dt/?z fol —logz dx wE

=z = .
dz1/2 fol(— log z)'/2dx m
In einer spéteren Arbeit [30] aus dem Jahre 1769 gibt Euler auch die Darstellung

D
n!:/ z"e *dx
0

an, die man mit der Variablensubstitution ¢ = e~ aus der ersten Integraldarstellung

erhélt. Aus beiden Integraldarstellungen folgt leicht die Funktionalgleichung
m+1)!=(Mm+1)-n!, n > 0.

Er erkannte auch, da8 sich die Fakultdtenfunktion auf R\ (—N) fortsetzen 148t und erhielt

aus der Produktdarstellung die Fulersche Reflexionsformel:

k2 T
zl(—z)! = lim = r €R\Z
(=) m—oo L 1 k2 — 22 sinmx’ \Z,

wobei die letzte Gleichung aus der unendlichen Produktdarstellung fiir die Sinusfunktion
folgt, die Euler im ersten Band seines berithmten Werkes Introductio in analysis infini-
torum (1748) erhalten hatte.

In der erst nach seinem Tode veroffentlichte Arbeit [32], S. 433, leitet Euler die folgende
interessante Multiplikationsformel her:

ﬁ (E)' _ (n—1)! /(27m)n — 1. (1.9)

n nn—l n

1.3. Weitere Entwicklung im 19. Jahrhundert. Die heute iibliche Bezeichnung
I fiir die Gammafunktion, die im Argument um 1 verschobene Fakultdtenfunktion

['(z) = / t"temtdt x>0,
0

wurde von Adrien Marie Legendre (1752-1833) im Jahre 1811 eingefiihrt. Dieser zeigte
auch 1809 die nach ihm benannte Verdoppelungsformel

P (= + %)

22z—1

/T

I'(22) =
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(die wir in Satz 1.11 beweisen werden) und fiihrte umfangreiche Untersuchengen zu den
Eulerschen Integralen erster Art

(g) = /1 2?1 —2")n Ve
0

durch''. Ferner bewies er folgende schnell konvergente Reihendarstellung fiir log x!:

T 1 11— 1— 52k+1 2kt
| = — — 1
log x! = log S 5 log 1 (1 —7)x+ E Y] .

Hierbei ist v die Euler-Mascheroni-Konstante und S := - i1 j_k, k e N.
Die Bezeichnung Betafunktion und

1
B(z,y) ::/ N1 — )yt
0

geht auf Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) zuriick. Die in Ubungsaufgabe 1.7 zu
zeigende Beziehung
-1 (y—1)

Bly) ==

war bereits Euler bekannt [31]. Eine einfache Variablentransformation zeigt:

(E)IE_B(£72)7 p,q >0,

q n nn

Viele der von Euler, Legendre und Binet durch umfangreiche Rechnungen gefundenen
Aussagen iiber die Eulerschen Integrale erster Art lassen sich hiermit unmittelbar auf
einfache Eigenschaften der Gammafunktion zuriickfiihren.

Carl Friedrich Gaufl (1777-1855) hat sich anscheinend Ende 1796 ebenfalls mit dem
Leibnizschen Problem der gebrochenen Ableitung befafit; zumindest deutet eine Eintra-
gung vom 23. Dezember 1796 in seinem mathematischen Tagebuch [48, 49] darauf hin.
Weiterfithrende Untersuchungen hierzu sind jedoch nicht erhalten. Um diese Zeit begann
er auch mit Untersuchungen zu den Eulerschen Integralen erster Art. Er verwendete die
Bezeichnung Iz fiir die Fakultatenfunktion, konnte sich damit aber nicht durchsetzen.
Seine grundlegende, 1813 erschienene Arbeit [45] iiber die hypergeometrische Funktion

Disqusitiones generales circa seriem infinitam

m o +a®+DMﬁ+U +a@+U@+%Mﬁ+Dw+%

xx
1.y 1-2-9(y+1) 1-2-3-9(y+1)(v+2)
Pars prior!?

2 + ete.

enthélt auch seinen Zugang zur Fakultdtenfunktion.

Gaufl hat selbst eine “Anzeige” (also eine Art Autorenreferat) [47] in den Gottingi-
schen gelehrten Anzeigen hierzu publiziert, in der er einen Uberblick iiber die wichtigsten
Ergebnisse gibt!?. Der die Gammafunktion betreffende Teil dieser Anzeige sei hier wie-
dergegeben:

Bei weitem den grossten Theil der Abhandlung nimmt der dritte Ab-
schnitt ein, in welchem von dem Werthe der Reihe gehandelt wird, wenn
man das vierte Element [also x] =1 setzt. Nachdem zuvérderst mit geo-
metrischer Schérfe bewiesen, dass die Reihe fiir x = 1 nur dann zu
einer endlichen Summe convergire, wenn v — a — 3 eine positive Grosse

"Die Bezeichnung ( ) wurde von Euler schon in [31] verwendet.

2Ein zweiter Teil [46] wurde erst in seinen gesammelten Werken posthum publiziert.
BDiese Anzeige ist zusammen mit weiteren solcher Anzeigen auch in [91] abgedruckt.
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ist, fithrt der Verf. diese Summe oder F(a,3,7,1) auf den Ausdruck
H(y—DI(y—a—p-1)
O(y—a—DII(y=p-1)
szendenter Functionen andeutet, deren Erzeugung der Verf. auf ein un-

endliches Product griindet. Diese in der ganzen Analyse hochst wichtige
Function ist im Grunde nichts anderes als EULERS inexplicable Function
z=1-2-3----- z allein diese FErzeugungsart ist, nach des Verf. Urt-
heil durchaus nicht statthaft, da sie nur fiir ganze positive Werthe einen
klaren Sinn hat. Die vom Verf. gewihlte Begriindungsart ist allgemein
anwendbar, und gibt selbst bei imaginédren Werthen von z einen ebenso
klaren Sinn, wie bei reellen und man lduft dabei durchaus keine Gefahr
auf solche Paradoxen und Widerspriiche, wie ehedem Hr. Kramp'? bei
seinen numerischen Facultéten, die sich wie man leicht zeigen kann, auf
obige Function zuriickfiihren lassen, aber zur Aufnahme in die Analyse
weniger geeignet scheinen, als diese, da jene von drei Grossen abhéngig
sind, diese nur von einer abhngt, und doch als eben so allgemein betrach-
tet werden muss. Der Verf. wiinscht dieser transszendenten Function 1z
in der Analyse das Biirgerrecht gegeben zu sehen, wozu vielleicht die
Walhl eines eigenen Namens fiir dieselbe am befoérderlichsten sein wiirde:
Das Recht dazu mag demjenigen vorbehalten bleiben, der die wichtigsten
Entdeckungen in der Theorie dieser den Anstrengungen der Geometer
sehr wiirdigen Function machen wird. Hier ist von dem Verf. bereits
eine bedeutende Anzahl merkwiirdiger, sie betreffender, Theoreme zu-
sammengestellt, wovon ein Theil als neu zu betrachten ist. Der Raum
verstattet uns nicht, in das Detail derselben hier einzugehen: nur das eine
heben wir davon aus, das der Werth des Integrals [ 2*~!(1—z#)dz von
x = 0 bis = 1 leicht auf die Function II zuriickgefiihrt werden kann,
und alle die von EULER" fiir dergleichen Integrale zum Theil miihsam
gefundenen Relationen sich mit grosster Leichtigkeit aus den allgemeinen
Eigenschaften jener Functionen ableiten lassen, so wie umgekehrt allemal
[Tz, wenn z eine Rationalgrésse ist, sich durch einige solche bestimmte
Integrale darstellen léasst.

Nicht weniger merkwiirdig ist die aus der Differentiation von Ilz ent-
springende, gleichfalls transszendente, Function, oder vielmehr

dloglIlz dllz
dz  Tlz-dz

welche der Verfasser mit Wz bezeichnet hat, und die gleichfalls eine be-
sondere Benennung verdiente'®. Von den zahlreichen merkwiirdigen Ei-
genschaften dieser Function, welche in der Abhandlung aufgestellt sind,
fithren wir hier nur die Eine an, dass allgemein Wz — W0, wenn z eine ra-
tionale Grosse ist, auf Logarithmen und Kreisfunctionen zuriickgefiihrt
werden kann; W0 selbst aber ist die bekannte, von EULER und Andern
untersuchte, Zahl

zuriick, wo die Charakteristik II eine eigene Art trans-

0.5772156649 . ..

negativ genommen, welche der Verfasser hier, nach einer von ihm selbst
gefiihrten Rechnung, auf 23 Decimalen mittheilt, wovon die letzten von

1Wir werden im folgenden Abschnitt auf die Hintergriinde dieser Polemik eingehen.

50 brigens auch die von Legendre und Binet!

Heute wird meist die im Argument um 1 verschobene Funktion ¥ :=I"/T, die auch Digammafunk-
tion genannt wird, verwendet.
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MASCHERONTI’S Bestimmung etwas abweichen. Uebrigens héngen sowohl
[Tz, als auch ¥z, mit mehreren merkwiirdigen Integralen fiir bestimmte
Werthe der verénderlichen Grosse zusammen.

8

Y
4 -2 ] 2 4 6 8
1 X
2 -
4]
—6
g

ABBILDUNG 1. Der Verlauf der Digammafunktion iiber dem reellen Inter-
vall [—4, §]

Diesem dritten Abschnitte ist noch eine unter der Aufsicht des Pro-
fessors GAUSS von Hrn. NICOLAT mit grosster Sorgfalt berechnete Tafel
fiir logIlz und fiir ¥z beigefiigt, worin das Argument z durch alle ein-
zelnen Hunderttheile von 0 bis 1 fortschreitet; aus der Theorie dieser
Functionen ist klar, dass man auf diese Werte von z alle andere leicht
zuriickfithren kann'”

"Wihrend GauB und Nicolai bei der Darstellung der y)—Funktion den natiirlichen Logarithmus ver-
wenden, benutzen sie bei der Darstellung von logIlz den Logarithmus zur Basis 10. Genauer: Aufler
fiir z = 0 und 2z = 1 sind in der Tabelle (ohne einen erklirenden Kommentar) unter der Uberschrift
log ITz statt der Werte fiir logIIz die Werte fiir 10 + log,, IIz wiedergegeben. Die Rechnung ist bis auf
20 Dezimalstellen genau. Eine frithere numerische Tafel ist von Legendre bekannt. Er berechnete 1809
die Werte von logI'(1 4+ z) auf dem kleineren Intervall [0,1/2] mit einer Schrittweite von 0,005 auf 7
Dezimalstellen, 1817 auf [0, 1] mit einer Schrittweite von 0,001 und 7 Dezimalstellen und schlielich 1826
mit 12 Dezimalstellen. Christian Kramp berichtet in dem ersten Teil von [61] von einer auf 10 Dezimalen
genau berechneten Tafel von % (dort in anderer Schreibweise) durch Friedrich Wilhelm Bessel
(1784-1846) fiir das Intervall [1,2] mit einer Schrittweite von 0,01 und rechnet diese auf log;, II(x) im
Intervall [0, 1] um und gibt die Tafel in dhnlicher Weise wieder (also in der Form 10+ log,, II(x)) wie bei
GauB} und Nicolai. Bessels Tafel ist in [13] in der iiblichen Darstellung wiedergegeben. In einer Anmer-
kung zur zweiten Abhandlung iiber numerischen Fakultiten von Kramp in den Annales de Gergonne,
schreibt der Herausgeber Joseph Diaz Gergonne (1771-1859) treffend zu den Tafeln von Legendre, Bessel
und GauB: “Voila donc trois géometres de premier ordre qui, faute de moyens rapide de communication,
ont consommé un temps précieux en de pénibles calculs, pour parvenir auxr mémes résultats.”
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AuBler auf die von Gauf} selbst erwiahnten Resultate sei noch auf seine Multiplikati-
onsformel hingewiesen (hier fiir die Gammafunktion wiedergegeben):

n—1

D(nz) = (27)" n—1

1 1 2
n"Z*ET(z)T(er —)F(z+ —) ----- T(z+
n n
Diese Multiplikationsformel ist eine Verallgemeinerung der oben angegebenen Verdoppe-
lungsformel von Legendre. Bei GauBl (Formel [57] in [45]) hat sie folgende Form:
T ) M) e

Inz vn

Im Spezialfall z = 1 ergibt sich die Eulersche Multiplikationsformel (1.9).

Die Produktdarstellungen der Form

_ ¢ = :
I'(z) = 115 [(1 + ?)eif} 21 [(1 + f) : (j]il)z}

gehen auf Oscar Xavier Schlomilch (1823-1901), 1844, 1848, Newman, 1848, und Karl
Theodor Wilhelm Weierstraf (1815-1897), 1856 zuriick. Wir werden auf den Weierstrafi-
schen Zugang hierzu im kommenden Abschnitt néher eingehen.

Viele transzendente Funktionen, wie z.B. die trigonometrischen Funktionen, sind zwar
nicht algebraisch, sind aber Losungen einer Differentialgleichung mit algebraischen Koeffi-
zienten. 1887 bewies Otto Ludwig Holder (1859-1937) in [53] daf dies fiir die '~Funktion
nicht zutrifft.

fiir einen vollstéindigeren Uberblick iiber Untersuchungen zur I'-Funktion im 19. Jahr-
hundert verweisen wir auf [78].

Alle die bisher angegebenen Eigenschaften der von Euler gefundenen die Fakultéiten
interpolierenden Funktion z — I'(z + 1) erkldren noch nicht, warum diese Funktion die
“richtige” Funktion ist. Auch die Funktion

2 [(z+1)cos(2m2)

hat diese Eigenschaft und ist ebenfalls eine auf C meromorphe Funktion mit Polen nur in
den negativen ganzen Zahlen. Noch schoner ist die folgende 1894 von Hadamard angege-
bene, auf ganz C holomorphe Losung des Interpolationsproblems:

Hiz) = P(iz) ' d%(ll:((;)))'

Es ergab sich also das Problem einer verniinftigen Charakterisierung Der I'-Funktion.
Hierauf soll in den beiden folgenden Abschnitten eingegangen werden.

1.4. Analytische Fakultiten. Analytische Fakultdten und die Weierstrafische Cha-
rakterisierung der I'-Funktion

Der Verlauf der Entwicklung in der mathematischen Forschung ist nicht immer ge-
radlinig. Haufig verrennen sich einzelne Mathematiker oder gar ganze Gruppen in einer
Richtung und produzieren dann uninteressante, nicht sehr tief liegende oder gar falsche
Ergebnisse. Die Aufgabe der Herausgeber mathematischer Schriften ist es, die Publika-
tion solcher Arbeiten zu verhindern. Dies gelingt jedoch nicht immer, zumal wenn der
Herausgeber selbst Anhénger einer solchen Richtung ist. Dafl dies nicht unbedingt zum
Schaden fiir die weitere Entwicklung sein muf}, zeigt der Fall der von Christian Kramp
(1760-1826) initiierten Theorie der numerischen (oder analytischen) Fakultéten.
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Kramp'®, den GauB in seiner Anzeige zu den “Disqusitiones” so heftig kritisiert hat-
te, hatte in seiner Vaterstadt Medizin studiert und 1786 promoviert. Er praktizierte als
Arzt zunédchst in Straflburg und Paris, wurde 1794 als Physikus und Lehrer der Ge-
burtshilfe fiir das Fiirstentum Zweibriicken nach Meisenheim versetzt. Er publizierte ein
Lehrbuch der Geburtshilfe und 1787 im Leipziger Magazin eine Arbeit Versuch, die Sterb-
lichkeit durch einfache Gleichungen zu bestimmen. Schliellich wandte er sich mehr der
Physik, Chemie und der Mathematik zu. Nach einer Zeit als Professor an der Zentral-
schule in Koln war er ab 1809 ordentlicher Professor der Mathematik an der Universitét
in Straflburg und Korrespondent der Pariser Akademie. Er arbeitete unter anderem iiber
Kettenbriiche, Naherungslosungen von Gleichungen, verfaite eine zweibéndige Geschich-
te der Aerostatik, arbeitete iiber Kristallphysik und bestimmte den Schwerpunkt des
Sphérischen Dreiecks. Er war wohl ein Anhénger der kombinatorischen Schule von Karl
Friedrich Hindenburg (1741-1808), jedenfalls sind zahlreiche Briefe und Originalarbeiten
von ihm in Hindenburgs Archiv der reinen und angewandten Mathematik und in dessen
Sammlung combinatorisch-analytischer Abhandlungen erschienen. Auch in den Annales
de Mathématiques pures et appliquées (Annales de Gergonne'®) sind 30 Arbeiten und
Briefe von ihm enthalten.

Angeregt durch eine Arbeit ([104] von 1772) von Alexandre-Théophile Vandermonde
(1736-1796) entwickelt Kramp in einem Kapitel seines 1798 erschienenen Hauptwerkes
[59] Analyse des réfractions astronomiques et terrestres eine allgemeine Theorie der von
ihm sogenannten numerischen Fakultiten™ (facultés numériques). Diese Theorie erregt
rasch grole Aufmerksamkeit. So geht etwa Sylvestre Francgois Lacroix in dem 1800 erschie-
nen Ergdnzungsband [65] zu seinem sehr populiren und in mehreren Auflagen erschiene-
nen Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, in dem auch die Vandermondesche
Theorie abgehandelt wird bereits kurz auf diese Begriffsbildung ein.

Kramp geht aus von Ausdriicken

amr o — a(a + r)(a + 27«) ..... (a + (m _ 1)7“)

wobei a, r beliebig waren und zunéchst m € N und erhélt folgende Gleichungen

m4n|r nlr

a a+mr)""

— am|r<

a[l\r

(1.10)
= a ( )
(ka)™* = kragmir, (1.12)
a"" = (a+ (m— 1)), (1.13)

(1.14)

am™® = o™

Die ersten drei dieser Rechenregeln sind den Potenzrechenregeln
a™m =ama", o' =a, (ka)™=kma™

so dhnlich, daB Kramp im ekzessiven (wie er spéter in [61] selbst vermerkt) Vertrauen auf
das Gesetz der Stetigkeit glaubte, die Existenz einer Funktion a™" (in den drei Verdnder-
lichen a,r, m) annehmen zu konnen, fir die diese fiinf Beziehungen auch fiir beliebige
Werte von m giiltig bleiben. Im Spezialfall a = 0, » = 1 hdtte man dann auch wieder eine
Losung des von Euler behandelten Interpolationsproblems. Er nannte a die Basis, m den
Exponenten und r die Differenz. Die weiteren Rechnungen von Kramp fiihrten jedoch zu
offensichtlichen Widerspriichen.

8Dje folgenden Angaben zu Leben und Werk von Christian Kramp folgen dem Artikel von Giinther
in der Allgemeinen Deutschen Biographie.

9Nach dem Herausgeber Joseph Diaz Gergonne (1771-1859).

#daher riihrt auch die heutige Bezeichnung n Fakultit fir 1-2-3 -+ n.
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Gegen diese Fehler und die komplizierte Vorgehensweise von Kramp polemisiert Gauf3
in [45, 47]. In Abschnitt 22 seiner Arbeit [45] stellt er fest:
(¢ +b—1
e = e +0—1) (1.15)
n(z—1)
Dies ist jedenfalls richtig fiir 0 # ¢ und b € N. Gaufl hat damit eine Funktion gefunden,
die die Folge (a™)°_, interpoliert und sich in einfacher Weise durch die nur von einer
Variablen abhéngige Funktion IT ausdriicken laf3t.

In zwei Briefen?! vom 10. Mirz 1811 und vom 16. Oktober 1811, also zu der Zeit, als
GauBl an den Disquisitiones arbeitete, schrieb Bessel ihm von eigenen Untersuchungen zu
den “beriichtigten” Krampschen Fakultdten. Diese sind 1812 im Konigsberger Archiv fiir
Naturwissenschaften und Mathematik ([13]) erschienen. Er schreibt darin

Die natiirlichsten und fruchtbarsten Bedingungen, die man zur Erfin-
dung des allgemeinen Werthes von a™" benutzen kann liegen in den
Sitzen (1) und (2)%; bestimmt man die Bedeutung der Fakultit durch
diese, so wird man dadurch eine Function erhalten, welche nicht nur (1)
und (2) sondern auch allen Relationen entspricht, die man aus (1) und
(2) herleiten kann: also eine Facultidt im Sinne KRAMP’S.

Bessel fordert noch zusétzlich die fiir m € N offensichtlich erfiillte Bedingung

' am\r
lim =1
a—+oco ™

und verwendet auch (1.11). Unter diesen Bedingungen kommt er schliefllich zu einer Dar-
stellung

. m n—1 a+tvr
e _ limy,, oo ()™ [ 15— oty ), wenn >0
- . n—1 ( a+(m—v)r
limy, oo (n7)™ [[1—g | "o ), wenn r <0

Damit hat er eine fiir alle reellen m definierte Interpolation von (a™")%_; gefunden, die
den Bedingungen (1.10) und (1.13) geniigt. fiir positives z gilt dann

171" = [(z) = D(x + 1).

Kramp kannte die Resultate von Bessel und veroffentlichte umgehend eine Serie von
drei weiteren Abhandlungen [61] zur Theorie der numerischen Fakultéten in den Annales
de Gergonne. In diesen Arbeiten schreibt Kramp wie schon zuvor in [60] z! fiir den Wert
II(z) (bei GauB) bzw. I'(z+1) (bei Legendre). Alle drei Bezeichnungen werden auch noch
heute verwendet?® . In der ersten der drei Abhandlungen entdeckt er auch die einfache
Formel von Gauf} (1.15). In der Einleitung zur zweiten Abhandlung ([61], S. 114) &ndert
er seine Namensgebung zu den bisherigen numerischen Fakultdten ab mit den Worten:

J’ai prouvé, dans un premier mémoire, que toute faculté était réductible
a la forme trés-simple 1¥' ou y!; mais comme les facultés de cette der-
niere forme ne dispensent pas de la considération des autres; afin de faire
correspondre une différence de dénomination a une différence de symbo-
les, j’appellerai, a ’avenir, Factorielles les fonctions de la forme générale
a’I", et je réserverai exclusivement le nom de Facultés numériques, ou

2In einem Antwortschreiben vom 21. November 1811 berichtet Gauss seinerseits von seinen Unter-
suchungen, die dann in den Disquisitiones [45] erschienen, und #uflert sich zu Kramps Fakultiten in
dhnlicher Weise wie in der Kurzanzeige [47] zu den Disqusitiones.

22Djese entsprechen in unserer Numerierung den Formeln (1.10) und (1.13).

Z3Buler schrieb hierfiir einfach 1-2-3... -z (was von Gauf} spiiter kritisiert wurde) oder auch [z] (wie
z.B. in [31)).
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simplement de Facultés, pour désigner les fonctions de la forme 1¥I' ou
y!, auquelles se réduisent les premieres, dans le cas particulier ou I'on a
a=1letr=1.

Mit diesen Worten scheint er mir zugleich auch auf die Polemik von Gaufl einzugehen.

Man sollte nun meinen, dafl nach den klaren Worten von Gaufl die Theorie der nu-
merischen Fakultdten nicht weiter verfolgt wiirde. Dies war jedoch nicht der Fall: In den
Jahren von 1823 bis 1854 erschienen Arbeiten und Biicher [21, 22, 23] von August Leo-
pold Crelle (1780-1855), [50] von Christoph Gudermann (1798-1852), [76] von Anton
Miiller (1799-1860), [83, 84, 85] von Martin Ohm (17921872, Bruder des Physikers und
Mathematikers Georg Simon Ohm, 1789-1854) und [79, 80, 81| von Ludwig Oettinger
(1797-1869).

1823 erschien das Buch [21] des Bautechnikers und Mathematikers August Leopold
Crelle und 1831 folgt eine umfangreiche Abhandlung [22] in dem von ihm in dem von ihm
1826 begriindeten und wihrend der ersten dreiflig Jahre von ihm herausgegebenen Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik® (bis in die Gegenwart von Mathematikern
gerne als Crelle Journal bezeichnet). Crelle war im preuflischen Staatsdienst zum geheimen
Oberbaurat und Mitglied der Oberbaudirektion aufgestiegen. Unter anderem wurde die
Berlin—Potsdamer Eisenbahn unter seiner Leitung gebaut.

Auch Crelle geht von den drei Gleichungen (1.10) — (1.12) aus: Eine analytische Fa-
kultét ist fiir ihn eine Funktion f in drei Variablen (der Basis u, der Differenz « und dem
Exponenten y), die die folgenden drei Bedingungen erfiillt:

flu,z,y+k) = flu,z,y)- flu+yx,z, k), (1.16)
flku,kx,y) = kf(u,z,y), (1.17)
flu,z,1) = w. (1.18)

Er findet die Funktionsschreibweise fiir rechnerische Zwecke unbequem und fiihrt die No-
tation (u, z)Y fir f(u,z,y) ein. Aus den Bedingungen (1.16) — (1.18) leitet er anschlieSend
alle weiteren Eigenschaften her.

Im zweiten Band [82] seines neunbéndigen Werkes Versuch eines vollkommen con-
sequenten Systemes der Mathematik kritisiert Martin Ohm®* Crelles Buch [21] auf das
heftigste. Unter anderem behauptet er, dafl eine solche analytische Fakultéit nicht exi-
stieren konne, und spricht davon, dafi Crelle nur allgemeine Formeln auf allgemeine For-
meln gehduft hat, welche daher als solche grisstenteils fiir todtgeborene gehalten werden
miissenS.

Karl Weierstrafl (1815-1897) studierte zunéchst ab 1834 vier Jahre Kameralistik (Rechts-
und Verwaltungswissenschaften) in Bonn, brach das Studium aber ohne einen Abschlufl
zu machen ab. Wahrend dieser Zeit hat er sich schon im Selbststudium mit Werken von
Laplace und Jacobi beschéiftgt und die Mitschrift einer Vorlesung {iber Modulfunktio-
nen von Christoph Gudermann (1798-1852) gelesen. Um doch noch zu einem Studien-
abschlufl zu kommen besuchte Weierstraf§ ab Mai 1839 die Akademischen Lehranstalt in
Miinster, an der Gudermann lehrte, eine Ausbildungsstétte fiir katholische Geistliche und

#Daneben gab er von 1829 bis 1851 dreiig Biinde des Journals fiir die Baukunst heraus.

257ur Biographie Martin Ohms siehe [56].

26Ein ausfiihrlicheres Zitat der Ohmschen Kritik ist in [107] wiedergegeben. In [41] wird von einem
Brief Abels an Hansteen wihrend Abels Aufenthalts in Berlin berichtet, in dem Abel schreibt, daf} es
frither wochentliche Treffen von Mathematikern in Crelles Haus gegeben habe, die Crelle aber aufgeben
muflte wegen eines gewissen Ohm, mit dem niemand wegen dessen schrecklicher Arroganz auskommen
konnte. Zu jener Zeit war Ohm auflerorrdentlicher Professor an der Universitit Berlin, ab 1839 dann
ordentlicher Professor.
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fiir Gymnasiallehrer, die das Promotions— und Habilitationsrecht nur fiir die Theologische
Fakultat besafl. 1842, nach erfolgreichem Abschluf, wurde er Lehrer am Katholischen Pro-
gymnasium in Deutsch-Krone (Westpreuen) und von 1848 bis 1855 unterrichtete er am
Katholischen Gymnasium in Braunsberg (Ostpreufien). Er unterrichtete die Fécher Ma-
thematik, Physik, Deutsch, Botanik, Geographie, Geschichte, Turnen und Schonschreiben.
Seine Examensarbeit Uber die Entwicklung der Modular-Functionen [106] hatte er bei
seinem Lehrer Gudermann geschrieben, der zu dem Bereich der modularen Funktionen
eine ganze Serie von Arbeiten [51] in Crelles Journal publizierte. Gudermann war wie
andere ebenfalls von der Bewegung der “kombinatorischen Analysis” beeinflut?’.

Wahrscheinlich war Weierstrafl schon in seiner Miinsteraner Zeit auf die Theorie der
numerischen Fakultéiten und die Kritik Ohms an dem Crelleschen Zugang zu dieser Theo-
rie aufmerksam geworden. Er stellte fest, dafi Ohm noch eine weitere Beziehung zugrun-
delegt, die Crelle nicht gefordert hat und die in der Tat nicht mit den drei Forderungen
von Crelle vereinbar ist. Weiter bemerkte er, dal mit die von Gaufl in den Disquisitiones
vorgeschlagene numerische Fakultét

2VII(% — 1+ y)

(u, +x)Y = H(% — 1)

die Bedingungen von Crelle erfiillt, so da} die Kritik von Ohm in diesem Punkt nicht
gerechtfertigt ist. An anderer Stelle sagte Ohm, man miisse sich sehr irren, wenn der fiir
y € N richtige sogenannte binomische Lehrsatz fiir ganze Fakultdten, kann fiir gebro-
chene (oder gar allgemeine) Werte von y hochstens in einer modifizierten Weise richtig
sein. Weierstrafl betsétigt dies, stellt aber fest, dafl diese modifizierte Form tatsichlich
zumindest durch die Gaufsche numerische Fakultét erfiillt ist. Er versucht, diese Korrek-
tur in die Arbeit von Crelle einzuarbeiten, stellt aber fest, dafi diese Arbeit noch weitere
Mingel hat. Crelle, dem Weierstra seine Uberlegungen mitteilte, forderte ihn zu der
Veroffentlichung derselben auf. Als Beilage zum Jahresbericht iiber das Progymnasium
zu Deutsch—Crone fiir das Schuljahr 1842-1843 publiziert Weierstral eine erste Arbeit
zu diesem Thema. Darin zeigt er unter anderem, dafl die analytischen Fakultdten von
Crelle durch die Bedingungen (1.16) -(1.18) noch nicht eindeutig bestimmt ist: fiir jede
periodische Funktion® 1) mit der Periode 1 eriillt die durch

fwww%:ﬂwg+y b I +y-1) (1.19)

v(E=-1)  HE-1)

definierte Funktion die Bedingungen (1.16) -(1.18).

Systematisch und in jeder Weise vollsténdig und abschlieBend behandelt Weierstrafl
dieses Thema in der 1856 erschienenen (aber schon am 20. Mai 1854 beendeten) Arbeit
Uber die Theorie der analytischen Fakultiten [108]. Zunzchst beschreibt er der Reihe
nach die verschiedenen Varianten der Fakultdtentheorie von Kramp, Crelle, Bessel, Ohm
und Oettinger und weist ihre Fehler und Méngel nach. Er zeigt, dal die Menge aller Funk-
tionen, die den Bedingungen (1.16) -(1.18) von Crelle geniigen durch (1.19) vollstindig
beschrieben ist?”. In einem eigenen Abschnitt behandelt er die Konvergenztheorie fiir un-
endliche Produkte. fiir die Funktion 1/T", die er mit F'c¢ bezeichnet und Factorielle nennt,

2Tsiche z.B. [50]. Zur Auswirkung der Ausbildung durch Gudermann auf Weierstra und seinen
Zugang zur Funktionentheorie siehe die Analyse in [75].

28Hierbei ist zu beachten, daB der Begriff der Funktion noch nicht ausreichend prézisiert
war.Wahrscheinlich meinte Weierstrafl analytische, nicht identisch verschwindende Funktionen 1.

2yergl. die vorangehende FuBnote.
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beweist er die Produktdarstellung®

P j j
Insbesondere ist also Fe = 1/T" eine ganze Funktion, die genau die Nullstellen —n,
n = 0,1,2,3,... besitzt. Schon aus diesem Grunde findet er diese Funktion besser ge-
eignet als Ausgangspunkt fiir das Studium der analytischen Fakultéten. Weiter zeigt er
unter anderem, dafl die Funktion F'c¢ vollstdndig durch die folgenden drei Forderungen
charakterisiert ist:

N
[T N T T T T N B |

=
1

r T T T T A T IG T T T T T T T T T 1
-4 2 2 4
X
-1

ABBILDUNG 2. Der Verlauf von 1/T'(z) iiber dem reellen Intervall [—4,4].

T T =

Fu) = u-F(u+1), (1.20)
F(1) = 1, (1.21)
o n“F(u+n) _
lim S = L (1.22)

Der Beweis zeigt genauer: Ist F' eine Funktion mit Definitionsbereich D C C, so daf§ fiir
alle w € D auch v+ 1 € D gilt, und erfiillt F' die Bedingungen (1.20) - (1.22), so gilt
schon F'(u) = Fe(u) fiir alle w € D. Umgekehrt erfiillt F'c die Bedingungen (1.20) - (1.22)
auf ganz C.

Anhang: Im 18. und 19. Jahrhundert verwendete Bezeichnungen fiir n! und
die numerischen Fakultiten.
(a) Bezeichnungen fir 1-2-3-...-nfirn e N:
e [n] bei Euler z.B. in [31].
e A’ bei Euler z.B. in [33]3!.

308piiter, bei der Herleitung des Produktsatzes von Weierstra$ in [109] (1876) gab ihm diese Pro-
duktdarstellung die Idee zu der Einfithrung der Konvergenz erzeugenden Elementarfaktoren.
31Buler schrieb auch A fiir 1-2-3-...- (n — 1).
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w

N

2 3

)

@

ABBILDUNG 3. Das Bild des Quadrates mit den Eckpunkten —1 — ¢, —1 4
i,1 —1i,1+ i unter der Abbildung z — 1/T'(z).

e [1]" bei Vandermonde in [104].

e [n ] bei Lacroix [65], p. 76.

e 1" bei Kramp [59], in der ersten Hélfte des 19. Jahrhunderts sehr verbreitet.
e n! bei Kramp [60, 61].

e (1,1)" bei Crelle [21, 22].

e 1’ bei Gudermann [50] und Weierstrafl [107].

(b) Bezeichnungen fir a(a +r)(a+2r)-...-(a+ (m—1)r)
e ™" bei Kramp [59], in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts sehr verbrei-
tet.

e [a,r] bei Lacroix [65] und Gudermann [50].
e (a,r)™ bei Crelle [21, 22] und Weierstraf3 [108].

1.5. Charakterisierung der '-Funktion von Bohr und Mollerup. Schaut man
sich den Graphen von I" auf R an, so sieht man, daf§ T auf (0, co) eine konvexe Funktion
ist. Dies geniigt jedoch noch nicht fiir eine geometrische Charakterisierung: Man findet
leicht konvexe, positive Funktionen I'y auf (0, 00), die die Funktionalgleichung der Gam-
mafunktion erfiillen, mit I auf N iibereinstimmen und doch von I'" verschieden sind. Nun
ist die Ableitung von logI', also die Digammafunktion, auf (0, c0) monoton wachsend,
d.h. die Funktion z — logI'(x) ist auf (0, co) konvex. 1922 erhielten Harald Bohr (1887-
1951) (Bruder des Physikers Niels Bohr) und Johannes Mollerup (1872-1937) in [16] die
folgende schone Charakterisierung (vergl. Satz 1.8):

Ist f:(0,00) — (0,00) eine positive logarithmisch konvexe Funktion mit f(1) =1 und
flx+1)=af(x) fir alle x > 0, so gilt schon f(z) =T'(z) auf (0,00).

Der Beweis dieses Satzes wurde durch Emil Artin (1898-1962) in seinem Biichlein [6]
iiber die I'-Funktion noch so vereinfacht, dafl man ihn auch in einer Anféngervorlesung
beweisen kann.
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8_
6_
4_
J ;
-4 -2 0 2 4 6 8
X
_2—

ABBILDUNG 4. Der Verlauf der I'-Funktion iiber dem reellen Intervall [—4, 4]

2. Eigenschaften und Theorie der '-Funktion

Nach unserem Exkurs in die Geschichte der Gammafunktion wollen wir uns nun iherer
eigentlichen Theorie zuwenden. Im ersten Abschnitt geben wir verschiedene Darstellungen
der Gammafunktion und zeigen, daf} sie eine auf C meromorphe Funktion ist.

2.1. Verschiedene Darstellungen der '-Funktion. Wir definieren zunéchst nach
Euler (1769) fiir Re(z) > 0

[(z) = /Ooo et (1.23)

Wegen |e~t*71| = e 1)1 fiir alle t > 0 existiert dieses uneigentliche Integral fiir
alle z € C mit Re(z) > 0. Fiir 2 = 1 berechnet man I'(1) = 1. Mit Hilfe von partieller
Integration folgt die Funktionalgleichung der Gammafunktion

I'(z+1) =zI(2) (1.24)
fir alle z € C mit Re(z) > 0. Mit vollstdndiger Induktion erhéilt man hieraus
I(n+1)=n! firallenéeNg.
Nach Prym (1876) zerlegen wir das Integral in (1.23) in der Form

1 o)
'(z) = / et ldt + / e 't = Fi(2) + Fy(2) .
0 1
Hierbei ist nun -
Fy(z) = / et
1

fiir alle z € C definiert. Die Funktionen f,, mit

fu(z) = / e '*71dt fiir alle z € C
1
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sind komplex differenzierbar (z.B. nach [3], Lemma 1.10 und Bemerkung 1.11) und damit
auf C holomorph. Fiir alle » > 0 und alle z € D(

0,r
R - el =| [ ettﬂdt's [ et

< / e i ldt — 0

) erhalten wir fiir n — oo:

Die Funktionenfolge (f,,)2, konvergiert also kompakt auf C gegen F. Nach dem Satz
von Weierstrafl (Satz 4.4 in [3]) ist F, daher eine ganze Funktion.
Fiir F} erhalten wir wegen der gleichméfiigen Konvergenz der Exponentialreihe auf

[0, 1]: 1 1
e’} ¢ j [e%s} _1 j '
Fl(z):/ Z( .,) t“dtzz( ,,) /t]*“dt:
0o = I - J o
- 4' * . "
s 7! Z+
Wegen
(=1 1 1 1
sup — —| < - — <0
|z|<m sz:m j' Z+] ]22;71‘7' m

ist die Reihe 3 7% (}l!y : % kompakt in C\ (—Np) konvergent gegen eine meromorphe
Funktion, welche nur in den Punkten —n Pole der Ordnung 1 mit dem Residuum (—1)"/n!

besitzt. Wir halten fest:
SATZ 1.1. Durch

['(2) ::i(_l)j ! +/1mettzldt (1.25)

-' ° .
PR L

st eine auf C meromorphe Funktion I' erklirt, welche nur in den Punkten —n Pole der
Ordnung 1 besitzt mit dem Residuum (—1)"/n! und fir die gilt I'(n + 1) = nl.

Aus dieser Darstellung der I'-Funktion ersieht man auch, dafi I auf der reellen Achse,
auflerhalb der Polstellen reelle Werte annimmt.

Da die Funktionen z — I'(z 4+ 1) und z — zI'(2) auf der rechten Halbebene {z €
C; Re(z) > 0} iibereinstimmen, gilt nach dem Identitdtssatz fir alle z € C\ (—Np) die
Funktionalgleichung (1.24).

Zur Herleitung weiterer interessanter Darstellungen der I'-Funktion bendtigen wir
noch einige elementare Hilfsmittel.

LEMMA 1.2. Fiir alle t € [0,n] gilt
t\n
et — (1 — —) >0.

n
BEWEIS. Mit h,(t) :=1—e'(1 —t/n)" gilt fiir alle n € Nund 0 <t < n:
t\n-1 ¢
h'n(t):et<1——> 2 >0,
n n

Also ist h,, auf [0,n] monoton wachsend. Wegen h,,(0) = 0 folgt h,(t) > 0 auf [0,n] also
auch

t\"
e — (1 - —) = e h,(t) > 0 auf [0,n].

n
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ABBILDUNG 5. |I'(z +dy)| fir (z,y) € [—4,4] x [—4,4]

LEMMA 1.3 (Eulersche Konstante). Der Grenzwert

n

o= Jim (325 o)
j=1

existiert in R. v = 0.5772156649 . .. heifit die Eulersche Konstante.

BEWEIS. Es ist

n n—1 i
1 AR N
S L tog(n) = —+Z/ (G-7)ar.
j=1 K= A
Wegen
it q 1 Jtlp i+l 1
j J ot j Jt i J
existiert der Grenzwert nach dem Majorantenkriterium. U

SATZ 1.4. Fiir alle z € C\ (—Ny) gilt

i nln?®
I(z) = 7}1—{1010 D) (et (Gauf, 1809) (1.26)
e ®

— (Weierstraff 1842) (1.27)

= 2\ =1 (Schlémilch 18
ZH[(H;)Q i (Schigmilch 1844)

J=1
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BeEweris. Fir alle z € C\ (—Np) und alle n € N gilt:

- e exp (z(log(n) — i %))

nZ

z z

n! n ;

1

<

2i1@+§) zﬁ“@+§k§} zﬁ“@+§k§]

Wegen Lemma 1.3 konvergiert der Zahler des letzten Bruchs kompakt in C gegen die
Funktion z +— e77*. Der Nenner dieses Bruchs konvergiert nach der Weierstrafischen
Theorie unendlicher Produkte (vergl. z.B. Satz 9.12 und den Bemerkungen 9.13 in [3])
kompakt in C gegen eine ganze Funktion, die nur in den Punkten aus —Ny Nullstellen
besitzt (alle von der Ordnung 1). Hieraus folgt die kompakte Konvergenz der rechten
Seiten von (1.26) und (1.27) auf C\ (—Np) gegen eine meromorphe Funktion I mit Polen
nur in —Ny. Um zu zeigen, dafl T mit der I~Funktion aus Satz 1.1 iibereinstimmt, geniigt es
nach dem Identitdtssatz, dies fiir alle z € C mit Re(z) > 0 nachzuweisen. Auf der rechten
Halbebene kénnen wir die Darstellung (1.23) verwenden und erhalten fiir Re(z) > 0 unter

Verwendung von Lemma 1.2:
I'(2) _/ (1--) tz—ldt‘ = / (e—t — X, () (1 = =) )tz_ldt‘
0 n ; !
[e.9] t )
S/ (e—t — Xjom) () (1 — g) )tRe(Z)_ldt
0

S / e—ttRe(Z)—ldt .
0

2(z4+1)---(z+n)

Da die Funktion ¢ — e #®¢)~1 fiir Re(z) > 0 auf [0, 00) integrierbar ist, folgt wegen
t\n _ .
(eft — X[o,n] (t)(l — —) )tRe(z) 1 — 0 punktweise fiir £ > 0 und n — oo
n

nach dem Satz iiber die dominierte Konvergenz: Es ist fiir Re(z) > 0

n ton
['(z) = lim (1——=)"¢'at. (1.28)
n—oo Jq n
Ferner erhélt man mit der Substitution 7 = ¢/n und n-facher partieller Integration
n ton 1 1
/ (1 - _) tdt :n/ (1—7)"n*" ' dr = nz/ (1—7)"7* dr
0 n 0 0

B n*n!

24 1) (24
Setzen wir dies in (1.28) ein, so erhalten wir die Giiltigkeit von (1.26) auf der rechten
Halbebene (und damit auf C\ (—Np)). O

FOLGERUNG 1.5 (Eulersche Reflexionsformel, 1771). Fiir alle z € C\ Z gilt
T()P(1—2) = —

sin(7z) (1.29)

BeEwEIs. Fiir alle z € C\ Z erhidlt man unter Verwendung der Funktionalgleichung
(1.24) und von (1.27)

—Z

[T (05T (0-5)]

j=1 J=1

P(2)I(1 = 2) =T(2)(=2)'(=2) =
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Mit der von Euler angegebenen Produktdarstellung fiir die Sinusfunktion (siehe z.B. [3],
Beispiel 9.18) folgt hieraus die Behauptung. O

Speziell fiir z = 1/2 erhalten wir aus (1.29)

r(z) =vr. (1.30)

Hiermit berechnet man mit der Variablensubstitution t = x2

[e.9] o0 o0 1
/ e dy = 2/ e dy = / et 20t = 1"(5) = /7.
—0 0 0

Mit Hilfe der Funktionalgleichung (1.24) lassen sich hieraus weitere Werte berechnen, z.B.

r(z)=-"%. (1.31)

2.2. Die Digammafunktion und der Satz von Bohr und Mollerup.

DEFINITION 1.6. Sei 2 C C offen und f € O(2) ohne Nullstellen in 2. Dann heifit
f'/ [ die logarithmische Ableitung von f auf €.

Ist auch g € O(2) ohne Nullstellen in €2, so rechnet man nach

Uoy _ 1", 9

fo f g
Durch vollstéindige Induktion sieht man, daf fiir endlich viele nullstellenfreien Funktionen
fioo fo € O(Q) mit fi= 117, f; gilt:

! n /

7:}2%. (1.32)

Es gilt sogar:

LEMMA 1.7. Sei Q2 C C offen und sei ()2, eine Folge von nullstellenfreien Funk-
tionen aus O(QY), fir die das unendliche Produkt [[,~, [, kompakt konvergent gegen eine
in € holomorphe nullstellenfreie Funktion f ist. Dann gilt

/ 0 /
LA Z 23
fo=55h
mit kompakter Konvergenz in €.

Bewgis. Mit p, := [[}_, f; gilt nach (1.32)

o i
o ?;ﬁ' (1.33)

Nach dem Satz von Weierstral folgt aus der kompakten Konvergenz von p, gegen f
konvergiert, auch die kompakte Konvergenz von p/, gegen f’ in Q. Da f nullstellenfrei ist,

iiberlegt man sich leicht, dafl auch 1/p,, — 1/f mit kompakter Konvergenz in 2 gilt. Also
konvergiert die linke Seite und damit auch die rechte Seite von (1.33) gegen f'/f. O
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Die logarithmische Ableitung der I'-Funktion bezeichnet man meist mit ¥ und nennt
sie auch die Digammafunktion. Wegen

[e.9]

1 vz 2\ -z .
e = ze H [(1+ ;)e J] fir alle z € C\ (—Np)

j=1
erhdlt man nach Lemma 1.7 fiir alle z € C\ (—Ny):

TG) J

(1.34)

e}

1 1 1
=—7——+ -
L Z(] y+z)

J=1

mit kompakter Konvergenz der Reihe. Nach dem Satz von Weierstra$ (siehe z.B. [3], Satz
4.4) diirfen wir gliedweise differenzieren und erhalten

U(2) = (%)I(z) - : (jjz)z (1.35)

J
mit ebenfalls kompakter Konvergenz in C\ (—Np).
Auf dem einfach zusammenhéngenden Gebiet G := C\ {x € R; z < 0} ist durch

_ [ T©O

eine komplexe Stammfunktion zu ¥ = I''/T" auf G gegeben. Wegen
F(z)> B F(Z)F/(Z)GF('Z) —F/(Z)GF(Z) B eF(z) ( ( ) 1"’(2)

d re /
@(r(z) NBE “TEp (%) ~T'(2) =0

gilt
VzeG: exp(F(z)) =cl(z)
mit einer Konstanten ¢ € C. Wegen F(1) = 0 und I'(1) = 1 folgt ¢ = 1. Wir schreiben

daher fiir alle z € G
- B _ I'(¢)
Log(I'(2)) = F(2) = /[1 O ac . (1.36)

z +— Log(I'(2)) ist also die Stammfunktion zu ¥ auf G, die auf (0, c0) mit log(I'(z))
iibereinstimmt. Aus (1.35) folgt insbesondere, dafl die Funktion z +— log(I'(x)) auf {z €
R; z > 0} eine konvexe Funktion ist, da die zweite Ableitung dort positiv ist. Es gilt
sogar

SATZ 1.8 (Bohr—Mollerup, 1922). Ist f : (0,00) —
konvere Funktion mit f(1) = 1 und f(x +1) = zf(

f(z) =T(x) auf (0,00).
BewEIs. Fiir konvexe Funktionen ¢ : (0,00) — R und 0 < a < b < ¢ gilt, wie man

leicht nachrechnet:
9(b) — g(a) < g9(c) — g(a) < 9(c) —9(b)

b—a c—a c—b
Hieraus erhélt man fir g(z) = log(f(z)) wegen der Konvexitdt von x — log(f(z)) fiir
O<z<l(mita=nb=n+1l,c=n+l+zunda=n+1,b=n+1+z,c=n+2)

log(f(n + 1) ~ log(f(n)) <7 (log(f(n + 1+ ) ~ log(f(n +1))) <
<log(f(n+2)) - log(f(n +1)).

) eine positive logarithmisch

(0,00
x) fir alle x > 0, so gilt schon
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Mit Hilfe der Funktionalgleichung f(x + 1) = zf(x) und der Anfangsbedingung f(1) =
geht diese Ungleichungskette iiber in

zlog(n) <log ((z+n)(x+n—1)---(z+ Dzxf(x)) —log(n!) < xlog(n+1),

woraus man durch einfache Umformung

Oglog((x+n)(:c+n—1)-~-(:c+1)x_f(x)) leog<1+%)

nln®

erhlt. Fiir n — oo folgt daher mit (1.26)
= 1

f(@) e (x+n)(z+n—-1)---(z+ 1)z

Also gilt f(z) = I'(z) fir 0 < x < 1. Da beide Funktionen die Funktionalgleichung der
I'~Funktion erfiillen, miissen sie dann auch auf ganz (0, c0) iibereinstimmen. O

nln®

=I(x).

2.3. Die Multiplikationsformel von Gauf3. Wir leiten nun die Gaufische Multi-
plikationsformel fiir die Gammafunktion her:

SATZ 1.9. Fir allen € N und alle z € C\ (=Ny) gilt:
zZ+r
(a) U(2) = logn + — Z (=)
(b) T(2) = n* 3 (2 Hr(” ). (Gaup, 1812)

BEWEIS. (a) Setzen wir zur Abkiirzung

T, (2) :H;(ﬁ‘zil) (meNzeC\ (-Ny)),

so erhélt man aus der Darstellung (1.35) der Digamma-Funktion

U(z) = lim W,(2) (1.37)

mit kompakter Konvergenz in C\ (—Ny). Fiir alle m,n € N, z € C\ (=Ny), gilt nun:

mn—1 mn—1

Z 1
= 2t
m—1 mn—1 m—1n—1
1 1 1
=7+ 5 — + —
70j+1 = 7+1 kZOr:Oz+k:n+r
m—1 mn—1 n—1 m—1
1 1 1 1
=7 + — T E : 1 zZ4r
J=0‘7+1 j=mj+1 20 o n+k
n—1 mn—n
1 1 1
= — E v, z+r> + — =
[ —r n j=1 1+E m
Fiir m — oo folgt mit (1.37):
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_ (b) Da die Funktion z — LogI'(z) eine Stammfunktion zu W ist, folgt aus (a) durch
Ubergang zur Stammfunktion

LogI'(z ZLogF< ) + zlogn +C

fir alle z € C\ (—o0, 0] mit einer von z unabhéngigen Konstanten C' € C. Einsetzen in
die Exponentialfunktion ergibt

T(2) :eanﬁF(Z”). (1.38)

n

Speziell fiir z = 1 erhélt man sowohl

n—1 147 n r n—1 r
te e IIe(=) = e I (F) =TI (F)

als auch

n—1
n—r
1=n-TIr(%).
n-e I[l -
Multplikation dieser beiden Gleichungen ergibt in Verbindung mit der Eulerschen Refle-
xionsformel (Folgerung 1.5) und Aufgabe 1.5

n—1
1 on—1
_ o2C 2 90 _n-1 2 90 _n-1
1=n? ”F( ) (1——)-71 et r”lsin(ﬁw)_n et S

Lost man dies nach e auf und setzt das Ergebnis in (1.38) ein, so folgt die Behauptung
fir alle z € C\ (—o00,0] und damit nach dem Identititssatz fiir alle z € C\ (=Np). O

Im Spezialfall z = 1 ergibt sich aus der Gauflschen Multiplikationsformel die schon
Euler bekannte Multiplikationsformel (1.9). Auch die folgende Eulersche Multiplikations-
formel von 1748 fiir die Sinusfunktion erhalten wir als Folgerung der Gaufischen Multipli-
kationsformel.

FOLGERUNG 1.10 (Eulersche Multiplikationsformel fiir die Sinusfunktion). Fir alle
z € C und allen € N gilt

n—1

sin(z) = 2"! H sin (z ZTW> :

r=0

BEwEIS. Aufgrund des Identitatssatzes geniigt es, die Behauptung fiir alle x € (0, 7)
zu beweisen. Nach der Gaufischen Multiplikationsformel gilt

und




28 1. DIE I'“"FUNKTION

Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen liefert in Verbindung mit dem Eulerschen
Reflexionssatz (nach Ubergang zum Kehrwert):

sin(x) _ 2n—1 ﬁsin (:L’ + T7T>

™ ™ n

r=0
und damit die Behauptung. U

Fiir n = 2 und durch Ersetzen von z durch 2z erhalten wir mit der Gauflschen Multi-
plikationsformel die folgende Verdoppelungsformel von Legendre:

SATZ 1.11 (Verdoppelungsformel von Legendre, 1809). Fir alle z € C\ (—Ny) gilt:

;% r(z)r(z + %) .

['(2z) =

2.4. Integraldarstellungen fiir ¥ und logI'. Mit Hilfe der Integraldarstellung
(1.23) der I'"Funktion leiten wir nun eine Integraldarstellung von ¥ = I”/T" auf der
rechten Halbebene her.

SATZ 1.12. Fir alle z € C mit Re(z) > 0 gilt:

o-F- [ (b)) o

t
BeEwEIS. Nach (1.23) gilt fiir alle z € H, := {z € C; Re(z) > 0}

['(z) = lim e 7 dt .

n—00 1/n

Durch direktes Nachrechnen sieht man, daf§ hierbei die Konvergenz gleichméfig auf jeder
kompakten Teilmenge von H, erfolgt. Nach dem Satz von Weierstra$ (siehe z.B. [3], Satz
4.4) erhalten wir also

d n n d n
["(z) = lim —/ e "1 dt = lim — (e7"*71) dt = lim e tlog(t)t* 1dt =

n—oo a2 1/n n—oo 1/n z n—oo 1/n

= / e log(t)t* tdt .
0

Wir kénnen hierin log(¢) durch ein Frullani—Integral (vergl. Aufgabe 1.3) ausdriicken:

oo ,—x __ ,—lx
log(t) = / £ -° dx ,
0

X

. o0
wobel auch fo &

—e~* ‘ dx existiert, da der Integrand in 0 stetig ergénzbar ist. Mit Hilfe
des Satzes von Fubini erhalten wir

o0 o0 ,—x __ ,—lx
'(2) :/ e_t/ € TC  Gatlat
T
/ / e*tt2’71 e (1’+1 tZ 1) dtd_x

[T - 1w2) T

T
mit

I(z,2) ::/ et y=lgy
0
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Mit der Variablensubstitution u := t(x + 1) erhalten wir

_ 1 o, L)
I(x’z)_(a:—i—l)z/o e ‘v du =

Setzen wir dies ein, so folgt fiir alle z € H,

C =16 [ (- ) 5

woraus sich nach Division durch I'(z) die erste behauptete Integraldarstellung von W
ergibt. Insbesondere erhalten wir fiir alle z € H,

U(z) = lim / ° d:c—/ #da: ,
—0\Js; = s w(x+1)?

und hieraus vermoge der Substitution ¢ = log(z + 1) beim rechten Integral

0 T 00 eftz
U(z) =lim (/ dx —/ — dt)
=0\Js @ log(6+1) L — €

00 et etz 0 et
:lim(/ c tdt—/ —dt)
=0 \Jiog(s+1) t 1—e log(6+1)

J et J 1 0
OS/ —dtﬁ/ —dt=——————-1—0
log(64+1) L log(64+1) 10g(0 + 1) log(6 +1)

fiir § N\, 0 folgt also fiir Re(z) > 0

o0 e—t e—tz
U(z) = —_— dt
(2) /0 ( t 1— et)

und damit die Behauptung. U

Wegen

Mit Hilfe der in Satz 1.12 bereitgestellten Integralformel fiir die Digammafunktion
werden wir eine Darstellung von Logl" herleiten, die beim Beweis der Stirlingschen Formel
im kommenden Abschnitt niitzlich sein wird. Hierzu ben6tigen wir das folgende Resultat
fiir die Laplace—Transformation.

SATZ 1.13 (Dirichlet—Kriterium fiir die Laplace-Transformation). Sei f : [0,00) — R
eine auf [0,00) stetig differenzierbare Funktion mit f(t) — 0 fiir t — oo welche fiir ein
to > 0 auf [ty, 00) monoton ist. Dann existiert fiir alle 0 # z € H, = {z € C; Re(z) > 0}
das uneigentliche Riemann—Integral

F(z) = /OOO ft)e ™ dt

und die hierdurch auf H, \ {0} definierte Funktion F : H, \ {0} — C ist stetig und auf H,
holomorph.

BEWEIS. Indem wir notfalls f durch —f ersetzen, konnen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit voraussetzen, dafl f auf [ty,00) monoton fallend ist. Wir zeigen, die
gleichméflige Konvergenz

F(z) = /0 et dt — F(2)
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in z auf jeder kompakten Teilmenge von H, \ {0} fiir ¢ — oo. Sei also K eine beliebige
kompakte Teilmenge von H,. \ {0} und sei € > 0 beliebig. Wegen f(t) — 0 fiir t — oo gibt
es ein t; > to mit

F(t) = |f(0)] < dist(0, K)% fiir alle t > t,. (1.39)

Fiir {p < b < ¢ folgt mit partieller Integration fiir alle z € K (unter Verwendung von
le=#] = e7Ret2) < 1 fiir t > 0 und 2z € H, sowie |f(t)] = f(t) und |f'(t)] = —f'(t) fiir
t > to) nach (1.39):

)~ )l = /bcf<t>e-”dt)=)36—2bf<b> Le=ef(c) / (1) di]

ﬂ(lﬂ )+ 1) / SACLEE

Also konvergiert F, gleichméBig auf allen kompakten Teilmengen von H, \ {0} gegen I
Da die Funktionen F, ¢ > 0, auf C holomorph sind, folgt die Stetigkeit von F" auf H, \ {0}
und die Holomorphie von F' auf der offenen, rechten Halbebene H,. O

25 <e.

SATZ 1.14. Fiir alle 0 # z € H, = {z € C; Re(z) > 0} gilt

Log(T'(2)) = (= — 5) los(z) — = + 5 log(2m) + w(2)

<1 t t
it = —( —) ~“dt.
mit  w(z) /0 ol G 5)¢

BEWEIS. Die (in 0 durch f(0) := 1/12 ergénzte) Funktion f : [0,00) — R mit

S Cat

fiir alle ¢ > 0 ist nach Aufgabe 1.2 auf [0, 00) beliebig oft differenzierbar, und monoton
fallend mit f(¢) — 0 fiir ¢ — oco. Nach dem soeben gezeigten Satz 1.13 ist w daher auf
ganz H, \ {0} stetig und auf H, holomorph. Da LogI' auf C \ (—oo,0] holomorph und
somit insbesondere auf H, \ {0} stetig ist, geniigt es, die Gleichung (1.40) fiir alle z € H,
nachzuweisen.

Sei also z € H, beliebig. Nach der zweiten Integralformel fiir ¥ aus Satz 1.12 folgt

(1.40)

[e%¢} e—t e—tze—t 0 e—t e—tz
U(z41) = <—— )dt:/ (—— )dt
(z+1) /0 t 1—et 0 t et —1
o oot _ iz 1 [ © 11
[ L e [T
1 > 1 1 1
—L - (——— )’tzdt.
og(2) + 57 /0 2 1 Ta—1)¢

Integration langs der Strecke [1, z] von 1 nach z ergibt:

Log(I'(z + 1)) =Log(l'(z + 1)) — Log(F(Q))

=(Log(z) = 1)z+ 1+ Log /[ / -z 1_ 1)e’tcdt dc .
1,2]
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Wegen Log(I'(z+1)) = Log(z)+Log(I'(z)) (was man leicht mit Hilfe von (1.24) verifiziert)
erhalten wir mit Vertauschung der Integrationsreihenfolge nach Fubini

Log(I'(z)) = — Log(z) + (Log(z) — 1)z + 1+ %Log(z)—l—
[ b
:<z — %)Log(z) —z+1+ /OOO ft)(e™ —e")dt.

Mit

OO —1 _ 1 > t —t/2 R OO —t/2
[::/0 f(t)e dt_é/o f(i)e 2t undJ.—/O f(t)etat

hat man einerseits "
* [fe” 1 dt
J—1= / < = (1.42)
0 t et - ]_ t

und andererseits aus (1.41) (mit z = 1/2) unter Verwendung von (1.30)

1 1 1 1
—I=1 N=))]—===1 ——. 1.43
7 1=t0g (1(3)) - 5 = lowr) - (1.43)
Hiermit ergibt sich
© et et ety dt
J=(J-01)+1= (7 — —) —
(J=D+ A t 2 )t
t t_ —t/2

[ A
—Jo dt t 2t

e t/2 Fl [t —et/2
= +—/ C T
YA t

) at

— e_t

t

1 1 1
=3 + 3 log (5) .
Mit (1.43) erhalten wir also fir I:
1
I=1- §log(27r).

Setzen wir diesen Wert von I in (1.41) ein, so folgt (1.40) fiir Re(z) > 0 O

2.5. Die allgemeine Stirlingsche Formel. fiir 0 < a < 7 untersuchen wir nun das
asymptotische Verhalten von I'(z) in dem Winkelbereich S, := {re®; r > 0, |p| < a}.

Zunéchst erhalten wir mit Satz 1.14 eine asymptotische Entwicklung fiir Logl' auf
H, \ {0}. Hierzu beachten wir, daf8 fiir die Funktion f aus dem Beweis zu Satz 1.14
gilt: Alle Ableitungen von f der Ordnung > 1 sind auf [0,00) absolut integrierbar. Dies
zeigt man leicht durch vollstédndige Induktion nach der Ableitungsordnung. Mit partieller
Integration folgt fiir 0 # z € ]HT

/ ft)e #dt = —= + f e ¥ dt = / f(t)e ™ dt
und hieraus nach (1.40) wegen |f ()| = —f’ und f'(t) — 0 fir 0 < t — oo:

‘LogF(z) —(z— %) log(z) + z — %log(27r)‘ = |w(2)]

R T 1
§m+m/0 (~r)di= g
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Durch mehrfache partielle Integration erhalten wir Approximationen hoéherer Ordnung

von Logl™
ftz f(O) I O) 1 >~ " —tz _
/ It dt = +—22/0 ff(t)e ™ dt =

Z f(k‘ / f(n+1)(z)e—tz dt
Zk+1 Zn+1 :

Mit Aufgabe 1.2 folgt

wiz) =5+

B

k k+2
F10) = (k+1)(k+2)
und Bgiyq = 0 fiir alle £ € N. Damit erhalten wir

SATZ 1.15. Fiir alle 0 # 2 € H, gilt

1 1 a B yo 1
LogD'(z) = (2 — 5 ) log(2) — 2 + 5 log(2m) + 3
ogl'(2) (Z 2) og(z) —z + 2 og(2m) + £ (2k + 1)(2k + 2)22k+1 + Z2n+2Rn(z)

mat - -
2)| = ] / FIR2 ()t dt’ <O, = / | f202(4)| dt < oo.
0 0
Fir n = 4 erhalten wir etwa

1 1 1 1 1 1 1
Logl'(z) = (2—=)1 log(2 _ o(—).
0gl'(2) = (2—3) log(2)- Z+ 08(2m)+ 5. 36053 T 12605 16807 | 11888 T O\ 50

Fiir die Gammafunktion selbst erhalten wir nun:

SATZ 1.16. F iir alle a € (0,7) gilt in Sy:

r(2) :mexp((z—%)mg(z) )-(1+%+0(|j| )) (1.45)

fir |z] — oo. Fiir x € (0,00) gilt also

1
[(z) = V2rz@=/Dee <1 + P + O( )) fiir x — oo (1.46)
Insbesondere folgt fiir n € N die Stirlingsche Formel
1
nl = 27m(ﬁ> (1+—+O( )) firn — oo. (1.47)
e 12n

BEWEIS. Wir beweisen die asymptotische Darstellung (1.45) zunéchst in der abge-
schlossenen rechten Halbebene H, = {z € C; Re(z) > 0}.
Wenden wir auf (1.40) die Exponentialfunktion an,

['(z) = V2mexp <<z - %)Log(z) - z) )| (1.48)

so folgt (1.45) fir 0 < o < /2, denn wegen Satz 1.15 gilt

o¢] n—1 1 J—
) =14 w(z) Z w(z;j‘ =1+ 2. O<| |2> fir |z| — oo in Hi,. (1.49)

n=1
(1.46) ist nun klar und (1.47) folgt aus (1.46) unter Beachtung von n! =I'(n+1) = nl'(n).
Seli nun 7/2 < a < 7. Fir w € S, mit Re(w) < 0 ist z := —w € H,. Mit der
Eulerschen Reflexionsformel (1.5) und (1.24) erhalten wir
—T

L(z)'(==2) =

zsin(mwz)



2. EIGENSCHAFTEN UND THEORIE DER I'-FUNKTION 33
und hieraus mit (1.48)

zsin(mz)[(2)

:ZSiI](ﬂ'Z)\/%GXp <<z — %)Log(z) — z) ew(2)
:i\/ﬁexp << —z— %)Log(z) _ z) e—w(2)

—2isin(7z)

Beachten wir nun noch —2isin(z) = 2isin(w) = €™ — e~ und

Log(w) —im  falls Im(w) > 0

Log(z) = Log(—w) = {Log(w) +im  falls Im(w) < 0,

so erhalten wir im Fall Im(w) > 0:

_ V21 exp ((w - %)Log(w) + w) e~ w(w)

F (U}) 1— 6+i27rw

Nun gilt fiir w € S, mit Im(w) > 0 und Re(w) < 0 und alle k£ > 0:
|6i27rw| _ 6727r1m(w) < 6727rsin(a)|w\ _ 0(|w|*k) fiir |w| — 00

und unter Verwendung von (1.49)
1
eiw(iw) = 1+m+0(|w‘72) fiir ‘U}| — 0.

Hiermit erhélt man (1.45) auch auf {w € S, ; Im(w) > 0, Re(w) < 0}.
Den Bereich {w € S, ; Im(w) < 0, Re(w) < 0} behandelt man analog. O

Verwendet man Approximationen hoherer Ordnung fiir Logl', so erhélt man Approxi-
mationen héherer Ordnung fiir die Gammafunktion wie z.B.

I'(z) = V2mexp ((z —~ %)Log(Z) - Z) : <1 + é + 28222 a 51;3?&3 * O<#))

Zum Abschlufl dieses Kapitels zeigen wir eine Anwendung der Stirlingschen Formel
bei der Untersuchung des Randwachstums holomorpher Funktionen auf der offenen Ein-
heitskreisscheibe D := {2z € C; |z| < 1}.

SATZ 1.17. Ist f € O(D) gegeben durch eine Potenzreihe
f(z) = chzk (z € D)
k=0

mit |ci| < Cok® fiir alle k € Ny, mit reellen Konstante Cy > 0 und a > —1, so gibt es
eine Konstante C' > 0 mit

C

|f(2)] < W

fiir alle z € D.
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BEWEIS. Nach der Stirlingschen Formel gilt
' F(Oz—l—k 4 1) ' (Oé+ ]{Z—i- 1)a+k+%e—a—k—1
lim = lim -
k—oo T(av + 1)D(k + k™ k=0 T(a + 1)(k + 1)k +3e b1
e @ , a+k+1I\k3a+k+1\@
i, ) ()
1
I'(a+1)
Also gibt es eine Konstante C; > 0, so daf fiir alle k € Ny gilt

MNa+k+1)
< .
el < O TR T )

Daher erhalten wir fiir alle z € D:

P <Y lexll2lF < Co Y kel
k=0 k=0

o0

Fla+k+1) & C
<Gy - ¢
=CiCo 2= T(a+ DI(k+1) = e

3. Die ¢—Gammafunktion

Natiirlich gibt es bei einer so schonen Funktion mit so interessanten Eigenschaften
auch Bemiihungen, die gewonnene Theorie in einen allgemeineren Rahmen einzubetten.
Auf einen solchen Versuch soll hier noch kurz hingewiesen werden: fiir ¢ # 1 und alle
n € N gilt

1_ n
T g4+t g
l—gq
und _
n=liml+q¢+¢+--+¢" ' =1lim —4a .
q—1 q—1 1—(]
Durch

ist also ein verniinftiges Analogon zur Fakultéit gegeben. fiir 0 < ¢ < 1 lésst sich dies auch

schreiben in der Form
o0

1 1—¢
nl, = -
! (1—<J)”j1:[11—q"+7
F.H. Jackson hat 1910 bemerkt, daf3 die rechte Seite fiir alle reellen Zahlen n > 0 definiert
ist und definierte

7T 17
[,(z) = (1-¢q)! Hl—iq"ﬂj x> 0.
=0
Die Funktionalgleichung lautet nun
1 _ €T
Lz +1)= 1 a Ly(z), z>0.
-4

Es zeigt sich, dafl die meisten Eigenschaften der Gammafunktion ein natiirliches ¢—
Analogon besitzen. Selbst der Satz von Bohr und Mollerup bleibt fiir die g-Gammafunktion
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richtig, wie Richard Askey 1978 in [7] gezeigt hat. Auch eine ¢—Variante der Betafunktion
kann man einfiihren. )
Askey hat in [8] einen Uberblick iiber die Geschichte dieser Entwicklungen gegeben.

Die Eigenschaften der I'-Funktion und der mit ihr verwandten speziellen Funktionen
sind von vielen Autoren intensiv untersucht worden (siehe z.B. [78, 6, 67, 52, 5] und
viele der im Literaturverzeichnis angegebenen Lehrbiicher zur Funktionentheorie).

Ubungsaufgaben zu Kapitel 1

AUFGABE 1.1. Zeigen Sie: Die durch

auf C \ 2miZ definierte Funktion A ist in 0 holomorph durch h(0) = 1 ergénzbar und
besitzt die in einer Umgebung von 0 konvergente Potenzreihendarstellung

00 Bn .
h(z) = Z P
n=0

Hierbei ist (B,,)22, die Folge der Bernoullizahlen. Diese ist definiert durch By = 1, By =
—2 und die Rekursionsformel

- 1
3 ("Z )Bk —0 firallen e N,.
k=0

AUFGABE 1.2. Die durch

1) =5 (s 2o 0)

2\er —1 ' 2
auf C \ 2miZ definierte Funktion ist offensichtlich auf C meromorph. Zeigen Sie:
(a) f ist eine gerade Funktion und in 0 holomorph durch f(0) := 1/12 ergénzbar.
(b) Fur alle z € G:=C\ {n27i; 0 #n € Z} gilt

- 1
f(Z) :222’2+47T2n2 :
n=1

(c) f ist auf [0, 00) monoton fallend mit lim; ., f(¢) = 0.
(d) f besitzt in {z € C; |z|] < 27} die Potenzreihendarstellung

[e.9]

f(Z) _ Z Bn+2 'Zn ]

n=0 (’I’L + 2)

Hierbei ist (B,)°, die Folge der Bernoullizahlen. Da f nach (a) eine gerade
Funktion ist, folgt insbesondere By, 1 = 0 fiir alle £ > 1 und somit

= Bom+1y
f(z) = ot ",
“— (2n +2)!

Hinweis: Verwenden Sie

1 z z 1 1 2 1 1 z 1
A Db - g ()4
/) z2<ez—1+2> 22 2z<eZ—1+ 220\ T 2
und die aus der Funktionentheorie bekannte Mittag—Leffler-Entwicklung fiir die Kotan-
gensfunktion.
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AUFGABE 1.3 (Frullani-Integrale 1). Seien a,b > 0 und sei f : [0,00) — R eine stetige
Funktion, fiir die das uneigentliche Riemann—Integral

[0,

o0 Mdl‘ existiert und es gilt

existiert. Zeigen Sie:

(a) Das uneigentliche Riemann-Integral |

0
* flaz) = f(bx) , b
/0 I e = £(0) log (5) .

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst
[, " f),
5

xr Sa xr

T fiir alle 6 > 0.

(b) Fir alle t > 0 gilt:
0 —x __ ,—tx 00 _
log(t) — / e e / cos(x) — cos(tz) .
0 0

T T

AUFGABE 1.4 (Frullani-Integrale 2). Seien a,b > 0 und sei f : [0,00) — R eine stetige
Funktion, fiir die der Grenzwert f(oc0) := lim, ., f(z) existiert.

oo flaz)—

(a) Zeigen Sie: Das uneigentliche Riemann-Integral | $f ) gz existiert und es

0
gilt
* flax) — f(bx) , b
| = 10 - foopton (7).
(b) Berechnen Sie die uneigentlichen Integrale
/Oo arctan(az) — arctan(bx) 4 /Oo tanh(ax) — tanh(bx)
un
0 0

T

T

AUFGABE 1.5. Zeigen Sie, daB fiir alle n € N gilt

n—1

,
=nt | | i (— )
n 1l sin nﬂ'

Hinweis: Beachten Sie

r=1

und bilden Sie den Grenzwert —
lim S
r—1 p — 1

AUFGABE 1.6. Zeigen Sie, daf fiir alle z € C mit Re(z) > —1 die folgende Formel gilt:

/01 <log (%))Zdu = /000 e 'tAdt .

Dies zeigt, dafl diese beiden Eulerschen Integrale die gleiche Funktion darstellen (ndmlich
z—zl=T(z+41)).
Hinweis: Verwenden Sie in (1.23) die Variablensubstitution ¢ = log(1/u).
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AUFGABE 1.7. Sei H, := {z € C; Rez > 0} die offene, rechte Halbebene. Die Beta—
Funktion B : H, x H, — C ist definiert durch

1
B@Jﬁ;:/(l—walﬁlﬁ (o, B € H,.).
0
Zeigen Sie, daf fiir alle o, 8 € H, gilt:

(a) Bla, ) = %

Hinweis: Fiithren Sie in dem Doppelintegral

/ / talﬁl tsdtds

die Variablensubstitution s = ur, t = (1 — r)u durch.

(b) B(a,ﬁ)I/OOO( -

xXr
—d
1+x)a+ﬁ z

AUFGABE 1.8. Zeigen Sie mit Hilfe der Eulerschen Reflexionsformel:

™

1
N
vie y ! cosh(7t)

AUFGABE 1.9. Verwenden Sie Aufgabe 1.8 und die Verdoppelungsformel von Legendre
zum Beweis von

I'(2:t 1
VO£t ER: '(?wz .
I'(it) 24/cosh(mt)
AUFGABE 1.10. Konnen Sie in Satz 1.17 auch im Fall & = —1 etwas iiber das Rand-

wachstum von f aussagen?

AUFGABE 1.11. Zeigen Sie, daf fiir alle z, w € H,. gilt

o r
/ e—wttz—l dt = (’Z) )
0

wZ

Hinweis: Fiir Im(w) = 0 folgt dies leicht mit einer geeigneten Variablensubstitution.



KAPITEL 2

Die Riemannsche Zetafunktion

1. Definition und erste Eigenschaften der Zetafunktion
Fiir s € R definieren wir
H, := {2 € C; Re(z) >s} und H, :={z € C; Re(z) > s}.
Fiir alle s > 1 und alle Z € H,, n € N gilt

‘n*z‘ _ ‘eleog(n)‘ _ e*Re(Z) log(n) <n°®.

Wegen der Konvergenz der Reihe "7 n~® ist also die Reihe

=> n (2.1)

fiir alle s > 1 gleichméBig und absolut konvergent auf H, und definiert daher eine auf H,;
holomorphe Funktion (. Diese nennt man die Riemannsche Zeta—Funktion. Fiir reelles
s> 1 gilt bei s \/ 1

[ee] oo n+1 o)
1
= ZTFS > Z/ r %ds = / x %ds = . — 00. (2.2)
n=1 n=1Y" 1 =

Die Riemannsche Zeta—Funktion spielt eine wesentliche Rolle in der Zahlentheorie. Dies
wird bereits durch die folgenden ersten Aussagen iiber ¢ deutlich.

SATZ 2.1. (a) Es gibt unendlich viele Primzahlen. Diese numerieren wir der Grofle
nach durch: py = 2,po =3,p4 =05, ....
(b) Fiir alle z € Hy gilt die Produktdarstellung

[e.9]

=10

n=1
mit gleichmdfBiger Konvergenz auf Hy fiir alle s > 1.

BEweIs. Fiir alle z € H, ist

C(z)(1—-277 E nz—g n)_Z:E n-*
n=1
2in

n=1

Ebenso erhalt man

() (1-2 an

2{n 3{n
und schliellich induktiv: Sind p; =2 < py =3 < --- < py die ersten N Primzahlen und
gilt
N 00

(L-p)= Y n7, (2.3)

fiir 1<k<N

38
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so kann py nicht die grofite Primzahl sein, denn andernfalls wére 1 die einzige natiirliche
Zahl mit pg f n fir 1 <k < N. Dann wiirde aber

¢ [0 -p) =1

k=1
folgen und hieraus
N N
i 1 syl N
lim ¢(s) = lim ] J (1 —p;") [[a-p"H" <o
k=1 k=1
im Widerspruch zu (2.2). Also gibt es doch eine kleinste von p,...,py verschiedene
Primzahl pyy; und analog wie oben erhélt man mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung
N+1 00
I[a-r= S w
k=1 n=1,prn

fir 1<k<N+1

Damit ist (a) gezeigt und die Giiltigkeit von (2.3) fiir alle N € N.
Ist s > 1 beliebig, so erhalten wir aus (2.3) fiir alle 2 € H,

cTTa-mr-1 X w3 i<

k=1 n=1,pxin n=pn+1
fiir 1<k<N
[S) S
< g ’nleg E n°®—0
n=N+1 n=N+1

fiir N — oo und damit

- 10—,

Wegen
[e.e] o0 o0
D<) pt <> <o
n=1 n=1 n=1

fiir 2 € H, und s > 1 sind die Voraussetzungen zu Satz 9.5 aus (3] erfiillt und es folgt die
gleichméfige Konvergenz des Produktes auf Hy fiir alle s > 1. U

Es zeigt sich, daB sogar die Reihe > 7 p,! divergiert. In diesem Sinne liegen die
Primzahlen dichter in N als die Quadratzahlen.

SATZ 2.2. Die Reihe Y o p,"' ist divergent. Ferner gilt
Vs>1VneNVC>03Im>n: p,<Cm’. (2.4)

BEWEIS. Wire (2.4) verletzt, so wiirde die Reihe > 7 | p, ! nach dem Majorantenkri-
terium konvergieren. Wir zeigen indirekt, dafl dies nicht der Fall ist.

Annahme: Die Reihe > °°  p,! konvergiert. Nach Lemma 9.7 in [3] gilt dann ¢ :=
12, (1=p,") > 0. Fiir alle s > 1 und n € N folgt wegen 0 < 1—p, ' <1—p;* <1 nach
Satz 2.1 auch

0<e=][00-p") <[ —p2") =<C(s)"

Wegen ((s) — oo fiir s \, 1 erhalten wir einen Widerspruch. Also muf} die Behauptung
richtig sein. O
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=21 +—

ABBILDUNG 1. Der Verlauf des Integrationsweges 7. 4

Im folgenden Lemma stellen wir einen Zusammenhang von ¢ mit der I'-Funktion her.

LEMMA 2.3. Fir alle z € C mit Re(z) > 1 gilt

C(2)T(2) = /0 AR

er —1

BEwEIS. Nach (1.23) gilt fiir alle z € C mit Re(z) > 0:

['(2) :/ e dt .
0

Mit der Substitution x := t/n erhalten wir hieraus:

I'(z) = nz/ e " dx
0
und damit -
n *T'(2) :/ e " dr
0

Durch Summation iiber n € N folgt fiir alle z € C mit Re(z) > 0:

C(2)'(2) = Z e "t iy = / Z e " dy =
n=1"0 0 n=1
e % $z71

[e's) z—1 [e'e]
:/ x da::/ dx .
o l—e™® o €e*—1

SATZ 2.4. Fir alle z € H gilt
(1 — _ z—1
R
Ye,d

271 ev — 1

wobei (—w)*~t := exp((z — 1)Log(—w)) fiir alle w € C\ {z € R; x > 0} und ~y.4 mit
0 <d<e<2m der aus Abbildung 1 ersichtliche Weg ist.
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BEWEIS. Man verifiziert durch direktes Nachrechnen, dafl das uneigentliche Weginte-
z—1
gral fﬂ/ . % dw auf jeder kompakten Teilmenge von C gleichméflig konvergiert, dafl

also durch

_ z—1
zHF(z)::/ %dw fir € C
Ve,d ev —1

eine auf ganz C holomorphe Funktion gegeben ist. Mit Hilfe des Cauchyschen Integral-
satzes liberlegt man sich ferner, daf§ der Wert des Integrals unabhéngig von ¢ und d ist,
unter der Einschrankung 0 < d < ¢ < 27. Fiir d — 0 und « > 0 folgt

}f“% Log(—(z £ id)) = log(x) F mi

und damit

_an)z—1 00 .z—1,—(z—1)mt 0 .z—1,(z—1)mi
= / 7< ww) dw — / re- : dz + / S me dz .
o, D(0e) € —1 c et —1 . er — 1

Fiir jw| =¢ < 1ist

(—w)*'| _exp(Re((z — 1)Log(—w)))
ew —1 lew — 1]
:|w|Re(z)71 eX|p(—IIT:l[(|Z)AI'g(—U})) S C|w‘Re(z)72
ev —

mit einer von ¢ unabhéngigen Konstanten C' > 0. Ist Im(z) > 1 so folgt fiir ¢ — 0

ev —

_ z—1
/ % dw’ < 20meRe®)-1 .
0. D(0,¢) 1

Damit ergibt sich fur F(z), z € Hy mit Hilfe von Lemma 2.3 und der Eulerschen Reflexi-
onsformel (Folgerung 1.5):

z—1

F(z) =2isin(n(z — 1)) /OOO N dr = —2isin(z — 1)((2)['(2) =

er —

2.5
_ oSBT o CB) (2:)
[(z)l(1-2) T(1-2)
Auflésung nach ((z) ergibt die Behauptung. B

Da, wie oben bemerkt wurde, die Funktion F' auf ganz C holomorph ist und die
Funktion I' eine auf C meromorphe Funktion ist, erhalten wir:

FOLGERUNG 2.5. Die Funktion ¢ kann zu einer auf C meromorphen Funktion fortge-
setzt werden (die wieder mit ( bezeichnet wird). Diese hat nur eine Polstelle im Punkt 1.
Diese Polstelle ist von der Ordnung 1 und hat das Residuum 1.

BEWEIS. Die Funktion F' ist auf C holomorph, hat also keine Polstellen. ¢ kann also
hochstens Polstellen in den Polstellen {k; k € N} der Funktion z — I'(1 —z) haben. Diese
haben alle die Ordnung 1 (Vergl. Satz 1.1). Da aufgrund der urspriinglichen Definition der
Zeta-Funktion diese auf H; holomorph ist, miissen die Polstellen {k; 2 < k € N} durch
Nullstellen von F' kompensiert werden. Es bleibt also nur noch 1 als mogliche Polstelle
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tibrig. Fiir das Residuum in 1 berechnet man unter Verwendung von Res(I',0) = 1 und
des Residuensatzes:

Res(C, 1) =lim(z = 1)¢(2) = lim —(z = )P (1 — 2) - FQSZ)
1 1

=— o
271 e €

dw=1.
1

d

Die folgende Funktionalgleichung ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Theorie der Rie-
mannschen Zeta—Funktion.

SATZ 2.6 (Funktionalgleichung der Zeta—Funktion). Fiir alle z € C\ {0, 1} gilt

((2) = 2°7* !sin (%)F(l —2)((1 —=2). (2.6)

BEWEIS. Sei zunédchst 0 > s € R. Fir allen € Nund 0 < d < 1 sei R,, das achsen-
parallele Rechteck mit den Eckpunkten

—C2n+Dr(1+1i), 2n+ 1)m(1 —3), 2n+ 1)m(1+14), 2n+ )7w(i — 1)

und 7y, q der in Abbildung 2 skizzierte Weg. In Abwandlung des Beweises zu Satz 2.4
definieren wir

_an)s—1 00 s—1 _—(s—1)mi 00 s—1_(s—1)mi
:/ Quwi)dw_/ Ldz—i—/ T 2
( (

2n+1)w et —1 2n+1)7 e? —1

:/ (—w)*~! dw—|—2i/oo ¥t sin((s — 1)) dr
84 R, €" (

2n+1)w e’ —1
Man rechnet nach, dafl |[e¥ — 1| > 1/2 fiir alle w € OR,, und damit

(~w)*!

S Cnsfl
e —1

mit einer positiven Konstante C gilt. Das erste Integral der letzten Zeile von (2.7) ist also
von der GroBenordnung O(n®) da der Integrationsweg von der Lange 8(2m + 1)n ist. Auch
fiir das zweite Integral gilt:

%) s—1 .= . 1 .
‘22’/ v sin((s )7i) dr| — 0 firn— oco.
(2n+1)w e? — 1

Es folgt daher F,,(s) — 0 fiir n — oo. Die Funktion w — (_67;0"7)_31_1 ist auf C\{z € R; z > 0}

meromorph mit Polstellen nur in 427N, die alle von erster Ordnung sind, und deren
Residuen sich wie folgt berechnen:

(—w)s~?

Res (“ T

,ﬂ/m) = (2k)*Lels=VLoeE) fiip alle k € N.
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Mit dem Residuensatz ergibt sich

Fn(S) . F(S) :27T,L'(27T)S—1(6—(8—1)7r/2 + 6(5—1)7r/2) Z k?s_l

k=1

=27i2(27)* ! cos((s — 1)7/2) st !

=2mi2°m* L sin(sm/2) Z kot
k=1
Wegen F,,(s) — 0 fiir n — oo erhalten wir fiir n — oo:
—F(s) = 2mi2°7* L sin(sm/2)C(1 — s)

Einsetzen in (2.5) und Auflosen nach ((s) liefert die Behauptung fiir alle negativen reellen
Zahlen s. Da beide Seiten von (2.6) meromorph auf C sind folgt mit Hilfe des Identitéts-
satzes die Behauptung fiir alle z € C\ {0, 1}. O

Mit Hilfe der Reflexionsformel fiir die Gammafunktion von Euler (Folgerung 1.5) und
unter Verwendung von sin(rz) = 25111( )cos( ) erhilt man die folgende Fassung der
Funktionalgleichung der Zetafunktion:

FOLGERUNG 2.7. Fiir alle z € C\ {0,1} gilt:

C(1—2)=2"*1""cos (7;2)1“(2)@“(2) : (2.8)
Die in 0 holomorph durch 1 ergénzte Funktion
41
z — h(z) ::zL:EJr :

20 —=1) 2 e —1

ist gerade und hat daher eine Potenzreihendarstellung der Form

_1+Z BQ" T

wobel die Zahlen B,, die Bernoulhschen Zahlen sind. Es folgt fiir alle n € N:

¢(~n) :(—1)"l!,/y w2 (h(w) = 5 ) dw

271

n! > B
—(—1)"—_ 1__ kl Zk w2 dw .
( )Qm’/” ( +Z v

Mit dem Residuensatz folgt ((—2k) = 0 fiir alle £ € N und (0 ) = —1/2 sowie

B
C(—2k+1) = (_1)k2—2’f fiir alle k € N.

Insbesondere sind alle diese Werte rationale Zahlen.

Wegen Satz 2.1 kann (¢ keine Nullstellen in H; besitzen. Hieraus folgt mit Hilfe
der Funktionalgleichung der Zeta—Funktion, daf§ alle von den trivialen Nullstellen —2k
(mit k£ € N) verschiedenen Nullstellen der Riemannschen Zeta-Funktion in dem kriti-
schen Streifen {z € C;0 < Re(z) < 1} liegen. Die bis heute weder bewiesene noch
widerlegte Riemannsche Vermutung besagt, dafl sie sogar alle auf der kritischen Linie

{z € C; Re(z) = 1/2} liegen.

Unter Verwendung der Verdoppelungsformel von Lagrange (Satz 1.11) zeigen wir eine
weitere Fassung der Funktionalgleichung:
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FOLGERUNG 2.8. Durch

1-— 2
e = i Gy
st eine ganze Funktion auf C gegeben mit
E(1—2)=¢&(2) fir alle z € C. (2.9)

BeEWwEIS. Die Nullstellen des Vorfaktors z(1 — z) bei 0 und 1 sowie die Nullstellen von
¢ in allen geraden negativen ganzen Zahlen kompensieren die Polstellen (erster Ordnung)
der Zetafunktion in 1 und von F(g) bei 0 sowie die Polstellen von F(%) in allen negativen
geraden ganzen Zahlen. Somit ist £ eine auf ganz C holomorphe Funktion.

Multiplizieren wir die Verdoppelungsformel

w2 T(2) :2Z1F(§)F(1;Z)

mit cos ( %Z)F(I;QZ) = CO0S (%Z)F(l — %Z), so erhalten wir unter Verwendung der Reflexi-
onsformel von Euler:

TA0(2) cos (%)r(lgz) zzzlr(g)r(lgz)r(lgz)ws )
=) 27517_2))
=271l (2)

Multiplikation mit z(1 — z)7~17227%((2) ergibt fiir die rechte Seite £(z) und wir erhalten
mit Folgerung 2.7:

£(2) :%z(l — 2)77_“5221_24"(2) Cos (%Z)T(Z)T(l ; z)
—50 =2 - (1= 2)r T - 9P =€ 2).
Damit sind die Behauptungen gezeigt. O

Fiir z € R definieren wir wie iiblich

[z] :=max{n € Z; n < x}.

2. Einige Abschitzungen fiir die Zetafunktion

Die folgende Darstellung der Zetafunktion wird uns bei Abschitzungen niitzlich sein.

LEMMA 2.9. Fir alle z € Hy \ {1} und alle N € N gilt:

((z) = anz + ivii — z/Noo(x — [2]))z~* dz.
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BEWEIS. Fiir Rez > 1 und alle N € N gilt

/Oo[x]x_z_l dx = 3 n/n+1 e = 1 i n(n (n+1)77)
N n=N 7 “ =N
1 - —z+1 z+1 -
! (1)) Yt )
(X =+ e )
1 [e.e]
__ Nferl 4 —z
z ( n%ln
1 N
=L (3 -0

Wegen

Nl—z Nl—z [e’¢)
N2 = — + i N7 = — +z x % dx
z—1 2z-1 z—1 N

folgt hieraus durch Auflésen nach ((z) die erste der beiden behaupteten Darstellungen der
Zeta-Funktion fiir Rez > 1. Da beide Seiten dieser Darstellung auf Hy \ {1} holomorph
sind, folgt mit Identitdtssatz die Giiltigkeit der Darstellung auf Hjy \ {1}. Die zweite
Behauptung erhélt man aus der ersten fiir N = 1. U

Bekanntlich gilt fiir Rez > 2:

DS 0 <3 0 = ((2)
n=1 n=1

so daf die Zetafunktion auf H, beschrinkt ist. Dies gilt auch fiir alle Ableitungen der
Zeta-Funktion, denn wir diirfen nach dem Satz von Weierstrafl gliedweise differenzieren
und erhalten

IC®) (2 ’ i —logn)"n?| < in_Rez| logn|F < C’iozn_?’/2
n=1 n=1 n=1

unter Verwendung der bekannten Tatsache, daf fiir alle € > 0 (hier speziell € = 1/2) eine
von z unabhéngige Konstante C' = Cj(g) > 0 existiert mit

Ve >1: logz < Cj(e)z®. (2.10)

Fiir alle z € C mit Rez > 2 gilt ferner

€I =1-1¢(z) =1 =1=> n " >1-) "n?>0. (2.11)
n=2 n=2

Die Zeta-Funktion ist also auf der Halbebene H, nach unten beschrinkt.

FOLGERUNG 2.10. Fir (0 < <1 gilt:
(2) [¢(2)] = O(|2|/+*) fiir |2| — oo in H.
(b) Fiir alle k € Ny ezistiert eine Konstante C}.(5) > 0, so daf fir alle z € C mit
Rez > § und |Imz| > 1 gilt:

[<W()| < CrO)I2].

BEWEIS. Da die Zeta-Funktion und alle ihre Ableitungen auf H, beschrinkt sind,
geniigt es die Behauptungen fiir 6 < Rez < 2 zu beweisen.
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(a) Aus der ersten Darstellung der Zetafunktion in Lemma 2.9 folgt fiir alle z € C mit
0 <Rez <2und |z| > 2 und fiir alle N € N:

2)| < i\f:n_ReZ + N TR + |2 /OO xR gy
I 2| =1 N

2N1-0 1
<N + + |2| N7 ——
H Rez
02l s
<N + +ZENC
2| 0

Wihlen wir speziell N := [|z|17i6} + 1, so folgt wegen 0 <1 —9 < 1:

(|2] ™5 + 1)1°
2] =1
1—§
2l +1 (
2] — 1

()] <Je|m 4+ 1+ + Bl

1
§<1+5>|z\1—16+1+ 1+5)\z|1+6+4

Damit folgt die Behauptung.
(b) Wir verwenden die zweite Darstellung der Zeta-Funktion aus Lemma 2.9. Mit

f(z):= h x — [z] — 1 v " Ndr
) P

gilt fiir alle £ € Ny und z € C mit § < Rez < 2 und |Imz| > 1 (da wir Integration und
Differentiation vertauschen diirfen):

‘f(k |_’/ —log ) (;1;— [x] — ;) 21 ’ <= / logaz) —Rez—1 7.
LG [ 1y, CHOID

Hierbei ist C%(6/2) wie in (2.10). Fiir £ = 0 folgt hiermit die Behauptung durch direkte
Abschitzung der zweiten Darstellung von ((z) aus Lemma 2.9'. Im Fall k£ > 1 erhalten
wir durch k-malige Differentiation fiir § < Rez < 2 und |[Imz| > 1:

)i
15 (2)| = ‘ﬁ —kfE () — 2fW(2)] < k!+§Ck1(5/2) |?Ck(5/2)

und damit die Behauptung. U

Im folgenden Satz zeigen wir eine untere Abschétzung fiir den Betrag der Zeta-
Funktion.

SATZ 2.11. Die Zeta-Funktion besitzt auf H, keine Nullstellen. Ferner gibt es eine
Konstante ¢ > 0 mait

C(2)] > cf=™
fir alle z € Hy mit [Imz| > 1.
BEWEIS. (a) Wir bemerken zundchst:

VweT: Re(w*) 4+ 4Re(w?) 4+ 3 > 0. (2.12)

!Dieser Fall folgt natiirlich auch aus der schirferen Wachstumsabschéitzung in (a).
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Mit dem Binomialsatz gilt fiir alle w € T (wegen ww = 1):
0 <16(Rew)* = (w +w)*
=w* + w + 4(w*W + w?) + 6w*W? = 2Re(w*) + 8Re(w?) + 6.
Hieraus folgt (2.12).
(b) Wir zeigen nun:
VzeH,: IC(2)|* - |¢(Rez 4 2iImz)]| - |¢(Rez)|* > 1. (2.13)
Sei also z € Hj beliebig. Wir schreiben z := Rez und y := Imz. Mit (2.12) angewendet
auf w := n~%/? folgt: ‘ '
Re(n %) + 4Re(n ") 4+ 3 > 0.
Multiplikation mit a,n™" und Summation iiber n ergibt
Re(L¢(x + 2iy)) + 4Re(L¢(z + iy)) + 3L¢(z) > 0.

Durch Ubergang zum Exponenten folgt (2.13). Aus (2.13) folgt durch Division durch
Rez —1:

¢(=)
Rez — 1 Rez —1°
Dies zeigt schon, dafl ( keine Nullstelle auf der Geraden Rez = 1 haben kann: Fiir 1 + iy
mit y # 0 und (1 + ¢y) = 0 wiirde man fiir die linke Seite von (2.14) fir Imz = y und
Rez = # — 1 nédmlich den endlichen Grenzwert |('(1+1iy)| - |((1+ 2iy)| erhalten, wihrend
die rechte Seite gegen oo konvergiert.

(c) Beim Beweis der unteren Abschétzung kénnen wir uns auf die Menge
S:={2€C;1<Rez <2, |lmz| > 1}

beschrianken, da || auf Hy von 0 weg beschriankt ist. Da die Zeta-Funktion in 1 eine Pol-
stelle der Ordnung 1 besitzt, ist die auf (1, 2] definierte, positive, nullstellenfreie Funktion

z = ((z)(z—1)
in 1 stetig durch einen von 0 verschiedenen Wert ergénzbar und daher nach oben und
nach unten durch positive Konstanten beschrinkt. Mit (2.13) erhalten wir fiir alle z =
r+iy € S:

Vz e H; - ‘ ‘4\C(Rez + 2ilmz)||((Rez)(Rez — 1)| > (2.14)

|z — 1)*/4 _ -
s 2y = C@E@= D))

Fiir |((z + 2iy)|"/* haben wir nach Folgerung 2.10 eine Abschitzung nach oben
[+ 2iy)['* < Koz < KyJy['*

auf S mit positiven Konstanten Ky, K;. Insgesamt erhalten wir fiir alle z = x4+ 1y € S

C(2)] = Koz — 1) fy| (2.15)
mit einer Konstanten K, > 0. Ebenfalls nach Folgerung 2.10 gilt fiir alle z € S

¢'(2)] < K|z < Kaly]
mit Konstanten K3, K, > 0. Wir wahlen nun € > 0 so klein, daf3
Ky — K4/t >0 (2.16)

gilt.
(d) Sei nun z = x + iy € S beliebig. Wir unterscheiden zwei Fille:
(i) * > 9 := 1+ ¢|y|~°. Dann folgt mit (2.15)

Ky

€ = Kalw = Dy ™ > KoMy Py ™ = Kaly™ > 5
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(ii) Im Fall x < xy beachten wir

C(2) = Clao + i) - / U e v iy)de

und erhalten mit (2.15) und der oberen Abschétzung fiir |('(€£ + iy)|:

@ 2letea+in)l =] [ e+ inyag] = otaotin)] = [ 116 + i)l dg
> K (o — Dy ™" = Ka(wo — 1y| = (Kae™* — Kae)ly|™
>(Kqe¥* — Kye)|z| ™

Damit ist die untere Abschiitzung vollstindig bewiesen (mit ¢ = Kye3/* — K e > 0 nach
Wahl von ¢ in (2.16)). O

Fiir die logarithmische Ableitung der Zetafunktion erhélt man mit den Abschétzungen
aus Folgerung 2.10 und Satz 2.11:

FOLGERUNG 2.12. Es gibt eine Konstante C' > 0 mit

() : 4
g@)'gg'm' und ’dzaz)

fir alle z € Hy miat [Imz| > 1.

< O|Imz|*

3. Der Primzahlsatz

In den Ubungen wird fiir die logarithmische Ableitung der Zetafunktion gezeigt (Auf-
gabe 2.3):

¢'(2)
¢(2)
wobei die Folge (A,,)$°, definiert ist durch

=— ZAnn_Z (Rez > 1),
n=1

A logp falls n = p* fiir eine Primzahl p und ein k¥ € N
"o sonst.

Die zugehorige summatorische Funktion v : (0, 00) — [0, 00) mit
Yla) =Y A, (z>0)
n<x

wird Tschebyscheff-Funktion genannt. Thr asymptotisches Verhalten soll im folgenden un-
tersucht werden. Zur Vereinfachung der Notation bezeichnen wir mit P die Menge aller
Primzahlen. Die Tschebyscheffsche Thetafunktion ist definiert durch

0(x) = Z logp fiir alle x > 0.

pEP, p<z

Zwischen dem Wachstumsverhalten von ¢ und 6 besteht folgender Zusammenhang:

LEMMA 2.13. ¢(x) = 0(z) + O(y/zlog x) fiir v — oc.
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BEWEIS. Mit A(x) .= {p*;peP,2 <k e N,p* <z} gilt

)= > A< > logp+ > A,

n<z,neN p<zx,peP n<z,ncA(x)

<0(z) + Z log p

peP 2<keN,pk<z

<0(zx) + Z log

p€eP,2<keN,ph<z
<O(x) + N(z)logx,
wobei N(z) die Anzahl der Elemente von A(z) bezeichne. In den Ubungen (Aufgabe 2.4)
wird gezeigt, daBl es eine Konstante C' > 0 gibt mit
N(x) < Cy/x fiir alle x > 0.
Damit folgt die Behauptung. O

Zum Abschlufl dieses Kapitels soll der folgende Primzahlsatz bewiesen werden:
SATZ 2.14 (Primzahlsatz). Es gilt 0(x) = Z logp = x + o(x) fir x — oo.
p<az,peP
Wegen Lemma 2.13 ist die Aussage des Primzahlsatzes dquivalent zu
w(x):ZAn:ero(:p) fiir x — oo.
n<z

Man beachte hierbei, dal /zlogz = o(x) fiir x — oo gilt.
Meist wird der Primzahlsatz in folgender Form angegeben:

SATZ 2.15 (Primzahlsatz). Mit w(x) .= |{p € P; p < x}| gilt

m(z)

e—oo x/logr

BEWEIS. Wir zeigen, wie Satz 2.15 aus Satz 2.14 folgt: Definieren wir r(z) durch
0(z) = x(1 + r(x)), so gilt nach Satz 2.14 r(x) — 0 fiir x — oo.
Wegen der Monotonie der Logarithmusfunktion hat man fiir alle z > 0

0(x) = Z logp < Z logz = m(z)logx

p€EP, p<z p€EP, p<z
und somit
w(z) > z(1+r(z)
log x
also auch
lmint 7F) 5

z—oo x/logw

Fiir eine obere Abschitzung beachten wir, dafl fiir 0 < ¢ < 1 und = > 1 die triviale
Ungleichung

m(x?) < x?
gilt und somit

0x)> > logp> Y loga?=q(n(zx) — m(a)) > q(r(x) — a9).

2d<p<zx,pcP r1<p<z,pelP
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Auflésen nach 7(x) ergibt die Ungleichung
0
m(x) < (@) fgt= "
qlogx qlogx
Fiir z > e und mit speziell ¢ = 1 — (log 2)~'/2 folgt nach etwas Rechnung

“_(1+ R(x))

(1+r(x)) + 22

<

m(w) < log x
mit . ) |
) o8 — 0 firz — oo.

- _l’_ - -
/o8 © YN

lim sup m(z) <
z—o0 T/ logx

und damit die Behauptung. O

R(z) = —1+(1 —I—r(:z:))(l -
Damit folgt

Zum Beweis des Primzahlsatzes 2.14 benotigen wir noch den folgenden Tauber-Satz:

SATZ 2.16. Gegeben sei eine Folge (a,)2, in [0,00), so daff die Reihe

D(z) = i apn”*?
n=1

fiir alle z € Hy konvergiert. Es sei weiter vorausgesetzt, dafS gilt:

(a) Die Funktion z — (z—1)D(z) besitzt eine holomorphe Fortsetzung auf eine offene
Menge Q C C mit Hy; C Q und D hat in 1 eine Polstelle der Ordnung 1 und vom
Residuum p :=Res(D, 1) > 0.

(b) Es gibt Konstanten C, k € (0,00) mit

|D(2)| < C|llmz|* wund |D(z)| < C|lmz|"
fir alle z € Hy mit [Imz| > 1.
Dann gilt fiir die summatorische Funktion x — Ag(z) == ), _ an:
o) = 3 an = pr(1 + 1(x))
n<x
mat

r(z) = O(ﬁm) fiir x — oo.

fiir ein geeignetes N = N (k) (z.B. N(k) := 2F+2)

HERLEITUNG DES PRIMZAHLSATZES AUS DEM TAUBERSATZ 2.16: Wir zeigen, dafl
die Funktion
¢

O, L
o) 2 (=€ Hy)

die Voraussetzungen zu Satz 2.16 erfiillt. Die Abschétzungen in Voraussetzung (b) sind
nach Folgerung 2.12 erfiillt mit x = 10 (und somit N (k) = 2'?). Da die Zetafunktion sich
zu einer auf C meromorphen Funktion fortsetzen li3t mit nur einer Polstelle in 1 vom
Residuum 1, hat D eine meromorphe Fortsetzung auf C mit Polstellen hochstens in 1 und
den Nullstellen der Zetafunktion. Es ist ((z) = (2 — 1)~ + h(z) mit einer ganzen Funktion
h und somit

2 D(z) = —

—(z=1)"2+H(2)
G-+ ()

(= DD() = (= D = ~(1-2)

— 1 firz—1.
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D hat daher in 1 eine Polstelle der Ordnung 1 vom Residuum p = 1. Da die Zetafunktion
auf H,; keine Nullstellen besitzt, gibt es zu jedem z € H; eine offene Umgebung U(z),
auf der die Funktion z — (z — 1)D(z) holomorph ist. Insbesondere ist diese Funktion
also auf der offenen Obermenge Q := |J, o, U(2) von Hj holomorph. D erfiillt somit die
Bedingungen aus Satz 2.16 und es folgt mit N = 2!2 aus diesem Satz:

fiir z — oo.

Aola) = 0a) = a1+ () mit 1(a) = O =)

Hieraus folgt nun der Primzahlsatz 2.14. O

BEWEIS DES TAUBERSATZES 2.16. Wir definieren fiir alle k£ € Ny, x > 0:

Ayla) 1= 00 S anle —m)f = %Z( — 1) X))

n<x

Fiir £ = 1 ist dies die in der Formulierung des Taubersatzes angegebene Funktion. Durch
Integration sieht man:

/ Ap(t) dt = Apr(z) und somit Ay (x) = Ax(x) fiir alle z > 0,k € N.

1
Fiir alle k € Ny, # > 0 definieren wir 7 (z) durch

pakt
A = —: 1 . 2.1
Wenn wir nun fiir £ € Ny, N € N und z — oo die beiden folgenden Aussagen beweisen
kénnen
rev1(z) =01/ Ylogx) = ri(z) = O(1/ *3/logx) (2.18)
und
k>k+1 = r(z)=0(1/logz), (2.19)
so folgt
1 firk>r+1
=0(1/ %/1 it Np:=
rilz) = O/ Wlogz) mit Ny {2m+2k fiir k< 54 1,
so folgt fiir £ = 0 die Behauptung. O

Es miissen also nun noch die beiden Aussagen (2.18) und (2.19) unter den Vorausset-
zungen des Taubersatzes bewiesen werden.

BEWEIS zU (2.18). Sei k € Ny und N € N beliebig. Nach Voraussetzung existiert eine
Konstante C, > 0 und ein g > 1, so daf

Vo > xg: [rre1 ()] < Cr(logz) VY. (2.20)

Da die Funktion Ay monoton wachsend ist gilt fiir alle z €€ (e,00) und h € [—1, 1] unter
Verwendung von (2.17):

phat+? z(1+h)
(it 1)1 (1 + r(x)) = zhAu(z) < / Ap(t)dt = Apa(z 4 h) — Apia(z) 21
:L’k 2 .
= (,’j ++2)! (L4 P2 (L4 rpga (21 + h))) = (L4 74 (2)))
Wegen

0+# p=1Res(D,1) = lim hD(x).

r—1t
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Da D(z) > 0 fiir alle z > 1 gilt, ist p eine positive reelle Zahl. Dividieren wir nun (2.21)

durch die positive reelle Zahl % und subtrahieren wir anschlieSend h, so erhalten wir

die Ungleichung

hry () < g (L + A" (1 + rppa(z(1+ R) — (L4 rpa(z)) — R
= s (L W2 (o0 4+ ) = e (0) 5 (L 1) =1 = (k+ 2)h)
_ k_i2 (14 R 2 (@(L+ 1)) — risa () + %H g (’;) i
und hieraus mit Hilfe von (2.20)
hry(z) < ;T;(C(log(l + h) +logz) YN + (log z) /N + h?) (2.22)

Fiir hinreichend grofes z < x; > g ist h := (logz) 27 < 1/2 und es folgt nach Division
durch h (wegen h > 0) die Abschitzung

K,
Viogx
mit eine nur von k abhingigen Konstante K} > 0. Um auch ein Abschétzung fiir —r(x)
zu erhalten, setzen wir h := —(logz)~2 < 1/2 und erhalten aus (2.22) nach Division

durch —h wegen 14+ h < 1/2 und log(1 + h) + logz > —log2 + logz < 1logz fiir
r > max4, rq:

ri(z) <

K
—T’k(ff) S 2]{/@

mit einer ebenfalls nur von k& abhéngigen Konstante K. Damit ist (2.18) bewiesen. [

BEWEIS zU (2.19). Mit den Ubungsaufgaben 2.6 - 2.8 folgt fiir alle & € N und alle

s, x>0
1 s+100 D(Z)ZL‘erk
A = — dz. 2.23
(@) 271 /S_ioo 2(z+1)-...-(z+k) - (2:23)

Die in (2.19) vorausgesetzte Abschéitzung
|D(2)] < C|Im|” (z € Hy, |Imz| > 1)

gilt aus Stetigkeitsgriinden auch fiir alle z € C mit Rez > 1 und |Imz| > 1. Es gibt also
eine Konstante C’ > 0 mit

D(z)
2(z+1)-...-(z+ k)
fiir alle z € C mit Rez > 1 und |Imz| > 1. Insbesondere folgt fiir k > k+1 und alle z € C
mit Rez > 1 und |Imz| > 1:

< C"|Imz|“_k_1

D(z)
2(z+1)-...-(z+k)

Wir verlegen nun den Integrationsweg teilweise auf die Gerade Rez = 1. Mit Hilfe des
Integralsatzes von Cauchy folgt aus (2.23)

1 D z+k
Aplz) = — / (2) dz.
2mi ), 2(z+1) ... - (2 + k)
Hierbei sei v der Weg der von 1 — ioo iiber 1 — 4, 2 — 4, 2414, 1 4+ ¢ nach 1 4 700 verlduft.

‘ < C'|Imz| 2.
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0.5 1.0 1.5 210

-0 -
ABBILDUNG 2. Der Verlauf des Integrationsweges -y

Wir haben also die fiinf Teilintegrale

1 1—14 D z+k
[1 = (Z)x dZ,
21 )i 2(2+ 1) - (2 + k)
1 2—1i D z+k
[2 = <z)x dZ,
2mi Ji_; 2(z+1) .. .- (24 k)
1 241 D z+k
I3 :=— (2)x dz,
21t Jy oy 2(z4+1) .. - (24 k)
1 144 D z+k
[4 = (Z):L‘ dZ,
2mi Jory 2(z+1)-...-(2+k)
1 1+i0c0 D z+k
[5 = (z)x dz
2mi Jiy 22+ 1) (24 k)
abzuschéitzen. Fir Iy, I5 folgt unter Verwendung von Ubungsaufgabe 2.5
k1
L+ =0(—) (- o0)
og T

Sie tragen also nur zum Restglied bei. Fiir I; liefert jedoch diese Ubungsaufgabe nur die

Abschétzung

$k+2

| I3 SO( ) (x — 00),

was nicht mehr von der gewiinschten Groflenordnung ist. Da jedoch nach Voraussetzung
die Funktion z — (z—1)D(z) auf eine offene Obermenge 2 von H; holomorph fortsetzbar
ist, gibt es ein s € (0,1), so dafl das abgeschlossene achsenparallele Rechteck mit den
Eckpunkten s — 4,2 — 4,2 4+ 1,5 + ¢ in { enthalten ist. Mit dem Residuensatz folgt

log
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0.5 1.0 1.5 210

-6 -

ABBILDUNG 3. Die Abdnderung des Integrationsweges ~y

D(z)z*t* D(z)z**
L+I3+ 1, =— dz+ R 1
2l 27riﬂ/z(z+1)-...~(z+k) i es(z(z+1)~...-(z+k)’>

wobei 7 der Polygonzug ist, der von 1 — ¢ iiber s — 7 und s + ¢ nach 1 + 4 verlduft.
Auf den vertikalen Anteil des Integrals ist nun Ubungsaufgabe 2.5 wieder anwendbar.

Er liefert nur einen Beitrag der Grofenordnung O({Z*g‘; ) = 0(%) (wegen 0 < s < 1).

Durch direkte Abschétzung sieht man, dafl die horizontalen Anteile des Integrals von der

GroBenordnung O(%) sind und somit ebenfalls nur zum Restglied bei tragen. Fiir das

Residuum berechnet man

Res( D(z)a** ’1> _ kaﬂ

2(z+1)-...-(z+ k) (k+ 1)!

Dies ist gerade der Vorfaktor in (2.17). Damit ist der noch ausstehende Beweis fiir (2.19)
erbracht und sowohl der Taubersatz als auch der Primzahlsatz vollstindig gezeigt. O

Zur Theorie und Geschichte der Riemannschen Zeta—Funktion siehe [26, 55, 58, 87,
102]. Auch einige der im Literaturverzeichnis angegebenen Lehrbiicher zur Funktionen-
theorie haben zum Teil umfangreiche Abschnitte iiber die Riemannsche Zeta—Funktion.

Zur Theorie analytischer Funktionen in der Zahlentheorie verweisen wir insbesondere auch
auf [40, 63].

Ubungsaufgaben zu Kapitel 2

AUFGABE 2.1. Fir alle n € N definieren wir

Ay =

% falls n = p* fur eine Primzahl p
0 sonst.

Zeigen Sie:
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(a) Die Reihe Y 7  a,n~* konvergiert auf H; kompakt und punktweise absolut gegen
eine auf H; holomorphe Funktion L.
(b) Fiir alle z € H;y gilt ((2) = exp(L¢(2)).

Hinweis zu (b): Zeigen Sie zunéchst

VzeH,: h(z) = Z Z %pmkz = Z —log(1 —p,7).
m=1 k=1 m=1

Hierbei sei (p,,)5_, die Folge der der Grofie nach durchnumerierten Primzahlen und log
der Hauptzweig der Logarithmusfunktion.

AUFGABE 2.2. Zeigen Sie, daf fiir die logarithmische Ableitung der Zeta-Funktion in

C/<Z> — . l S —kz
) 7?1 0g(pn) ;:1 P

mit absoluter Konvergenz. Hierbei sei (p,,)22, die Folge der der GroBe nach durchnume-
rierten Primzahlen.

Hinweis: Erinnern Sie sich an Lemma 1.7 der Vorlesung und die Produktdarstellung der
Zeta-Funktion.

AUFGABE 2.3. Zeigen Sie: Fiir alle z € H; gilt mit

A logp falls n = p* fiir eine Primzahl p und ein k¥ € N
"o sonst

fiir die logarithmische Ableitung der Zetafunktion:

C/(Z) _ = n=?
ORI

AUFGABE 2.4. Fiir reelles x > 0 sei A(z) die Menge aller p" von Primzahlpotenzen
der Ordnung n > 2, n € N, mit p" < z. Sei ferner N(z) die Anzahl der Elemente von
A(x). Zeigen Sie: Es gibt eine Konstante C' > 0 mit N(z) < C'/x fiir alle x > 0.

Hinweis: Zeigen Sie hierzu:

log
log 2

(a) Fiir alle Primzahlpotenzen p™ < x mit n > 2 gilt n <

(b)

N@y< > Vesvet+ Y Ve
2<n< 2L 3<n< L
Schétzen Sie anschlieBend geeignet ab.
AUFGABE 2.5. Sei —c0 < a < b < oo und sei f € C'(a,b) eine auf (a,b) absolut
integrierbare, beschréinkte Funktion, fiir die auch die Ableitung f’ absolut auf (a, b) inte-

grierbar ist. Zeigen Sie: Fiir alle x > 0 ist auch die Funktion ¢ — f(¢)z" auf (a,b) absolut
integrierbar und es gibt eine von Konstante C' = C(f) > 0, so daf fiir alle z > 0 gilt

/bf(t)x“ dt’ < ¢

logx

Hinweis: Partielle Integration.
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AUFGABE 2.6. Zeigen Sie, dafl unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen
von Satz 2.16 fiir £ € N, > 0 und s > 1 gilt: Das uneigentliche Linienintegral

s+ico D(2) > +*

Ii(s,x) := /Sioo EE 1)<_ ) ey dz

A D(s + it)x*tk

/OO (s+it)(s+it+1)-...-(s+it+ k)
ist absolutkonvergent und es gilt

o s+i00 x
I = k n .
(s: ) ;;””L/ N S R

AUFGABE 2.7. Berechnen Sie fiir K € N, s > 0 und 0 < a < 1 das uneigentliche

Linienintegral A
J ( ) 1 s+100 a? 4
s,a) = — z.
M 27 Jy oo 2(z+1) ... (2 +E)

AUFGABE 2.8. Berechnen Sie fiir £ € N; s > 0 und reelles a > 1 das uneigentliche

Linienintegral '
J ( ) 1 s+100 a? d
s,a) = — z.
M 20 Joioo 2(z+1) ..o (2 + k)

AUFGABE 2.9. Zeigen Sie

1 [ g2 {O falls0 <z < 1

— 2 dy =
27 2 logz falls z > 1.

2—i00
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