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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei X : Ω → N Poisson-verteilt mit Parameter λ > 0. Für ein festes p ∈ (0, 1) definieren wir
zudem: Für jedes n ∈ N ist die Zufallsvariable S : Ω → R auf der Menge {X = n} Binomial-
verteilt mit den Parametern n, p.
Bestimmen Sie die bedingten Erwartungswerte E[X|S] und E[S|X].

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Ω → Rn, n ∈ N eine Zufallsvariable. Zeigen
Sie, dass für die Zufallsvariable Y : Ω → R die folgenden beiden Aussagen äquivalent sind:

(1) Y ist σ(X)-messbar.
(2) Es existiert eine Borel-Funktion g : Rn → R mit Y = g(X).

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Bestimmen Sie im Beispiel 2.2 den Erwartungswert, die Varianz und die Kovarianz der Bernoulli-
Irrfahrt.
Bestimmen Sie im Beispiel 2.3 den Erwartungswert und die Varianz des homogenen Poisson-
Prozesses.

Abgabe der Aufgaben 1-3: Bis Mittwoch, den 2.5.12, 10.00 Uhr bei Herrn Peter Parczewski
(E2 4, Zimmer 208) oder im Sekretariat (E2 4, Zimmer 206).

Aufgabe 4 (15 Punkte)

Seien (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, p, q ∈ (0, 1) und zwei Folgen von Zufallsvariablen
(Xn)n∈N und (Yn)n∈N auf (Ω,F , P ), sodass:

• Xn sind i.i.d. p-Bernoulli-verteilt (P (Xn = 1) = p, P (Xn = 0) = 1− p).
• Yn sind i.i.d. q-Bernoulli-verteilt (P (Yn = 1) = q, P (Yn = 0) = 1− q).
• Die Familie (Xn, Ym, n,m ∈ N) ist unabhängig.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(1) Die Zufallsvariablen Zn := XnYn, n ∈ N sind i.i.d. Welche Verteilung haben sie?
(2) Seien Sn :=

∑n
m=1Xm und Tn :=

∑n
m=1 Zm, n ∈ N. Welche Verteilung haben Sn und

Tn?
(3) Sei τ(ω) := inf{n ≥ 1 : Tn(ω) = 1} (inf ∅ = ∞). Zeigen Sie: τ : Ω → N ∪ {∞} und

Sτ : Ω → N ∪ {∞}, ω 7→ Sτ(ω)(ω) sind Zufallsvariablen. Welche Verteilung hat τ?

(4) P (Xk = 1|τ = n) = P (Xk = 1|Zk = 0) = p(1−q)
1−pq , n ≥ 2, 1 ≤ k ≤ n.

(5) P (
⋂n

i=1(Xi = xi)|τ = n) =
∏n

i=1 P (Xi = xi|τ = n), xi ∈ {0, 1}.
Bestimmen Sie damit P (Sτ = k|τ = n).

(6) Bestimmen Sie E[Sτ |τ = n] und E[Sτ ] und prüfen Sie, ob die folgenden Identitäten gelten:

E[Sτ ] = E[τ ]E[X1], E[Tτ ] = E[τ ]E[Z1].

Abgabe der Aufgabe 4: Bis Dienstag, den 8.5.12, in der Vorlesung.
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