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Geometrische Eigenschaften holomorpher
Funktionen, Umkehrfunktionen

Zu Beginn dieses Kapitels werden die geometrischen Eigenschaften
holomorpher Funktionen als Abbildungen zwischen zwei Gaufischen
Zahlenebenen studiert.

Ist beispielsweise f: C — C, f(z) = €7, so betrachte man die Bilder
der Kurven 7(t) = iyo +t, t € R, yo € R fixiert.

I
C /_\CC A

T'yo / e‘)‘ — eteiyﬂ
7 =1t+iYo

Abbildung 10.1. Die Kurve v.

Analog betrachte man die Bilder der Kurven (t) = zo+it, t € R,
7o € R fixiert (vgl. Abbildung 10.2).

Beobachtung. Sowohl die Kurven 7, ¥ sind orthogonal zueinander
als auch die Bildkurven e?, €.
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Abbildung 10.2. Die Kurve 4.

Zunichst muss aber die Frage untersucht werden, wie iiberhaupt der

Schnittwinkel zweier Kurven definiert ist. L @
Otot.oy

Idee. Man betrachtet die Tangenten an die Kurven im Schnittpunkt.

Definition 10.1.

i) Es sei zy ein Punkt in der komplexen Ebene und
v eine von 2y ausgehende requlire glatte Kurve,
d.h. (fiir ein € > 0) eine stetig differenzierbare Ab-
bildung [0,€) — C mit v(0) = 2o und ¥(0) # 0. Die
Halbtangente an -y in zq ist der Strahl s — z+57%(0),
s> 0.

i) Sind 1, Y2 zwei Kurven wie in i), so ist der ori-
entierte Winkel Z(m1,72) zwischen v und ¥ (in z)
definiert als der Winkel zwischen ihren Halbtangen-
ten:

Y2(0)

L, ) = arg m = arg ¥2(0) — arg 11(0) .
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Abbildung 10.3. Der orientierte Winkel zwischen zwei Kurven.

Bemerkungen.

i) Der orientierte Winkel ist nur bis auf Addition von ganzzahligen
Vielfachen von 27 bestimmt.

ii) Die Voraussetzung §(0) # 0 ist wesentlich, um arg+y iiberhaupt
definieren zu konnen.

iii) Ist f differenzierbar in 2 € C, so folgt aus f'(z0) # O fiir eine
Funktion w(t) = f(v(t)), v wie oben,

W(t) =0 = S (@) e=o0 -
Sind 71, 72 zwei Kurven nach Definition 10.1, so gilt also fir die
Bildkurven w; = f o;, @ = 1, 2, (vgl. Abbildung 10.4
o A f'(20)%(0) _  32(0)
wi1(0)  f'(20)%(0) 1(0)

Satz 10.2.

Ist f differenzierbar in zo € C mit f'(z) # 0, so
ist f in zy orientierungs- und winkeltreu (konform,),
d.h. die Bildkurven wi(t), we(t) zweier Kurven 7(t),
vo(t) (nach Definition 10.1) schneiden sich in f(20)
unter dem gleichen orientierten Winkel wie v1, 72 in
20Q-
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Abbildung 10.4. a = 5.

Bemerkungen.

i) Orientierungs- und winkeltreue Abbildungen korrespondieren mit
biholomorphen Abbildungen (d.h.: f: U =V, U, V c C offen, f
bijektiv, f, f~' holomorph).

ii) Eine Abbildung f: U — V ist genau dann biholomorph, wenn
gilt: f ist holomorph, bijektiv, f —1 ist stetig, und auf ganz U ist
f'(z) # 0. Dann ist

iyt it-w= f(z
) = 7 mit w= (o).

Wie sieht es i.A. mit der Existenz einer Umkehrfunktion
aus?

C \ /\ Cc A

)
Pt S
2 SRl
2= f(w) )
R

Abbildung 10.5. Zur Existenz einer Umkehrfunktion.

Es sei U C C offen, f: U — f(U) C C. Gibt es zu jedem w € f(U)
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genau ein z € U mit f(2) = w, so heifit f bekanntlich eine eineindeu-
tige (bijektive) Abbildung auf f(U), es existiert die Umkehrfunktion
f~Lwe HID) 2 ot f(2) =w.

Beispiele.
i) Essei f(2) =az+b, C3a#0,U =C. Dann ist

fHw) = %(w -b), flU)=CcC.

ii) Man betrachte jetzt die Funktion
f(z)=2> auf U=C.
Ist z; = 1, 20 = —1, so gilt f(21) = f(22) = 1, die Funktion ist

nicht eineindeutie, es existiert keine Umkehrfunktion.

Idee. Man schrinkt den Definitionsbereich ein, man betrachtet

etwa
fz)=7# auf U:={z2€C: Rez>0}.

Auf U eingeschriinkt ist f eineindeutig, die Wertemenge ist die
aufgeschnittene komplexe Ebene

fU)={weC: w=re¥ mit 0 <r < oo, AL P W

07 ret¥

C

SRR cdiaih -
l= ?/ Z
= 457

Abbildung 10.6. Zur Hauptwert der Wurzelfunktion.

Zur Eineindeutigkeit beachte man: Ist
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w=re¥, r>0, -t<p<m,

z=pe?, p>0, =< g

und ist w = 22, so folgt
P L I TR 9:§.

Dabei ist 6 eindeutig bestimmt durch die Definition von U, die
Losung 6 = £ +  ist nicht zuldssig.

Fiir w = re® aus der aufgeschnittenen komplexen Ebene ist die
Umkehrfunktion von f(z) = 2% also gegeben durch

[ (w) = Vre'® .
Der so definierte Wert f~!(w) heiBt der Hauptwert von /w, der
nicht fiir w = 0 und nicht fiir negative reelle w definiert ist.
iii) Es sei
fle)=¢ wf U=C.

Dann ist f(U) = C — {0}. Mit

w=re¥, r>0, 0<p<2rm,

z=2 4%
folgt aus w = re’? = f(z)

re’ = e%e" |

also

z=1In(r) = In(jw|), r>0,
y=p+2rk, ke€Z, 0<¢p<2m.

Alle Punkte der Form 2 = In(r)+i(¢+27k), k € Z, werden unter
f auf w = re” abgebildet, f ist nicht eineindeutig, jeder Streifen
der Breite 27 in der z-Ebene parallel zur reellen Achse wird auf
die w-Ebene ohne w = 0 abgebildet.
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Abbildung 10.7. Zum komplexen Logarithmus.

Die Menge der Urbilder von w = re*?, r > 0, 0 < ¢ < 2, heifit
komplexer Logarithmus von w:

{In(w)} = {z € C: z2=1In(r) +i(p+2rk), k € Z} .

Zu beachten ist: {In(w)} ist keine Funktion, es ist wieder eine
Einschrinkung des Definitionsbereichs notwendig. Dazu betrach-
tet man

flz)=¢ auf U:={2€C: —r<Imz<7}.

Dann ist f(z) eineindeutig auf U mit f(U) der lings der negativen
reellen Achse aufgeschnittenen komplexen Ebene.

/
il .2,
ool //K'h /

Abbildung 10.8. Zum “Sprung” des Logarithmus.

Die Funktion f~!(w) = In(r)+ip fiir w = re¥,r >0, -1 <@ <7
heifit der Hauptwert Log(w) des Logarithmus von w.

7u beachten ist der in der Abbildung angedeutete Sprung!




10 Geometrische Eigenschaften holomorpher Funktionen, Umkehrfunktionen 166

Bemerkungen.
a) Fiir reelles w € R, w > 0, ist Log(w) = In(w).

b) Es ist Log(i) = im/2.

iv) Mit Hilfe von Logarithmus und Exponentialfunktion lassen sich
allgemeine Potenzen z* definieren. Dazu sei a € C fixiert. Die a*
Potenz von w € C, w # 0 ist

{wa} ok {z el g — ea[ln(iw|)+i(argw+27rk)]’ ke Z}
={z2eCiz= etlos(®)}

Wieder ist {w®} keine Funktion, der Hauptwert ist gegeben durch

w® = eaLog(w) - ea[ln(w)Jriargw] ‘ —r<argw < .
Beispiele.
a) Ist w reell, w > 0, so ist der Hauptwert (wie in der reellen
Definition)

w® = eaLog(W) o ealn(w) :

b) Es ist
{i4} = {e4i((7r/2)+21rk)’ ke Z} it {ei(2w+87rk)’ ke Z} - {1} .

c) Es ist (reell)
{,Lz} o {eii((fr/2)+21rk)’ ke Z} . {8_((7r/2)+2ﬂk), ke Z} :

d) Es ist (vgl. Abbildung 10.9)
{73%} as {e%i((ﬂ/2)+2wk)’ kel — (@) | e 7)

- {%\/5(1 4), —-;4/5(1 * i)} :
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Abbildung 10.9. i'/%.




