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Höhere Mathematik für (Naturwiss. und) Ingenieure I

Aufgabe 1.

i) Für alle x ∈ [0, 1
2
] und alle n ∈ N gilt

|xn| ≤
(1

2

)n
,

sodass

0 ≤ lim
n→∞

sup
x∈[0, 1

2
]

|xn| ≤ lim
n→∞

(1

2

)n
= 0,

d.h. {fn}n∈N konvergiert gleichmäßig und daher insbesondere punktweise gegen die
Nullfunktion f : [0, 1/2]→ R, f(x) = 0.

ii) Für alle x ∈ [0, 1] ist

lim
n→∞

x+ x
n

1 + x2

n2

= x,

sodass {gn}n∈N punktweise gegen die Funktion g : [0, 1]→ R, g(x) = x konvergiert.
Außerdem gilt

0 ≤ sup
x∈[0,1]

|gn(x)− g(x)|

= sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣ x+ x
n

1 + x2

n2

− x
∣∣∣∣

= sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣x+ x
n
− (x+ x3

n2 )

1 + x2

n2

∣∣∣∣
=

1

n
sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣x− x3

n

1 + x2

n2

∣∣∣∣
≤ 1

n
sup
x∈[0,1]

∣∣∣x− x3

n

∣∣∣
≤ 1

n
,
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sodass
lim
n→∞

sup
x∈[0,1]

|gn(x)− g(x)| = 0

und damit ist die Konvergenz gleichmäßig.

iii) Aus Teil ii) wissen wir, dass {hn}n∈N punktweise konvergiert gegen die Funktion
h : [0,∞)→ R, h(x) = x. Für n ≥ 2 gilt außerdem

sup
x∈[0,∞)

|hn(x)− h(x)| ≥ |hn(n)− h(n)|

=
∣∣∣n+ 1

2
− n

∣∣∣
=
∣∣∣−n+ 1

2

∣∣∣
=
n− 1

2
,

sodass
lim
n→∞

sup
x∈[0,∞)

|hn(x)− h(x)|

nicht existiert. Also konvergiert {hn}n∈N nicht gleichmäßig.

Aufgabe 2.

i) (a) Für x ∈ [0, 1) gilt
lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn = 0

und für x ∈ [1,∞) gilt

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

2n
= 0.

Also konvergiert die Funktionenfolge {fn}n∈N punktweise gegen die Nullfunk-
tion

f : [0,∞)→ R, x 7→ 0.

(b) Aus Teil (a) wissen wir, dass der punktweise Limes f der Funktionenfolge
{fn}n∈N der einzige mögliche Kandidat für den gleichmäßigen Limes von {fn}n∈N
ist. Da die Funktion x 7→ xn monoton wachsend auf [0,∞) ist, gilt

sup
x∈[0,∞)

|fn(x)− f(x)| ≥ sup
x∈[0,1)

|fn(x)| = sup
x∈[0,1)

xn = 1

für alle n ∈ N. Also ist {fn}n∈N nicht gleichmäßig konvergent.

ii) (a) Für x = 0 gilt gn(0) = 0 für alle n ∈ N, also

lim
n→∞

gn(0) = 0.
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Für x ∈ R− {0} gilt

lim
n→∞

gn(x) = lim
n→∞

nx

1 + n|x|
= lim

n→∞

x

|x|+ 1
n

=
x

|x|
.

Die Funktionenfolge {gn}n∈N konvergiert also punktweise gegen die durch die
Formel

g(x) =


x

|x|
, x 6= 0,

0, x = 0

definierte Funktion g : R→ R.

Für x ∈ [0, 2π] gilt (wegen 0← 0 ≤ (1 + cos(x))/n ≤ 2/n→ 0)

lim
n→∞

hn(x) = lim
n→∞

n sin(x)

1 + n+ cos(x)
= lim

n→∞

sin(x)

1 + 1+cos(x)
n

= sin(x).

Die Funktionenfolge {hn}n∈N konvergiert also punktweise gegen die durch die
Formel h(x) = sin(x) definierte Funktion h : [0, 2π]→ R.

(b) Es gilt

sup
x∈R
|gn(x)− g(x)| ≥ sup

x∈R−{0}
|gn(x)− g(x)|

= sup
x∈R−{0}

∣∣∣ nx

1 + n|x|
− x

|x|

∣∣∣
= sup

x∈R−{0}

∣∣∣nx|x| − (x+ nx|x|)
|x|+ n|x|2

∣∣∣
= sup

x∈R−{0}

∣∣∣ −x
|x|+ n|x|2

∣∣∣
= sup

x∈R−{0}

1

1 + n|x|
= 1,

sodass
lim
n→∞

‖gn − g‖∞ = 1 6= 0.

Also konvergiert die Funktionenfolge {gn}n∈N nicht gleichmäßig.

Außerdem gilt

0︸︷︷︸
→ 0

≤ sup
x∈[0,2π]

|hn(x)− h(x)| = sup
x∈[0,2π]

∣∣∣ n sin(x)

1 + n+ cos(x)
− sin(x)

∣∣∣
= sup

x∈[0,2π]

∣∣∣n sin(x)− (sin(x) + n sin(x) + sin(x) cos(x))

1 + n+ cos(x)

∣∣∣
= sup

x∈[0,2π]

∣∣∣sin(x) + sin(x) cos(x)

1 + n+ cos(x)

∣∣∣
≤ sup

x∈[0,2π]

| sin(x)|+ | sin(x)|| cos(x)|
1 + n+ cos(x)

≤ 2

n︸︷︷︸
→ 0

,
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sodass
lim
n→∞

‖hn − h‖∞ = 0.

Also konvergiert die Funktionenfolge {hn}n∈N gleichmäßig gegen die Funktion
h.
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