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Aufgabe 1.

i) Esseien V ein Vektorraum und U C V. Dann sind Addition und Multiplikation mit
Skalaren auf U gegeben durch die entsprechenden Operationen auf V', namlich

+:VxV2UxU—=V, (u®u?) —u®+u®
und
cKxVOKxU—=V, (Au)— X\ u

Damit U mit diesen Operationen wieder zu einem Vektorraum wird, miissen aus
Addition und Multiplikation mit Skalaren wieder Vektoren aus U hervorgehen, d.h.
es muss gelten

e ul) +u® e U fir alle u,u® e U

e \-uecU fiiralle u € U und A € K (insbesondere 0 € U)
(man sagt in diesem Fall U ist abgeschlossen beziiglich Addition und Multiplikation
mit Skalaren). Alle iibrigen Eigenschaften (Kommutativitét, Assoziativitét, Distri-
butivitét, ...) folgen dann sofort aus den entsprechenden Eigenschaften von V' (wer-

den geerbt), da jedes Element von U insbesondere Element von V ist (beispielsweise
gilt 1-v=vfiralleveV, sodass1-u=ufiraleueU CV).

i1) Wir verwenden das Kriterium aus Teil 7) mit V = R?.

e Die Menge U; ist kein Unterraum von R3. Es ist ndmlich x = (1,0,0)" € Uy,

aber
-1

(-1)-x=|[ 0 | ¢U.
0

e Die Menge U, ist kein Unterraum von R®. Es gilt ndmlich 0 = (0,0,0)" & Us.

e Die Menge Us ist ein Unterraum von R3. Es ist 0 = (0,0,0)" € Us und fiir
x = (z1,29,23)" € Us, Y= (y1,y2,y3)" € Us und X € R — {0} gilt

Ti+xo+x3=0, y1+y2+yz3=0,
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sodass
T+ w3ty +y2 tys = (01 +y1) + (w2 +y2) + (3 +y3) =0

und
)\(%1 + o + $3) = )\1'1 + )\1'2 + )\513'3 =0

und damit x +y € Uz und A -x € Us.
e Die Menge U, ist kein Unterraum von R®. Es gilt ndmlich 0 = (0,0,0)" & Uy.

Aufgabe 2.

i)

i)

(a) Es seien a, f € R mit

1 2 0
a-12|+p8-11|=1{0
1 2 0

Dann gilt a+28 =0, also f = —%Oé und die zweite Gleichung liefert 20 — %a =
%oz =0, also & = 0 und damit 8 = 0. Die Vektoren v{!) und v? sind also linear
unabhéngig.

Der Vektor e® kann nicht als Linearkombination von v(Y und v(? geschrieben
werden, denn dann wiirde es «, 8 € R geben mit

1 2 0
a-12|+8-11]=|0],
1 2 1

also a + 23 =0 und a + 283 = 1, ein Widerspruch.

(b) Die Vektoren v(", v® und v® sind linear abhingig, es gilt némlich
2 2

= (4] -[1]=2-vY+ (1) -v?.
2 2

B) —

I<

oS Ww O

Wegen dim R? = 2 (siehe Definition 10.3) geniigt es zu zeigen, dass die zwei Vektoren

v und v® linear unabhiingig sind. Es seien also a, 8 € R mit

o (_11) 5 (—13) _ (g)

Dann gilt o = 38 und a = f3, sodass & = B = 0. Damit sind v\ und v® linear
unabhiingig und bilden demzufolge eine Basis des R2.

Es sei nun w = (wy, wy)" € R? fixiert. Da (v(V,v(?)) eine Basis von R? ist, gibt es
eindeutig bestimmte Koeffizienten \;, Ay € R mit

1 =3\ _ (w
() e (7) - ()
Die zweite Gleichung liefert zunéchst Ay = ws + A;. Einsetzen in die erste Gleichung

ergibt Ay — 3(wy + A1) = wy, also A\ = —%(wl + 3wy) und Ay = wy — %(wl +3wy) =
—%(wl -+ wg).



i17) Wegen dim R3 = 3 (siehe Definition 10.3) geniigt es zu zeigen, dass die drei Vektoren
vD v® und v® linear unabhiingig sind. Es seien also a, 3,7 € R mit

1 0 1 0
a- [0 +B8-[a]+~7- 0] =10
1 0 a 0

Aus der zweiten Gleichung folgt (wegen a # 0) sofort 5 = 0. Die erste und die dritte
Gleichung liefern aufilerdem o + v = 0 = o + ay was (wegen a # 1) impliziert, dass
o = v = 0. Damit sind v(¥, v und v® linear unabhingig und bilden demzufolge
eine Basis des R3.

Es sei nun w = (wy, wo, w3)" € R fixiert. Da (v(V), v®, v®) eine Basis von R? ist,
gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten A\, Ay, A3 € R mit

1 0 1 wy
)\1 . 0] + )\2 . a |l + )\3 . 0 = Wa
1 0 a W3

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir Ay = éwQ und die dritte Gleichung liefert

A1 = w3 — a)3. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt ws — al3 + A3 = wy, also

)\3 = ﬁ(wl — w3) und )\1 = W3 — ﬁ(wl — w3) = —ﬁwl + ﬁwg.

Aufgabe 3.
i) Im R" seien gegeben: wl), w(® £ 0.
Lineare Abhéngigkeit bedeutet: Es existieren A;, Ay, nicht beide Null, mit

w4 w® =0.

Wiire etwa A\; = 0, so wire im Widerspruch zur Annahme w® = 0 wegen Ay # 0,
analog der Fall Ay = 0.

Folglich sind A\; # 0 und Ay # 0 und es gilt

A A
E(Q) — _)\_;ﬂ(l) 7 ﬂ(l) — _)\_jﬂ(l) )
ii) Im R” seien gegeben: u, u®, ... u® £0,3 <k <n.

(a) Nein, man betrachte etwa im R?® die Vektoren

u® = oW 3)

= Y

u® — oW

= Y

u® = el

Man hat die Gleichungen u® = u® und u® = u®, u® kann nicht als
Linearkombination der anderen dargestellt werden.



(b) Fiir Ay, Mg, ... A, die nicht alle gleich Null seien, gelte
Au® 4+ hu® + o u® =0.

Gelte lediglich fiir ein i € {1,...,k}, dass \; # 0, so wére im Widerspruch zur
Annahme u® = 0.

Also gibt es mindestens zwei i € {1,...k} mit \; # 0, 0.E. seien das A\; und
Ag.

Es folgt
L&
W=~ Ly pu®
u = i
B A1 i=1

und analog kann u® als Linearkombination der anderen dargestellt werden.

Aufgabe 4.

i) Da V nach Voraussetzung eine Basis des R" ist und wegen dim R™ = n, existert im

R™ kein weiterer von vV, ..., v(® linear unabhingiger Vektor.
Also gibt es zu jedem x € R™ Koeffizienten A1, ... ,\,, A € R, nicht alle gleich Null,
mit

My +av® 4+ Ay +Ax =0

Wire A = 0, so wiiren wegen der linearen Unabhéngigkeit der v alle \;, i =1, ...,
n, ebenfalls Null, was einen Widerspruch ergébe.

Also folgt

i1) Aus

folgt unmittelbar

und die lineare Unabhingigkeit der v impliziert fiir alle i = 1, ..., n: oy = ;.

Aufgabe 5.

i) Sind v(V, ..., v(®) € R™ linear abhiingig, so gibt es A1, ..., \x € R (nicht alle gleich
Null) mit



Ist v(*#*t1) € R” ein weiterer Vektor, so setze A1 = 0 und es ist
vt Ny ® vt =0

mit \; # 0 fiir mindestens ein i € {1,..., k+1}. Definitionsgeméf sind die Vektoren
v, v vE+HD damit linear abhéingig.
ii) Die Vektoren v, ..., v(*) € R™ seien linear unabhiingig.

Wiiren z.B. die Vektoren vV, ..., v(*~1) ¢ R" linear abhingig, so folgte aus Teil
i) sofort, dass auch v&, ..., v(¥) € R” linear abhingig wiren, ein Widerspruch zur
Voraussetzung.

Aufgabe 6.
= Ist U C V ein Unterraum, so sind die Bedingungen i), i) und i) offenbar erfiillt.

<: Seien die Bedingungen 1), i) und ) fiir U C V vorausgesetzt. Wir zeigen, dass U
ein Unterrraum ist, indem wir die Bedingungen aus Definition 10.1 verifizieren.

(U, +) ist eine kommutative Gruppe:

Aus Eigenschaft iii) folgt —u = (=1) -u € U fiir alle u € U. Da 0 € U nach Eigen-
schaft ¢) erfiillt ist und (V,+) eine kommutative Gruppe ist, gilt dies auch fiir (U, +) (die
Rechenregeln vererben sich).

Es gelten die Assoziativ- und Distributivgesetze:

Dal-v = v fiir alle v € V, gilt auch 1-u = u fiir alle u € U C V. Ebenso gilt
(M) -u=X-(pu-u)firalle \,p e Kund alleu € U C V. Sind u,v € U und A\, € K,
so folgt aus den Eigenschaften i) und 4ii), dass A - u, p-u,A-u+A-v,u+v € U und
somit folgen die Eigenschaften

A+p)-u=Xu+p-u und  A-(u+v)=A-u+i-v

aus den entsprechenden Assoziativ- und Distributivgesetzen fiir V.

Aufgabe 7.

i) Es seien «, 5,y € R mit

1 1 9 0
alt]l+8(3|++[3]=10
2 0 -3 0

Wir erhalten das lineare Gleichungssystem

a—B-2y=0 (1)
a+38+3y=0 (2)
20— 3y = 0. (3)



Aus Gleichung (??) erhalten wir v = #a und Einsetzen in Gleichung (?7) ergibt
3a+ 38 =0, also § = —a. Gleichung (??) liefert schlielich %a =0, alsoa=p=
v = 0. Damit sind die drei Vektoren linear unabhéngig.

i1) Zunichst bemerken wir, dass

1 1

t] =11

t2 1
fir t =1 und

1 1

t] =12

t2 4

fiir t = 2. Fiir diese Werte von ¢ sind die drei Vektoren also linear abhéngig.
Nun seien o, 5,7 € R und t € R — {1,2} mit

1 1 1 0

alll+B812]+yt] =10

1 4 ¢ 0

Wir erhalten das lineare Gleichungssystem

a+B+v=0 (4)
a+28+ty=0 (5)
a+ 48+ t*y = 0. (6)
Aus Gleichung (??) folgt @ = —f — v und Einsetzen in Gleichung (?7?) ergibt

B+ (t—1)y=0,also = (1—t)y. Gleichung (??) liefert schlieflich
(t—1Dy—y+@—dt)y+t2y=0 < (F=3t+2)y=0 < (t—1)(t—2)y=0,
sodass v = 0 und damit § = a = 0. Fiir £ # 1,2 sind die drei Vektoren also linear

unabhingig.
Die gegebenen Vektoren sind insgesamt also genau dann linear unabhéngig, wenn
teR—{1,2}.
iii) Wegen (0.0.0)" & M ist M nach dem Kriterium in Aufgabe 1 kein Unterraum von
R3.
Aufgabe 8.
i) Es gilt
a-0=a-0+0 (Definition 10.1 7))
=a -0+ (a-0+4 (—(«a-0))) (Definition 10.1 7))
= (a a-0)+ (—(a-0)) (Definition 10.1 7))

+

a-(0+40)+ (—(a-0)) (Definition 10.1 i) (d))
=a- -0+ (—(a-0)) (Definition 10.1 7))

0 (Definition 10.1 7))



und

(Definition 10.1 7))

+ (=v)) (Definition 10.1 7))

v+ (—v)) (Definition 10.1 i) (a))

-v)+ (=v) (Definition 10.1 7))

(—v) (Definition 10.1 i) (d))

(—v) (0 ist neutrales Element der Addition in K)
(=v) (Definition 10.1 i) (a))

(Definition 10.1 7))

< |« |«
+ + +
gy
+ e |«

)

|
<
=+

—
o

T+
+
<

~—

sodass

i) Es gilt

+ 0 (Definition 10.1 7))

+ (- v+ (=(a-v))) (Definition 10.1 7))
+a-v)+ (—(a-v)) (Definition 10.1 7))
—a +v)+ (—(a-v)) (Definition 10.1 i) (d))
—a-0+(—(a-v)) (Definition 10.1 i)

=0+ (—(a-v)) (Teili))
= —(a-v) (Definition 10.1 7))

und

sodass



Aufgabe 9.

i) Wir zeigen die Kriterien aus Aufgabe 1, Préisenziibungsblatt 17.

e Wegen 0 € Uy und 0 € U, (Up und Uy sind Unterrdume) gilt auch 0 € Uy N Us.

e Es seien v,w € U; NU,. Dann gilt v € U; und w € U; und damit v+ w € U;
(U; ist Unterraum). Genauso gilt v € Uy und w € U, und damit v+ w € Us
(Us ist Unterraum). Also ist v +w € Uy N Us.

e Esseien v € Uy NU; und o € K. Dann gilt v € U; und damit o - v € Uy (U;
ist Unterraum). Genauso gilt v € Us und damit a-v € Uy (Us ist Unterraum).
Alsoist - v € Uy N Us.

ii) Es seien V = R? U; = Spann(e) und U, = Spann(e?). Dann gilt
9(1) = ((1)) e Uy CUUU;y, e? = ((1)> € Uy C UL Uy,

aber
e e = G) ¢ U, UUs.

Also ist U; U Uy nach Aufgabe 1, Priasenziibungsblatt 17, kein Unterraum von V.

Aufgabe 10. Fiir beliebiges x € U; N U, gibt es Koeffizienten Aj, Ao, i1, 2 € R mit

—1 3
XZ)\I' 2 —|—)\2 -2
—1 —1
1 3
x=p- (1] +p-|1
1 -1

Es ist also x genau dann sowohl eine Linearkombination von v(!) und v(® als auch von
w und w®, wenn die obigen Koeffizienten A1, Ag, 141, und ps das unterbestimmte lineare
Gleichungssystem

—A1 + 33X = 1 + 3pe
2\ — 2X\g = g + fis (
— AL — Ag = iy — 2 (

—~
© 0o
—_— — —

losen.

Aus Gleichung (??) erhalten wir zunéchst pu; = o — Ay — Ao, Einsetzen in Gleichung (?7)
ergibt 2\; —2X\y = 25— A1 — Ao, also Ay = 3\ — 2o und damit py = 3us —4A;. Setzen wir
dies wiederum in Gleichung (?7?) ein, so erhalten wir —A; + 3(3A\1 — 2u9) = —4\; + 6o,
also gy = Ay und damit Ay = Ay und pg = —Aq.
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Fiir beliebiges A\; € R ist das obige Gleichungssystem also genau dann erfiillt, wenn

te = A1, Adg = A\ und puy; = —A;. Insbesondere ist x fiir diese Koeffizienten also von der
Form
-1 3 2
XZAI' 2 —|—)\1 —2 :)\1' 0
-1 -1 -2

Eine Basis fiir U; N U, ist also gegeben durch den Vektor (das 1-Tupel, siche Definition
10.3) (2,0,—2)".

Aufgabe 11. Es seien

2 -3 0
B — 0 -3 4
V = Spann ol 2]l 4 CR
1 5 13

und v&) = (2,-1,0,1)7, v®® = (=3,0,2,5)", v®® = (0,-3,4,13)T. Die Dimension von
V', also die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren in V', ist gleich der maximalen
Anzahl linear unabhingiger Vektoren in der Menge {v) v(® v} denn jeder weitere
Vektor in V ist eine Linearkombination der drei Vektoren v(V, v(? und v®.

Nun ist
0 6 —6
-3 -3 0
3) _ _ — 2.vD . v(@)
13 3 10

Es seien auferdem o, f € R mit o - v() 4+ 5-v® =0, d.h.

9 3 0
1 0 0
alg T8 2 ]=]0
1 5 0

Aus der zweiten und der dritten Gleichung folgt sofort a = 8 = 0, sodass v(!) und v
linear unabhéngig sind.

Die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren in {v) v(® v®?} ist also 2 und
damit ist dim V' = 2.



Aufgabe 12.

i)

i)

Wir zeigen, dass
Spann(g(l), - ,g(k)) = Spann(g(l) _ X(
Hierzu bemerken wir zunéchst, dass

vED = (v gDy () Ry (R

v = (v — y®) 4 (v _ y®) Lo (v D ) ),

Es gilt also

vl v® e Spann(v® — v® v® —v@ L yED v (R
und daraus folgt
Spann(vH, ..., v®) ¢ Spann(v) — v@ v® —y® D v k)

Umgekehrt gilt

v Zy® @) Oy y®) y®) ¢ Spann(v®, .

— — —_ ) —_ - Y

sodass

3)

Spann(vH — v v v yED &) By« Spann(v®, ... v#)

und aus beiden Inklusionen folgt die gewiinschte Gleichheit.
Es seien vV, ..., v(®) linear unabhéngig und A1,..., \;s € R mit

MO —v@) L A (v® —vO) 4 N (vETY — v R v = 0.

Dann gilt
Ay 4+ (o = Ay 4 (= M)y =0
und da vV, ..., v(®) linear unabhingig sind folgt
)\1:07 )\2—)\120, ,)\k—)\k,lz().
Damit folgt induktiv Ay = --- = A\; = 0, sodass
vi) —y®@ @ 6 kD) (k) (k)

— — — —_ Y

linear unabhéngig sind.
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