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Aufgabe 1.

i) Wir verifizieren die Bedingungen aus Definition 10.5.
Zu ||+l

e Da |z| >0 und |z| =0« 2 =0 fiir alle z € R, folgt

n
Ixlls = lal >0
j=1

und
Ix|i=0 & |z;]=0 firale j=1,...,n
& 2;=0 firalle j=1, ..., n
< x=0

fiir alle x € R™.
o Ist x ¢ R” und A\ € R, so gilt

Al =D eyl =D ALz = A1) Ll = AL -
j=1 j=1 j=1

e Sind x, y € R", so folgt aus der Dreiecksungleichung
ja—bf <fa|+1b]  (a,b€R)

fiir reelle Zahlen, dass

I +yle =Y las+yl <D lagl + lyil = D Jasl + D lysl = Il + Nyl -
J=1 j=1 j=1 j=1

Also ist || - [[i: R™ — R eine Norm.

Zu ” ) ||oo



e Fiir x € R” gilt

Islloo = masx {1, - [z} > Jia] > 0
und analog
|Xlloc =0 < max{|x1|, ce |:1cn|} =0
& |zj|=0 firalle j=1,...,n
& z;=0 firalle j=1, ..., n
& x=0.

e Sind x € R" und A € R, so gilt
X[l = max {|Az1], ..., [Az,|} = max {|\|[z1], ..., [N||z.|}
= [Mmax {|z1], ..., |za]} = [MIx[lo -

e Sind x, y € R, so folgt aus

|2+ y5| < Jagl + Jy;| < max {Janl, o, faal} +max {[wil, .0 fyal}
durch Ubergang zum Maximum iiber alle j = 1, ..., n auf der linken Seite
Ix+ ¥l = max{|zi+ul,..., |20+ ynl}
< max {|z1], ..., |za|} +max {wn], ..., |yal} -

Also ist || - [[eo: R™ — R eine Norm.

i1) Fir x € R” gilt

Ixlly = {ilxﬂz} g[Xn:(max{|:c1],...,|q;n|})2r

-

j=1

und
2 n
Ixl2 = (max{lel,. .o Jzal})” < Dl
j=1

sodass
allxlleo < xll2 < callx|lo

mit ¢; = 1 und ¢ = /n.

iii) Tg T2 L2
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Aufgabe 2.
i) Fir A\, u € R mit

= +

o O O
O = = O
N — = =

wiirde p = 1 sowie = 0 folgen, also gilt eV ¢ V.

i) Bs gilt
ov(D) _ y@ — y@

= - Y

d.h. die Vektoren v®V, v® v® v gind nicht linear unabhingig und damit ist
dim W < 3.

Aus
v 4+ Av® 4+ Av®) =0
folgt jedoch
O=XM+X, 0=MN+X+X3, 0=X\
und damit \; = Ay = A3 = 0, d.h. die drei Vektoren sind linear unabhingig sodass
dim W = 3.

i1i) Zur Bestimmung einer Orthonormalbasis von W setzt man nach dem Gram-Schmidtschen
Verfahren etwa

1
1
g ¥ 1
- [v®] 2] 1
1
Auflerdem definieren wir
£<2> — v (y® fO) O
1 1 1 1
B 1| 1|11 111
- 1 1 1’21 1 2| 1
0 0 1 1
1 1 1
B 1| 31 1] 1 1
n 1 41 1| 4 1]
0 1 -3

w



iv)

und

Y = v® (@ g0 (y®) @)
0 0 1 1
] L] 11\ 1
N 1 11’211 21 1
0 0 1 1
0 1 1
AR 1 1 1 1
1123 1 23 1
0 -3 -3
0 1 1 —2
[ T O A I Y S A S U B
N 1 21 1 1] 3 1]
0 1 -3 0

Eine Orthonormalbasis (f W @ f (3)) von W ist damit gefunden.

Fiir beliebiges x € U NV gibt es Koeffizienten \, i1, A\, i € R mit
1 1
1 1
1 0
und
0 1
-~ |1 _ |1
0 2

Es ist also x genau dann sowohl eine Linearkombination_von v und v® als auch
von v® und v®, wenn die obigen Koeffizienten A, p, A, und 7 das lineare Glei-
chungssystem

Ap=mn (1)
A p=A+T (2)
A=270 (3)

losen.



Aus Gleichungen (??) und (??) erhalten wir zuniichst A = 0. Aus Gleichungen (?7?)
und (??) folgt auBerdem A = 27 und p = —7i.

Fiir beliebiges 1z € R ist das obige Gleichungssystem also genau dann erfiillt, wenn
A =0, A =21 und p = —p. Insbesondere ist x fiir diese Koeffizienten also von der
Form

_M.

[

— =
O ==
=
N = = =

d.h. es gilt UNV = Spann((1,1,1,2) 7).

Anhand von 0 € W und 0 € U erkennt man 0 ¢ W — U, sodass W — U kein
Unterraum von R* ist.

Aufgabe 3.

i

Zunéchst bemerken wir, dass

1
1
Hev
1
sodass dim V' < 3. Fiir
1 1 1
—1 0 0
1 — (2) — (3) _
E' 7 1lo]|" &8 [ 8 7o
0 0 -1
gilt auBerdem gV, g, g® € V und aus
1 1 1 0
—1 0 0 0
R APl IS VR B [ PR ol I
0 0 —1 0

folgt sofort A3 = Ay = Ay = 0, sodass gV, g® und g® auch lincar unabhéingig sind.
Daraus folgt dimV > 3, also dimV = 3 und (g, g®, g!¥) ist eine Basis von V.

Mithilfe des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens bestimmen wir nun
eine Orthonormalbasis von V. Zunéchst setzen wir

1

1
() _ g 1 |-1
B Ilg®Il V2 8



Auflerdem definieren wir

=(2)
£9 = g _ (g® £y

1 1 1 !
B IO v N N e Y B
-1 2\ -1 o 0
0 0 0 0
1 1
0 2
_ o 2
-1 0
0 0
1
_1 1
=5 s
0
und
1
=(2)
ﬁ(”:%:i 12
I Vo
sowie
£(3) _ g(g) <g(3),f(1)>f(1) _ (g(3)7£(2)>f(2)

1 1 1 1 !
S NN
- 0 5 ol | o 0 6 0 [’

-1 —1 0 0 -1

1 ! §

1 1
= - 2 - 0
0 0 -3
-1 0 0
2
_1 2
=51 5
—6
und
2
~(3
w_ B 1|
s 443 | 2
1) >

Eine Orthonormalbasis (f O S § (3)) von V ist damit gefunden.



i1) Der Vektor

-
I
— = =

ist wie in Teil 7) erwéhnt kein Element von V', also linear unabhéngig zu den Vek-
toren f (1), £@ und £®. AuBerdem gilt

(4

£ x)=m1+r+a3+ 124
fiir alle x € R*, sodass
EY ) = 37 12) = ¢V £9) = 0.
Mit .
£ — £(4) — 1 1
N

ist also (f(l),ﬁ(z),f(g),f(4)) eine Orthonormalbasis von R*.

Nach Satz 10.2 gilt

k=1
1 1 1 1
1 /o] [\, 1t /[0 1|\,
- E< o] | o >f T\ o] | 2| Mt
0/ \o 0/ \o
1 2 1\ /1
1 /o 2 | \ow , 1/ 0] [1] \oa
+4\/§< o] | 2 >£ o\ o] |1 )t
0/ \-6 0/ \u
1 1 1
_tewy e b ew Lew,
V2 6 2/3 2



Aufgabe 4.

i) Esist 0 ¢ M, sodass M kein Unterraum des R? ist.

i1) Zunéchst berechnen wir

MLZ{XGR%

1 0
:{geRigzs 1]+t 1,&teR}
0

mit dim M+ = 2. Nach dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren set-

zen wir
1 1
fO— — [1
sowie
0 0
£(2): 1 _< 1 ’£(1)>£(1)
1 1
0 1 0 1 1
=11 —§< 11,11 > 1
1 1 0 0
-1
1
=3 1
2
und
o £(2) 1 —11
B O
B V6 o

Dann ist (fV, f®) eine Orthonormalbasis von M™*.
i7i) Die Rechnung in Teil i) zeigt, dass
1

(MHLZ{XeR%XZt —1,teR}
1

iv) Die Rechnung in Teil i) zeigt, dass ((]\/[L)L)L = M*.

8



Aufgabe 5. Fiir x = (21,22, 23) ¥y = (Y1,¥2,¥3) |, 2 = (21, 22, 23) | € R? gilt

(x,2)y — (X,y)z

X1 21 Y1 x1 n 21
= To |, | %2 Ya | — ol |V 22
xs3 z3 Y3 €3 Y3 zZ3

)

T1Y121 + TaY122 + T3Y123 T1Y121 + TaY221 + T3ys2
= | T1Y221 + ToY222 + T3Y223 | — | T1Y122 + TaY222 + T3Y322
T1Ys21 + T2Y322 + T3Ys2s T1Y123 + T2Y223 + T3Y323

TolY122 — Ta21Y2 — T3Y321 + T3Y123
= | T3Y223 — T3Y322 — T1Y122 + T1Y221
T1Y321 — T1Y123 — T2Y223 + Talsz2a
To(y122 — 212) — w3(Y321 — Y123)
= 1’3(9223 — Y322) — x1(y122 — 21Y2)
21(Ys21 — Y123) — T2(Y223 — Y322)

Y223 — Y322
=X X | Y321 — Y143
Y122 — Z1Y2
=x X (y xz).
Aufgabe 6.
i) Es seien
—1 0
v=b-a=|1], w=c—a= |0
2 1

Die Parameterdarstellung der Ebene E, die durch die Punkte a, b und ¢ verlauft,
ist

E={xeR: x=a+av+pw,a R}

1 -1 0
:{§€R3:§: 1l+al 1 | +810 ,a,BER}.
0 2 1

Fiir die Hessesche Normalform berechnen wir

)

und setzen



i)

Die Rechnung

V2 0 0

zeigt schliefllich, dass die richtige Normierung durch

1 1
<M,a>=ii< 1], >=i\/§

1
1
N=—|1

gegeben ist und die Hessesche Normalform von E' lautet

3 1 !
E:{XGR:<E (1) ,§>—\/§:0}.

Als Parameterdarstellung der Ebene ergibt sich unmittelbar aus der Aufgabenstel-
lung

0 1 1
E:{§€R3:§= Il4+af 0 |+6]1 ,a,ﬁeR}.
1 -1 1

Fiir die Hessesche Normalform berechnen wir

1
v xv® = -2, ||X(1) > 2(2)H =6
1
und setzen
1 1
N=+— -2
Ve

Die Rechnung

0 1 1 0 1
N (1] y==—=(|-2]. (1] )=FF=
< 1 > \/6< 1 1 > V6

zeigt schlieBlich, dass die richtige Normierung durch

1 —1
1 1
N=———[-2|=—2

i) T e\

gegeben ist und die Hessesche Normalform von E' lautet

E=<{xeR: i _21 x>—i—0.
N Ve \_ 1) 7/ V6
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i7i) Mit der Wahl z; = 0 bzw. x5 = 0 sieht man, dass die Punkte

0 -1
b={(1], ¢=120
1 2

ebenfalls in der Ebene liegen. Zwei Richtungsvektoren fiir £ sind also gegeben durch

v=b—-a=| 0], w=c—a=|-1
0 1

Fiir die Hessesche Normalform berechnen wir

0
vxw=|1], [vxw]|=v2
1
und setzen
1 0
-+ [1

Die Rechnung

0 1
<m,g>:i%< N >=i\/§
1 1

zeigt schliefllich, dass die richtige Normierung durch

0
1
N=—|[1

gegeben ist und die Hessesche Normalform von E' lautet

3 1 v
E:{geR : <E JIL ,§>—\/§:O}.

Als Probe hat man neben a € E (per Konstruktion) auch die Beziehung fiir x € G,
namlich

<H,§>ZL(I2+JZ3): (1+JI1+1—1’1):\/§,

V2

sodass F tatsdchlich a und G enthélt.

Sl
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Aufgabe 7. Wir benutzen die Rechenregeln aus Definition 10.6 sowie die Beziehung
| = (v,v)? fir alle v € R™.

i) Es gilt
x+y,x—y)=Ex-y) +{yx-y)
= XX -y +{¥x) -y
=0
1] = llyll?
ii) Es gilt
Ix—yl’=&x-y.x—y)
=(x,x-y) (¥, x-y)
=(x,x) - (x,y) —(v,x) + (¥, ¥)
= Ix[> = 2(x,y) + Iy’
= Il ~ 2yl

= [Ix[* = 2l1x/lllyll cos(z, y) + Iyl
i13) Mit der Formel aus Teil ii) berechnen wir

Ix+ylP—Ix-yl’=&x+y.x+y) — X"+ 2(x,y) — |yl
= (x,x+y) +{y,x+y) — Xl +2(x,y) — |yl

= (xx)+ &y +{y.x)+ .y - X +2xy) -yl

= Ix|I* + 2(x,y) + Iy II” = [Ix]* + 2(x, y) — lly|?

iv) Mit der Formel aus Teil 1) berechnen wir analog zur Rechnung in Teil 1)

Ix + yI* + llx = yII* = IxI* + 2(x, ) + lyll* + Ix[* = 2(x, y) + Iyl
= 2|x|* + 2[ly|*

Aufgabe 8.

i) Wir verifizieren die Bedingungen aus Definition 10.1.

(V,+) ist eine kommutative Gruppe:

e Esist 0: [0,1] — R,z — 0 das neutrale Element der Addition.

o Ist f eV, soist
—f:00,1] 2 R, x+— —f(x)

das additive Inverse zu f.

12



i)

i)

iv)

e Sind f,g,h €V, so gilt

f(@) + (9(z) + h(z)) = (f(x) + 9(z)) + h(z)
fiir alle z € [0,1] und somit f + (¢ + h) = (f + g) + h.
e Sind f,g € V, so gilt
f(@) +g(x) = g(x) + f(z)
fiir alle z € [0,1] und somit f +¢g =g+ f.
Es gelten Assoziativ- und Distributivgesetze:
Seien A\, u € Rund f,g € V. Dann gilt 1- f = f. Aulerdem gilt

(M) - () = M- fo) = (A (p- f))(x)

und

(A+p)- @)= A+p) - fl@)=A-flz)+p- flz) = @)+ (- )

sowie
A-(f+g)@) =X flz)+A-g(@) = (A f)@)+ (A g)(z)
fir alle z € [0, 1].
Also ist (V,+,-) ein R-Vektorraum.
Seien s1, ..., Sy, € [0, 1] paarweise verschieden und Aq, ..., \,;,, € R mit
)\1f1++/\mfm:Qa

d.h.

fir alle z € [0,1]. Dann gilt
Aj = Aifi(s5) = Mfilsi) + -+ A fm(sj) = 0

fir alle j = 1,...,m, denn sq,..., S, € [0,1] sind paarweise verschieden, d.h. \; =
... = Ay = 0. Also sind fy, ..., fi, linear unabhéngig.

Sei m € N. Nach Teil 7) sind die zu den Zahlen 1, %, %, ce % € [0,1] gegebenen
Funktionen fi,..., f,, linear unabhéngig. Da m € N beliebig vorgegeben war, be-

sitzt V beliebig grofle Familien linear unabhéngiger Vektoren. Damit ist V' nicht
endlichdimensional.

Die Abbildung

definiert kein Skalarprodukt auf V', denn der Vektor

1, x#0

20,1 - R, z—
oo "

ist ungleich dem Nullvektor, aber es gilt

{f; ) = f(0)f(0) = 0.

13



Aufgabe 9.

i) Die Gerade durch die beiden Punkte (3,0,4) und (1,1, 1) ist gegeben durch
3 3 1
g=<xeR":x=10] +1 01 —-1(1 ,t € R
4 4 1
3 2
=<¢(xeR":x=[0])+t|-1],t€eR
4 3
Nun sei t € R mit
—1 3 2
2 |1 =10)+¢t|-1
-2 4 3
Aus der zweiten Gleichung folgt t = —2 und da fiir diesen Wert von ¢ auch die erste

und die dritte Gleichung erfiillt sind, erfiillt der Punkt (—1,2, —2) die Geradenglei-
chung, sodass alle drei Punkte auf einer Geraden liegen.

it) (a) Es seien

4 0 4 0 0 0
x=AB=(4|-[1]=(3], y=4ac=[1]-[1]=]o0
0 0 5 0 5

0 4 4

2=BC=|1]-[4]=]-3

5 0 5

die Richtungsvektoren der drei Seiten des Dreiecks AABC. Wir berechnen

(x,y)=4-0+3-0+0-5=0,
(x,2) =4-(—4)+3-(=3)+0-5 = 25,
(y,z) =0-(—4) +0-(=3)+5-5=25

und
x|l = v42 + 3%+ 0? = 5,
HXH =024+ 02+ 52 =5,
|z]| = v/(—4)2 + (=3)2 + 52 = 5V/2
und damit
cos(L(AB,ACY) = =¥ _ 4
x|yl
(x,2) 1
cos(Z(AB, BC)) = = —,
(4045, BO) = 1l = 75
(y,z) 1
cos(ZL(AC, BC)) = — = —
(LACBO) = 1yl = V3

14



sodass

Z(AB, AC) = arccos(0) = g =90°,

Z(AB, BC') = arccos (%) = % = 45°,
Z(AC, BC') = arccos (%) = % = 45°.

(b) Die lédngste Seite des Dreiecks ist wie in Teil (a) berechnet die Seite BC'. Der
Fldcheninhalt A von AABC' ist also die Hélfte des Fldcheninhaltes des von den
beiden kiirzeren Seiten AB und AC' aufgespannten Parallelogramms (was in
diesem Fall wegen Z(AB, AC) = 90° sogar ein Quadrat ist). Diesen berechnen
wir mit Hilfe des Vektorproduktes (siehe Seite 208). Wir erhalten

25

1 1 _ 1
A= Slix x vl = Sl Iyl sin(£(AB, A0))| = Slixlliyl = 5

Aufgabe 10.

i) Wir verifizieren die Bedingungen aus Definition 10.5

o Fiir p(z) = az® + bz + ¢ € Po(R) gilt

Q

Ip(@) [P = Va* + 62 +c2= {0 ]| =0
C

und

lp(2) [P =0 = (
a
b
&

e Fiir p(x) = az® 4+ bz + ¢ € Po(R) und X € R gilt

M) [lpa ) = v/ (Aa)? + (AD)2 + (Ac)® = [A[Va2 + b2 + ¢ = [M][|p(@)||pw)-

o Fiir p(z), q(x) € P2(R) mit p(x) = a12? + bz + ¢ und q(z) = asx? + box + ¢3

15



gilt

Ip(x) + q(@)]lp, @) = l(a1 + az)a® + (b1 + ba)x + ¢1 + collpyqm)
a1 a2
= by | + bg
(&1
aq
< by
c

[y

= [lp(2) [P, @) + ||q 2)|lPo®)-
Also ist || - ||,y eine Norm auf Po(R).

i) Fiir p(z), ¢(z) € Po(R) mit p(z) = ay2? + byz + ¢; und q(z) = asz? + by + ¢ gilt

aq a9
<p($)a Q(CU))Pg(R) = a1ag + b1by 4 c1c0 = < bi |, b >
C1 Co

und da jedes Polynom aus P2(R) durch seine Koeffizienten eindeutig bestimmt ist,
tibertragen sich alle Eigenschaften (siehe Definition 10.6) des Standardskalarpro-
duktes (-, -) von R® auf (-, -)p,(r).

iii) Es gilt

COS(p(;I;)7 Q(IL‘)) _ <p(37)7 Q(l’»’l’z(R)

Ip() g ()]l
_ 0'1+1( 2)+ (= )
VO ()2 /12 (22 4 12
V3
- -

sodass der Winkel o zwischen p(x) und ¢(z) gegeben ist durch

Q. = arccos < — ?) = gw = 150°.

iv) Es seien «, 8,7 € R mit
a-1+8-z+7y-2°=0,

d.h.
a+ Bz +y2* =0

fiir alle z € R. Fiir x = 0 folgt & = 0 und fiir x = 41 erhalten wir die Gleichungen
B+~v=0und -3 +v =0, aus denen 8 =y = 0 folgt. Wegen

IHlpae = lzllpue) = ll2°]lp@ =1

16



und

(Lz)p,) =vV0-0+0-1+1-0=0,
(L, 2®)pmy =v0-1+0-0+1-0=0,
(2,22 pym) =V0-14+1-040-0=0

ist (1,z,2?) eine Orthonormalba&s von Py(R).

v) Sei p(z) = ar’+br+c € Py(R). Dann gilt p € U+ genau dann, wenn die Gleichungen
0= (22° — 52 + 1, p(x))py®) = 2a — 5b+ ¢

und
0= (3z — 3,p(x))p,®) = 3b — 3¢

erfiillt sind. Die letzte Identitét ist dquivalent zu b = ¢, sodass weiter
2a —50+c=0 & 2a—-5b+b=0 & a=2b
folgt. Somit gilt
= {2tz +tx +¢t: t € R} = Spann(2z® + z + 1).

Aufgabe 11.

i) Es seien «, f € R mit,

Dann gilt
0=1(0,y)=(a-x+8-y,y) =axy) +8ylI> = Blyl*
0

Wegen y # 0 folgt daraus 8 = 0, woraus mit der obigen Gleichung wegen x # 0
wiederum « = 0 folgt. Also sind x und y linear unabhéngig.

i1) Wir benutzen das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren. Es sei

g YU 1 (1)
S OT VoA W
Auflerdem seien
F = v ,f i
0 0 1
— 11 1 0
2 2 — -1
0
=11 0
2 —1
1
= |1
1

17



und

#(2) 1

— = 1
~(2
) v\

Dann ist (fV, f®) eine Orthonormalbasis von Spann(v(?), v(?).

f

i7i) Um einen zu f M) ynd £ orthogonalen Vektor zu konstruieren, berechnen wir das
Vektorprodukt

1 1 1 1 1
£(3) — f(l) % £(2) - 0 %< |1 — -2

V6 -1 1 % 1
(£ ist bereits normiert, da [|f® x £&|| = ||£V]|||£@|] sin(§) = 1 gilt). Wegen

<£(1),£(3)> _ <£(2),£(3)> —0

(siehe Seite 209 Bemerkung ii)) folgt aus Teil 7), dass die Vektoren £, £ und £©®)
linear unabhéngig sind, sodass (f W@ g (3)) eine Orthonormalbasis von R? ist.

Aufgabe 12. Es sei V = Spann(v(V), v, v®). Zunichst bestimmen wir dim V. Hierzu
seien «, 3,7 € R mit

2 1 0
1 0 1
a ol B - o T o = 0.
1 1 1
Dann folgt aus der zweiten Gleichung @ = —~. Einsetzen in die vierte Gleichung liefert

£ = 0, sodass wegen der dritten Gleichung v = 0 und damit a = 0. Die drei Vektoren
sind also linear unabhéngig und damit ist dim V' = 3.

Nun konstruieren wir mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren eine
Orthonormalbasis von V. Es sei

2
1 1
wl) = !1 -— .
v V6 |0
1



Auflerdem seien

w? =v® <X(2),ﬂ(l)>ﬂ(l)

1 1 2 2
10 _l 0 1 1
|2 6 21710 0
1 1 1 1
1 2
_(ol_ 1)t
12 210
1 1
0
1 —1
=5 4
1
und
0
w® — ﬂ@ _ 1 —1
o =@ 3v2 | 4]’
1
sowie
ﬂ(3) _ 2(3) _ <X(3),ﬂ(1)>ﬂ(1) _ (X(3)>ﬂ(2)>w(2)
0 0 2 2 0 0 0
|1 _1 1 1 1 _i 1 —1 —1
12 6 21710 0 18 21’1 4 4
1 1 1 1 1 1 1
0 2 0
RN N
|2 310 9| 4
1 1 1
6
110
=312
2
und
-3
~ (3
Wi W15
- @) 6] 1
1

Es ist (ﬂ(l),ﬂ(z),ﬂ(?’)) eine Orthonormalbasis fiir V. Nun berechnen wir das orthogonale
Komplement V=+. Es ist x € V+ genau dann wenn (x,v) = 0 fiir alle v € V, d.h.

<X, W(1)> = 07 <§7 W(2)> = 07 <§7 ﬂ(3)> = O’

19



also

2$1+5L'2+$4:O (4>
—XT2 + 4$3 —|— Ty = O (5)
—31’1 + 51’2 + T3 + x4 = 0. (6)

Aus Gleichung (7?) folgt xo = 423+ x4. Einsetzen in Gleichung (?7?) liefert —3z1 +21z3+
6x4 = 0, also x; = 7wz + 224. Setzen wir dies wiederum in Gleichung (?7?) ein, so erhalten
wir 18z5 + 624 = 0, also 24 = —3x5 und damit 2; = 25 und z, = 3. Ein Vektor x € R*
ist also genau dann Element von V*, wenn er von der Form

xs3 1
X = 3 =z 1 r3 € R
X — T3 — 43 1 ) 3 )
—31’3 -3
ist.
Setzen wir

?

—_ = =
w

1
= (4)
g1 wo_- 2 _ 1
1 W@ V2
w

so sind die Vektoren w), w? w® und w® nach Aufgabe 2i) linear unabhingig und

per Konstruktion ist (ﬂ(l),iw),ﬂ@), w(?®) eine Orthonormalbasis fiir R?.
Aufgabe 13.
i) Es seien
—1 2 0
a=| 1|, b=[1], c=|{0
1 0 2
und
3 1
v=b-a=|0], w=c—a=|-1

Die Parameterdarstellung der Ebene E ist

Ei={xeR’:x=a+av+fw,afcR}

-1 3 1
:{§€R3:§= 1 |+afl 0| +8]-1 ,a,ﬁER}.
1 —1 1

Fiir die Hessesche Normalform berechnen wir

;v x wf = v26

|<
X
<
I
|
W



i)

und setzen

1 (L 1 (!
Ne+ [—4]=x—2 (4
= 2%\ 5 /26 ]

Die Rechnung

zeigt schliellich, dass die richtige Normierung durch

e
N=—[4
V26 \ 4

gegeben ist und die Hessesche Normalform von F; lautet

By = {§€R3: (m,;)-\/%_f) :0}.

Es sei x = (21,79, 23)" € E1 N Ey. Wegen x € F, gilt 3 = 0 und aus x € E) folgt
1 i 1 1
T | T = T ==
v26 {5 )\ V26

also x1 + 425 = 1, d.h. x ist von der Form

1-— 41’2 1 41’2
X = Xo =10]| + T , I € R.
0 0 0

Die Schnittgerade ist also gegeben durch

1 4

e}
e}
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Aufgabe 14.

i) (a) Wegen

—1 1 0
—1 0 —1

sind die Vektoren v(!), v(? und v linear abhingig und bilden somit (wegen
dim R? = 3) keine Basis des R3.

(b) Da die Vektoren v(!) und v® linear unabhiingig sind, ist (v(!),v(?)) eine Basis
von Spann(vM, v(? v(®). Zur Bestimmung einer Orthonormalbasis verwenden
wir das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren.

Es sei

(1) 1 (!
wh = L _ _ 0
1

Auflerdem seien

ﬂ@) _ !(2) _ <X(2),ﬂ(1)>ﬂ(1)
1 1 1 1 1
0 1 0 1
1
1
=3 9
—1
und
~ (2) 1 1
w® = X -
- (AR [V
2)

Dann ist (w"), w(®) eine Orthonormalbasis von Spann(v"), v(? v®)),

i) Fiir X = (11, 20, 23, 74) " € R* gilt

T 1 T 1
xelUt < < 2 , 0 >:0 und < 2 , 0 >:0

T3 1 T3 0

T4 0 T4 0

& 1+ a23=0 und x2;=0
=

[L’1:[E3:0,
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sodass

15
X2
Ut = - ER*: 2y =23=0
3

Ly

X
= 2 €R4ZSII2,I4€R

Ty

+ Ty - €R4:x2,x4€R

o O = O
_— o O O

= Spann

o O = O
_— o O O

iii) Der Winkel zwischen v(V und v(® betriigt 90° genau dann, wenn

1
0= (W v =244 a+ o

Dies ist dquivalent zu

1 n 1
a=—-+—.
47 44/2
iv) Es seien
-2 -1
v=b-a=| 2|, w=c—a=|1
-1 0
Die Parameterdarstellung der Ebene E, die durch die Punkte a, b und ¢ verlauft,

1st
E={xcR:x=a+av+pw,a3cR}
2 —2 —1
:{XER?’:XZ O +al| 2 |+58][ 1 ,a,ﬁeR}.
1 —1 0

Fiir die Hessesche Normalform berechnen wir

1
vxw= 1], [vxw|=v2
0
und setzen
1
N:iL 1



Die Rechnung

. 1 2 .
<H,a>=i—< 1|,10 >:i 2
v2\ \p) \u

zeigt schliefllich, dass die richtige Normierung durch

1
1
N=—|1

gegeben ist und die Hessesche Normalform von E' lautet

3 1 !
E:{XGR:<E (1) ,§>—\/§:0}.
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