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Aufgabe 1.
i) =: Es konvergiere {x"},cy gegen x und es sei ¢ > 0. Dann gibt es N € N mit
Ix® —x|| < e

fur alle £ > N. Es gilt also fiir jedes i € {1,...,n} (wegen der Monotonie der

Wurzelfunktion)
7 — i = /(2" — )?
< \/(a;§ J )2 (@) — 2,
= |x® — x|
<e€
fiir alle k > N, d.h.
lim :ng) =
k—o00
<: Es seien
lim z¥ = g
k—oo !

fir alle i € {1,...,n} und € > 0. Dann gibt es zu jedem i € {1,...,n} ein N; mit

21"

9
D < —

Vn
fiir alle £ > N;. Es folgt

-] = (Ll _%.)2)% () -

fir alle £ > N := max(Ny, ..., N,), d.h.



i)

Zunéchst zeigen wir die umgekehrte Dreiecksungleichung
[l = Iyl < Il = I
fiir alle x,y € R™. Hierzu bemerken wir, dass

[x[[=lx-y+yl <[x—yl+ Iyl

und

Iyl =lly —x+x| < [lx—yl + I
sodass

=[x =yl < [l = llyll < llx = yll,
also

[l = lIyll] < llx -yl

Nun konvergiere die Folge {x*)},cn gegen x € R™ und es sei € > 0. Dann gibt es
N € N mit
Ix* — x|l < e

fiir alle £ > N. Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir Normen folgt
x ™) =[xl < 1x® — x|l <

fiir alle & > N, d.h. {||x*)||}ren ist eine konvergente reelle Zahlenfolge (mit Grenz-
wert x|

Die Umkehrung gilt nicht. Betrachte hierzu in R? die Folge {x®)} ey definiert durch

x® = (EE;EIZ;D , keN.

Dann gilt |x®)|| = y/sin?(k) + cos?(k) = 1, sodass {||x*|}ren eine konstante und
damit konvergente reelle Zahlenfolge ist. Die Folge {x*}.en selbst ist nach Satz
10.3 allerdings divergent.

Aufgabe 2.

i)

e Essei x € Uy NU,. Es gilt also x € U; und x € Us; und da U; und U, offen
sind, gibt es &1 > 0 und €2 > 0 mit B.,(x) C U; und B, (x) C U,. Fir
e = min(ey, eq) gilt also B.(x) C B.,(x) C Uy und B.(x) C B.,(x) C Uy,
sodass B.(x) C U; N Us,. Also ist x innerer Punkt von U; N Us und damit ist
U, N U, offen.

e Es sei x € Uy UUs,. Es gilt also x € U; oder x € U; und wir nehmen ohne
Einschrankung an, dass x € U;. Da U; offen ist, gibt es ¢ > 0 mit B.(x) C
U, C U;UU,. Also ist x innerer Punkt von U; U U, und damit ist U; UUs; offen.



i1) Es seien A; und A, abgeschlossen, d.h. R" — A; und R™ — A, seien offen. Nach den
de Morganschen Regeln gilt

R™ — (Al N AQ) = (Rn — Al) U (Rn — Ag)

und

R" — (A1 U Ap) = (R" — A1) N (R" — Ay)

und als Vereinigung bzw. Schnitt offener Mengen sind R™ — (4; N Ay) und R™ —
(A1 U As) nach Teil 7) offen, d.h. A; N Ay und A; U A, sind abgeschlossen.

iii) Definiere Ay = [~1+1,1—+] fiir & € N. Dann ist Ay abgeschlossen mit A, C (—1,1)
fur alle k € N, sodass | J,—; Ax C (—1,1). Fir z € (—1,1) gilt auBerdem —1 < z < 1,
also z+1 > 0 und 1—x > 0. Nach der Archimedischen Eigenschaft gibt es ky, ks € N
mit k_11 <x+1undk—12 < 1— =, also —1+k—11 <z < l—é. Fir k£ = max(ky, ko)
folgt daraus —1+ 1 <z < 1— 1, dh. = € A;. BEs folgt (—1,1) C ;2 Ak sodass
insgesamt | J;—; Ay = (—1,1) und (—1,1) ist offen.

Aufgabe 3.

i) Da U und V beschrénkt sind gibt es M, My > 0 mit ||u|| < M, fiir alle u € U und
llv|| < M, fiir alle v € V. Definiere M := max(M;, Ms). Dann gilt ||x|| < M fiir
alle U UV, sodass U UV beschréankt ist.

i1) Nach den De Morganschen Regeln gilt
xeR"-(A-U) = xeR" AN x¢gA-U
= xeR" AN (x€A Vv xel)
= xeR"—-A Vv xeU,

sodass R" — (A —U) = (R" — A) U U als Vereinigung zweier offener Mengen nach
Satz 10.4 offen ist. Also ist A — U abgeschlossen.

Aufgabe 4.

i) Die Menge A enthélt als Teilmenge die unbeschrinkte Menge
A={(n,0) e R*: n e N}
und ist somit selbst unbeschrinkt und daher nicht kompakt.

it) Jede Folge mit Werten in B ist konvergent mit Grenzwert (0,0) € B, sodass B
folgenkompakt und damit nach Satz 10.5 auch kompakt ist.

i1i) Fir alle 0 € (0, 27] gilt

| (v/n cos(nf), v/nsin(nd))|| = \/ﬁ\/cosz(nﬁ) + sin?(nf) = v/n — o0

fiir n — oo, sodass die Menge C' unbeschrankt und daher nicht kompakt ist.




Aufgabe 5.

i)

i)

Da A = B;(0) die Einheitskugel in R? ist, ist sie laut Vorlesung (siehe Seite 219)
offen.

Wir zeigen, dass R?® — A nicht offen ist, denn dann ist A nach Definition 10.11 nicht
abgeschlossen und damit nicht kompakt. Es gilt (1,0,0) € R® — A, aber fiir jedes
g€ (0,1) gilt (1—-5,0,0) € B((1,0,0)) und (1 — 5,0,0) € B1(0). Also gibt es kein
e > 0 mit B.((1,0,0)) C R* — A, d.h. R® — A ist nicht offen.

Die Menge B ist nicht offen, denn es gilt 0 € B aber fiir ¢ > 0 gilt (—5,0) € R*— B
und (—5,0) € B.(0).
AuBlerdem gilt
R*—B={x€eR* z,#0 V 1€ (—00,0)U(l,00)}
={x€R*: 25 # 0} U (((—00,0) U(1,00)) x R)
= (R x (0,00)) U(R x (—=00,0)) U ((—00,0) x R) U ((1,00) x R).

Also ist R? — B nach Satz 10.4 als endliche Vereinigung offener Mengen offen. Somit
ist B abgeschlossen.

Aufgabe 6.

e Die Menge A enthilt als Teilmenge die unbeschréinkte Menge

A= {(n,0) e R*: n € N}

und ist somit selbst unbeschrinkt.

Die Menge A ist nicht offen, denn es gilt 0 € A aber fiir ¢ > 0 gilt (—5,0) € R2 - A
und (—5,0) € B.(0).

Es ist
R”—A:{KERQ: :U2<O}U{§€R2: x2>x1}
:vAl ZVAQ
nach Satz 10.4 als Vereinigung zweier offener Mengen offen (fiir x € A ist By /2 (x) C
Ay und fiir x € Ay ist By, ) »5(X) C Ag), sodass A abgeschlossen ist.

Da A nicht beschrankt ist, ist A auch nicht kompakt.

Wir zeigen zuerst, dass 0B;(0) = {X eR*: x| = 1}-

Hierzu seien zunéichst x € R? mit [|x| = 1 und € > 0. Dann liegt einer der vier
Punkte (21 + 5,22+ 3), (1 — §, 22+ 5), (x1 + 5,22 — §), (v1 — 5,22 — 5) innerhalb
von B;(0) und einer auBerhalb von B;(0) (je nach dem in welchem Quadranten x

liegt). Also ist x € 0B4(0).
Ist umgekehrt x € 9B;(0) so gibt es zu jedem k € N ein y® € Bjyj(x) mit

y*® ¢ B;(0) und ein z¥ € B (x) mit z* € B;(0). Die so erhaltenen Fol-

gen {X(k)}keN und {z®}ren konvergieren per Konstruktion gegen x, sodass die
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reellen Zahlenfolgen {||y™|/}ren und {||z™||}ren gegen |x|| konvergieren (siche
Prisenziibungsblatt 20, Aufgabe 2). Wegen ||X(k)|| > 1 fur alle £ € N folgt ||x|| > 1
und wegen ||z*|| < 1 fiir alle k& € N folgt ||x|| < 1, sodass insgesamt ||x|| = 1.

Damit folgt B = B1(0) = B1(0) U 0B;(0). Damit ist B beschrinkt, nicht offen,
abgeschlossen und kompakt.
Wegen AN B C B und weil B beschrankt ist folgt, dass A N B beschrankt ist.

Die Menge A N B ist nicht offen, denn es gilt 0 € A N B aber fiir ¢ > 0 gilt
(—£.0) e R? — (AN B) und (—£,0) € B.(0).

Als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen ist A N B nach Satz 10.4 abgeschlossen.
Da A N B beschriankt und abgeschlossen ist, ist sie definitionsgem#fl kompakt.

Wegen A C AU B und weil A unbeschrankt ist folgt, dass A U B unbeschrankt ist.

Die Menge A U B ist nicht offen, denn es gilt (0,1) € AU B aber fiir ¢ > 0 gilt
(0,1+2) €R2— (AU B) und (0,1 + £) € B((0,1)).

Als Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist AU B nach Satz 10.4 abgeschlos-
sen.

Da A U B nicht beschriankt ist, ist A U B auch nicht kompakt.
Die Menge A — B enthiilt als Teilmenge die unbeschriankte Menge
B={(n,0)€R* ne N-{1}}

und ist somit selbst unbeschrankt.

Die Menge A — B ist nicht offen, denn es gilt (2,2) € A — B aber fiir ¢ > 0 gilt
2—-524+5)eRP—(A—B)und (2—-5,2+%) € B((2,2)).

Die Menge R?—(A—B) = (R?— A)UB ist nicht offen, denn es gilt (1,0) € (R*—A)UB
aber fiir e > 0 gilt (1+5,5) e R*—((R*—A)UB) = A—Bund (1+5, %) € B.((1,0)).
Daraus folgt dass die Menge A — B nicht abgeschlossen ist.

Da A — B nicht beschrankt ist, ist A — B auch nicht kompakt.
Esist 0A = {x € R?: 2, =0} U {x € R?: 2y = zy, 20 > 0}.

Die Menge DA enthilt als Teilmenge die unbeschréinkte Menge A (siehe oben) und
ist somit selbst unbeschrankt.

Definitionsgeméf ist ein Randpunkt kein innerer Punkt einer Menge, sodass 0A
nicht offen ist.

Es ist (mit A; und Ay wie oben)
Rn—aA:AlLJAQU{XGRQZ 0 < 2y <$1}
= Ag

nach Satz 10.4 als Vereinigung dreier offener Mengen offen (fiir x € Az und ¢ =

min (%, %) ist B.(x) C Aj3), sodass A abgeschlossen ist.

Da 0A nicht beschriankt ist, ist A auch nicht kompakt.



Aufgabe 7. Die Menge U ist nicht offen, denn es gilt (0,1) € U aber fir ¢ > 0 ist

(0,1+%5) eR*—U und (0,1+ %) € B((0,1)).
Die Menge R? — U ist nicht offen, denn es gilt 0 € R? — U aber fiir ¢ > 0 gilt (0,

3) €

R?*—(R?*—U) = U und (0, 5) € B.(0). Daraus folgt, dass die Menge U nicht abgeschlossen

1st.

Da die Menge U nicht abgeschlossen ist, ist sie auch nicht kompakt.

Aufgabe 8.

e Fiir alle x € A gilt
2 2 2
Il = 2+ a3 = 4( T+ ) <4(F+ad) <8,
sodass A beschrankt ist.

Die Menge A ist nicht offen, denn es gilt (0,1) € A aber fiir ¢ > 0 gilt (0,1 —
R? — A und (0,1 — %) € B-((0,1)).

Es ist
x? x?
R”—A:{KERQ: j+x§<1}u{§€R2: Zl—l—x§>2}.
= A = A,
Wir zeigen nun, dass A; offen ist. Es sei also x € Ay, d.h.
2
T
Zl + a5 < 1.
Daraus folgt z1 € (—2,2) und 23 € (—1,1) und aulerdem gibt es ¢ € (0, 1] mit
2
x
Zl +ari=1-c¢
Wir suchen nun r > 0 so, dass
2
)
Zl +y5 <1
fiir alle y € B,.(x). Dazu schreiben wir y = x + z fiir ||z]| < 7. Dann gilt
2 T+ 21)?
LA, ;:—( 1+ 21) + (g + 29)?
4 4
22 22 1
= L4 as+ 2L+ 25+~ 2 + 2292
4 4 2 ~——
—— —— =~ _9

<l—ec+4+r*4+3r

und damit

P43r<e = ZLiyi<l.

3) €



Wihlen wir also r € (0, ¥*12=2), so folgt B,(x) C Ay, sodass A; offen ist. Analog
zeigt man, dass A; offen ist und insgesamt ist € R?— A nach Satz 10.4 als Vereinigung
zweier offener Mengen offen, sodass A abgeschlossen ist.

Da die Menge A beschréankt und abgeschlossen ist, ist sie definitionsgeméafl kompakt.
€2

V2

Abbildung 1: A

Die Menge B enthélt als Teilmenge die unbeschréinkte Menge
B=1{(0,n) eR?*: n e N}

und ist somit selbst unbeschrankt.

Fir x € B ist B 2v3 C B, sodass B offen ist.

r2—T1)
Die Menge R?* — B = {x € R?: x5 < 2} ist nicht offen, denn es gilt 0 € R* — B
aber fiir ¢ > 0 gilt (0,5) € R* — (R* — B) = B und (0, 5) € B(0). Daraus folgt,
dass die Menge B nicht abgeschlossen ist.

Da B nicht beschrankt ist, ist B auch nicht kompakt.

€2
, T1 =2

1

Abbildung 2: B



e Wegen AN B C A und weil A beschrénkt ist folgt, dass A N B beschrénkt ist.
Die Menge A N B ist nicht offen, denn es gilt (0,1) € AN B aber fiir e > 0 gilt
(0,1 —2) € R2— (AN B) und (0,1 — £) € B.((0,1)).
Die Menge R?* — (A N B) ist nicht offen denn es gilt (% =) € R? — (AN B) aber
fir € > 0 (hinreichend klein) gilt <f Ft3)€ R? — (R? — (A NB))=ANB und

(\/5, f"" 2) € B: ((\[ f)) Daraus folgt, dass die Menge
ist.

S

N

N B nicht abgeschlossen

Da AN B nicht abgeschlossen ist, ist A N B auch nicht kompakt.

T2
V2

S

1

_ 8& -

Abbildung 3: AN B

e Wegen B C AU B und weil B unbeschrénkt ist folgt, dass A U B unbeschrénkt ist.
Die Menge A U B ist nicht offen, denn es gilt (0,—1) € AU B aber fir ¢ > 0
(hinreichend klein) gilt (0,—1+ %) € R* — (AU B) und (0, -1+ §) € B:((0,—-1)).

Die Menge R? — (AU B) ist nicht offen, denn es gilt 0 € R? — (AU B) aber fiir e > 0
gilt (—5,5) e R — (R*— (AUB)) = AUB und (-5, §) € B.(0). Daraus folgt, dass
die Menge A U B nicht abgeschlossen ist.

Da A U B nicht beschriankt ist, ist A U B auch nicht kompakt.
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Abbildung 4: AU B

e Die Menge B — A enthilt als Teilmenge die unbeschriankte Menge
B= {(0,n) eR*: n e N—{1}}

und ist somit selbst unbeschrankt.

Wir zeigen dass B — A offen ist. Es sei x € B— A C B. Da B offen ist, gibt es ¢ > 0
mit B.(x) C B. Falls B.(x) N A =), so gilt B.(x) C B — A. Andernfalls, da x # a
fiir alle a € A gilt und die Menge A als abgeschlossene Menge alle ihre Randpunkte
enthalt, ist

e>inf{||x—al:ac A} >0

(nur falls x Randpunkt von A ist, ist dieses Infimum 0). Fir
.1,
€= §1nf{|\§—g||: ac A} >0

gilt dann B:(x) C B.(x) C B und B:(x) N A = 0, also B:(x) C B — A. In jedem
Fall ist also x innerer Punkt von B — A und damit ist B — A offen.

Die Menge R? — (B — A) = (R? — B) U A ist nicht offen, denn es gilt (—/8,0) €
(R? — B) U A aber fiir ¢ > 0 gilt (—v/8—£,0) e R? — (R*—~ B)UA) = B— A und
(—v8—5,0) € B.((—V/8,0)). Daraus folgt dass die Menge B— A nicht abgeschlossen
1st.

Da B — A nicht beschrankt ist, ist B — A auch nicht kompakt.
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Abbildung 5: B — A

o Es ist
3A={§€R2: Z+x§:1}u{§eR2: Z+x§:2}_

Wegen 0A C A und weil A beschrankt ist folgt, dass 0A beschrankt ist.

Definitionsgeméf ist ein Randpunkt kein innerer Punkt einer Menge, sodass 0A
nicht offen ist.

Es ist (mit A; und Ay wie oben)

2
Rn—aA:A1UA2U{§ER221<%+ZE§<2}

[ J/

— A,

nach Satz 10.4 als Vereinigung dreier offener Mengen offen (mit einem zum Beweis
fiir die Offenheit von A; (und Ay) analogen Argument zeigt man, dass As offen ist),
sodass 0A abgeschlossen ist.

Da die Menge 0A beschriankt und abgeschlossen ist, ist sie definitionsgeméfl kom-
pakt.
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Abbildung 6: A
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