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Blatt 4 Abgabetermin: /

Aufgabe 13

(a) Wir zeigen mit Hilfe von Satz 6.14, dass die Folge (% + %) N nicht konvergiert. Wir
ne

setzen a, = % + # (n € N). Fiir die Teilfolgen (a2;)neny und (agn+1)nen von (an)nen

gilt
. .1 (=1 11
Jim o = Ji 5+ g =l g+ g
bzw. ( )2 »
. .1 (=™ .11
g dznr = g o Ty = im g 5 =0

Nach Satz 6.14 (a) besitzt die Folge (a,)nen also die beiden unterschiedlichen Haufungspunkte
1 und 0. Satz 6.14 (d) zufolge ist die Folge (ay)nen nicht konvergent.

(b) Wir zeigen, dass die Folge (v/n + 1 — y/n)nen konvergiert. Fiir n > 1 gilt v/n+ 1 > 0 und

folglich
vV — v 1 1— 1 1
0< Vagioyne WnElovWntltyn)  ntl-on <
vn+1++n Vn+l+yn Vn+l+yn =~ Vn
Da die Folge (ﬁ) . gegen 0 konvergiert, konvergiert die Folge (v/n + 1 —+/n)pen wegen

obiger Abschiitzung auch gegen 0.

Aufgabe 14

e Die Folge (an)nen ist beschriankt:

Sei A(n) die Aussage
an € (0,1)

Induktionsanfang (Beweis von A(0))
Es gilt ap = 1 € (0,1) sodass A(0) richtig ist.

Induktionsschritt (A(n) = A(n+ 1))

Sei n € N. Wir beweisen, dass die Induktionsvoraussetzung

A(n): an € (0,1)

(bitte wenden)



die Induktionsbehauptung
An+1): an+1 € (0,1)
impliziert. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt 1 — a,, € (0, 1), sodass
ap+1 =an(l —ap) >0-(1—ay)=0und aps1 =an(l—a,) <1-(1-0)=1.

Damit haben wir A(n) = A(n + 1) gezeigt.
e Die Folge (an)nen ist monoton fallend:

Es sei n € N. Dann folgt aus a, € (0,1), dass

ap+1 = ap(l —ap) < ap(l —0) = ay,.

e Insgesamt ist (a,)nen als monoton fallende, beschriankte Folge nach Folgerung 6.12 kon-

vergent. Es sei a € R ihr Grenzwert. Dann folgt aus den Grenzwertsétzen (Satz 5.5) und
wegen Satz 6.14 (b), dass

6.14(b) 55

lim any1 = le an(l—ap) 2 lim a,- lim (1—ap) = a-(1— lim a,) =a(l—a).

a =
n— n—oo n—oo n—oo

SchlieBlich zeigen die Aquivalenzumformungen
a=a(l—a) & a=a—-d> & d®*=0 & a=0,

dass lim,, o0 a,, = a = 0.

Aufgabe 15
Als Polynom ist die Funktion
f:]0,1] — R, rr— at =52+ +2
stetig (siehe Beispiel 5.9 (4)). Weiter gilt
f(0)=2>0>—-1= f(1).
Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 6.3) gibt es x € [0,1] mit f(x) = 0. Wegen
fx)=0 & -5 +2x+2=0 & 2*+z+2=>52
hat die gefundene Zahl = die gewiinschte Eigenschaft.

Aufgabe 16

(a) Da die Funktion f auf den Intervallen [—2, —1) und (—1, 2] mit den Polynomen
[-2,-1) — R, T —x
bzw.
(-1,2] — R, T
iibereinstimmt und letztere nach Beispiel 5.9 (4) stetig sind, ist auch f in allen Punkten

x € [-2,—1)U(—1, 2] stetig. f ist an der Stelle —1 nicht stetig, denn die Folgen (—1 — %)nzl

und (—1 + %)nzl aus [—2, 2] konvergieren beide gegen —1, aber es gilt

1 1
lim f(—l—%): lim —(—1—) =liml14+—=1
n—00 n—oo n n—oo n
bzw.

1
lim f(-1+1)= Jim =14~ = 1.

n—oo

(bitte wenden)



Skizze: Y

(b) Als Zusammensetzung stetiger Funktionen ist g stetig auf [—1,1) U (1,2) U (2, 00). Da die

stetigen Funktionen
[-1,1] — R, z+—1

bzw.
[1,2] — R, T — x?

mit den Einschrankungen g: [-1,1] — R bzw. g: [1,2] — R von g auf die Intervalle [—1, 1]
und [1, 2] {ibereinstimmen, ist auch die Einschrinkung ¢g: [—1,2] — R von ¢ nach Beispiel
5.11 stetig, d.h. g ist insbesondere an der Stelle 1 stetig.

1

n

1 1\° 1\)\?
limg<2—>=lim (2—> :<1im (2—)) =4
n—o00 n n—00 n n—o00 n

1 1 1
limg<2+>: lim 2<2+>+1:2 lim <2+>+1:5,
n—00 n n—00 n n—00 n

nach den Grenzwertsétzen. Nach Definition 5.8(i) ist ¢ nicht stetig an der Stelle 2.

Weiter konvergieren die Folgen (2 — )n>2 und (2 + %)n>1 gegen 2 und es gilt

sowie

Skizze: Y , 9
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