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Aufgabe 9 (3+2+42+2+42+1=12 Punkte)

Die sog. Lemniskate von Bernoulli ist der geometrische Ort S aller Punkte P €
R2, fiir die das Produkt der Abstinde zu zwei vorgegebenen Punkten A, B € R?,
deren Abstand 2a betrigt (a > 0) konstant gleich a? ist. Die Punkte A und B
heiflen die Brennpunkte der Lemniskate. Nehmen Sie im Folgenden an, dass A
und B auf der z-Achse und im gleichen Abstand zum Ursprung liegen.

a) Leiten Sie die Gleichung
(ZE2 4 y2)2 . 2@2(ZE2 . y2) — 07

welcher die Punkte P := (z,y) der Menge S geniigen, her.
b) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der durch S beschriebenen Kurve.
c¢) Geben Sie die durch S beschriebene Kurve in Polarkoordinaten an.

d) Diskutieren Sie das Symmetrieverhalten der Kurve und bestimmen Sie die
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.

e) Zeigen Sie, dass die Tangenten an die Kurve im Ursprung genau die beiden
Winkelhalbierenden sind.

f) Skizzieren Sie die Kurve fiir a € {1,2,3,4}.

(Hinweis zu (b). Substituieren Sie y = xsint mit ¢ € [0, 27].)

Aufgabe 10 (24+4+2+2=10 Punkte)

Seien a, b, c € R mit a® + b = 2. Betrachten Sie die durch

s s bs

(s) = (acosz,asin—,—) (s €R).

c C

erkldrte parametrisierte Kurve.



a) Ist v nach der Bogenldnge parametrisiert?
b) Berechnen Sie Kriimmung und Torsion von .

c¢) Zeigen Sie, dass alle Geraden in Richtung des Normalenvektors von v(s), die
durch ~(s) gehen, die z-Achse unter einem konstanten Winkel schneiden.

d) Skizzieren Sie die Kurve ~.

Aufgabe 11 (24-6+4-2=10 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die orientierte Kriimmung einer reguléren ebenen Kurve bei
Umorientierung das Vorzeichen wechselt.

b) Zeigen Sie, dass die orientierte Kriitmmung einer beliebigen, reguléren ebenen
Kurve a : I — R? (I C R offenes Intervall) mit a(t) := (z(t),y(t)) gegeben

ist durch
Y ()y'H) — 21 (0)
(02 + y(t)}

c¢) Leiten Sie eine entsprechende Formel fiir die Kriitmmung einer reguliren ebe-
nen Kurve in Polarkoordinatendarstellung her.

Ra(t) =

Aufgabe 12 (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass das Frenetsche Dreibein (t, n, b) einer beliebigen (nicht notwen-
digerweise nach der Bogenlinge parametrisierten) reguliiren Kurve o : I — R?
(I C R ein offenes Intervall) mit nichtverschwindender Kriimmung gegeben ist
durch : o .

a QX o ) QX &

t= «,

- = — X —_
o T Ja < dlla| G %

(Hinweis. Betrachten Sie die zu « gehorige, nach der Bogenlinge umparametri-
sierte, Kurve und benutzen Sie die Formel aus A.5.)
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