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Aufgabe 45
a) 1) Offensichtlich ist « beliebig oft differenzierbar mit
o/(t) = (= Lsint, —rcost, L sint),
also

2 ., 2 .
&/ (t)]* = 8= sin®t + r? cos® t + L= sin® t = 17

Die Bogenlénge von « ist also gegeben durch s : (0,27) — (0, 27r),

s(t) = /0 |/ (7)| dT = rt.

Die Umkehrfunktion von s ist gegeben durch ¢ : (0,277) — (0, 27), t(s) =
2. Demzufolge ist 3 : (0, 27r) — R?,

B(s) = (Fcos2,r(1 —sin2), - cos £),

eine Umparametrisierung der Kurve v nach Bogenlénge.
ii) Wir betrachten die umparametrisierte Kurve § = 3(s) aus i). Dann ist

) = #(s) = (~ dsin 2, —cos 2, 2sin’)

und

") = (— 4 s lgips 3 §)
ﬁ(s)—( £-Cos %, —sin 2, = cos 7)),

was |3"(s)| = 5 ergibt, so dass also

_ B"(s) _ (_ 4
18" (s)] i

wird. Fiir b erhilt man schlie3lich

s 3 S
T,5COST)

n(s)

cos 2, sin

b(s) =t(s) xn(s) =... = (—2,0,—3) =: bo.



iii) Gem. ii) ist die Kriimmung x von § gegeben durch (s) = [8"(s)| = £ > 0
und es ist b’ = 0. Nach den Frenet—Gleichungen ist aber b’ = 7n, was
7 = 0 zur Folge hat (wegen n # 0). Demzufolge liegt die Spur der Kurve
B (und damit auch die von a!) in einer Ebene im R3. Ferner ist, da 3
(und damit auch «) konstante Kriitmmung (3 0) hat, die Spur von 5 (und
damit auch von «) Teil eines Kreises (es fehlt lediglich der Punkt zum
Parameter ¢t = 0 bzw. t = 2m).
Wegen b = b ist

= (3(s) - b(s)) = t(s) - bs) + A(s) - B(s) = 0,

d.h. spur # (und damit auch spur«) liegt in der Ebene senkrecht zu by.
Diese wird z. B. von t(77) = (0,1,0) = e, und n(7r) = (3,0, —2) aufge-
spannt, so dass

X(u,v) = B(rr) + ut(mr) + vn(rr) = (= Z,r,2) + ues + v(3,0,—2)

((u,v) € R?) eine Parametrisierung dieser Ebene ist.

b) Schreibe 3(t) = (z(t),y(t)). Dann ist (vgl. A.11)
o) y"(t) — 2" (1) yg’(t) '
(@0 + v (02

Hier: 2/(t) = 2cost, 2"(t) = —2sint, y'(t) = —3sint und y”’(t) = —3cost.
Damit wird

K(t) =

o' (t)? + 4 (t)* = 4cos®t + 9sin®t  (#£0)
o' (t)y"(t) — 2" (t) v (t) = —6(cos t + sin*t) = —6,
also ,
k(t) = —6(4cos®t + 9sin’t) 2,

folglich verschwindet

s
K'(t) = 90(4cos’ t + 9sin®t) 2 sint cost

genau fiir die Parameter t € {0, 5, 37”, 27r}, fiir welche k extremal ist (Vor-
zeichenwechsel von k' beachten!). Damit besitzt § genau vier Scheitelpunkte,

namlich

B(0) = B(m) = (0,3), B(Z)=1(2,0), B(r)=(0,-3), B(XE)=(-20).



Aufgabe 46

Nach Voraussetzung gilt |y(s) — £|? = R?. Differenzieren dieser Gleichung ergibt

0= %(m@ —€[?) =2(1(s) — &) -+ (5)

fir alle s € I. Da « nach Bogenliange parametrisiert ist, bedeutet dies (y—¢£)-t = 0.
Da die Kriimmung von  durch +” bestimmt ist, leiten wir die Gleichung nochmals

ab:
= () —€F) =29 + () =€) ')

fiir alle s € I. Wegen || = 1 ist dies wiederum gleichbedeutend mit
(,y - f) ' t, =—1

wegen der Frenet—Gleichung t' = kn also (7 — ) - kn = —1. Dies impliziert aber
k # 0 (sonst: 0 = —1), und damit die behauptete Formel.

Aufgabe 47
— sm 0
a) 1) Wir berechnen X, ( cos(u und X,(u,v) = |0 ]. Somit
1
erhalten wir direkt:
- (o )
cos(u)
Des Weiteren gilt: X, (u, v) x X,(u,v) = | sin(u) | und wegen | X, (u,v) X
0
Xp(u,v)| = 1 ergibt sich N(u,v) = X,(u,v) x X,(u,v). Dartiber hinaus
— cos(u) 0
erhalten wir X,, = | —sin(u) | und X, = Xy, = Xy = [ 0 |. Fiir die
0 0

Fundamentalmatrix der zweiten Fundamentalform folgt demnach:

B:<_01 8)

Um die Hauptkriimmungen auszurechnen nutzen wir aus, dass X, (u,v)
und X, (u,v) eine Orthonormalbasis von T(,,)X bilden. Es ergibt sich
demnach:

sin(u)
Sy (Xu(u,v)) = =Ny (u,v) = —C%S(u) = (—1)X,(u,v),



wobei hierbei k1 = —1 und X, (u,v) in jedem Punkt w = (u,v) € Q
Hauptkriimmung bzw. Hauptkriimmungsrichtung sind. Analog erhalten

wir Sy (Xo(u,v)) = —Ny(u,v) = 0, also ky = 0 als zweite Haupt-
kriimmung und X, (u,v) als zweite Hauptkriimmungsrichtung in jedem
Punkt w € Q.
— exp(—u)(cos(u) + sin(u))
ii) Wir berechnen X, (u,v) = | exp(—u)(cos(u) — sin(u)) und X, (u,v) =
0

0

0 |. Somit erhalten wir direkt:

1

G- (26Xp(()—2u) 2) .

Des Weiteren gilt:

exp(—u)(cos(u) — sin(u))
Xo(u,v) x Xy(u,v) = exp(—u)(coséu) + sin(u))

und
| X (1, v) X Xy(u,v)| = exp(—u)V2.
Dariiber hinaus berechnen wir:
2 exp(—u) sin(u)
Xuw = Xow = Xpp = 0und X, = | —2exp(—u) cos(u)
0

Die Fundamentalmatrix der zweiten Fundamentalform hat demnach die

Darstellung:
V3
B = exp(u)

Fiir die beiden Hauptkriimmungen erhalten wir nach Berechnen der Dar-
stellungsmatrix der Weingartenabbildung;:
-1
kK1 = ——und ke = 0.

V2exp(—u)

Aufgabe 48

a) Sei ¢ = (c1,¢2,0) eine Kurve in der Ebene X (u,v) = (u,v,0). Die Gau~
Abbildung N von X ist gegeben durch N(u,v) = (0,0, 1). Daher ist
D¢

E = P(Cl,CQ) (61,52,0) = (élaé%o) =C.



Die Geodatischen der Ebene sind also genau die Kurven ¢ mit ¢ =0, d. h.
c(t) = (at + ¢, bt +d,0) = t(a,b) + (c,d) (t € R)

mit a, b, c,d € R, also genau die Geraden.

b) Allgemein ist ein Breitenkreis von X zu fixiertem v € (— o g) gegeben durch
c(t) = (cosvcost,cosvsint,sinv) (t € (0,27)),

d.h. ¢(t) = (X ow)(t) mit w(t) = (t,v). Die GauB—~Abbildung der Sphére ist
N(u,v) = =X (u,v) (vgl. Vorlesung) und man erhélt

%(t) = Py (é(t)) = &é(t) — (¢(t) - N(w(®))) N (w(t))

2 2y cosvsint, cos? vsin v).

= (—sin v Ccosv cost, —sin

Damit verschwindet % genau fiir v = 0.

¢) Ein Meridian von X zu einem festen u € (0, 27) ist gegeben durch
c(t) = (costcosu,costsinu,sint) (t€ (—3,%)),
d.h. ¢(t) = (X ow)(t) mit w(t) = (u,t). Analog zu (b) erhélt man

%f<t> = P (E(t)) = é(t) — (¢(t) - N(w(t))) N (w(t))
|

da |¢| = 1.

Bemerkung.

Betrachtet man statt der Einheitssphére eine Sphére mit beliebigem Radius, so
sind nach der Bogenlénge parametrisierte Breitenkreise und Meridiane Geodétische
(gilt allgemein fiir Rotationsflachen). Allgemein gilt: Ist eine Kurve eine Geodétische
auf einer Fliche, so ist diese Kurve notwendig nach der Bogenlinge parametri-
siert! (Die Umkehrung davon ist i. a. natiirlich falsch.)

Kriterien fiir Geodatische

Im folgenden seien X : Q — R3 (Q C R? offen) eine parametrisierte Fliche,
w: I — Q (I CR ein Intervall) eine Parameterkurve (glatt) und v := X ow :
I — X(Q) eine Kurve auf der Fléche.



a)

v ist Geodétische von X <= 4" || N, d.h. esist v(t) || N(w(?)) fiir alle
tel

Das kann man benutzen, um festzustellen, ob eine gegebene Kurve eine Geodétische

einer gegebenen Fléache ist.

Beispielsweise gilt fiir eine Sphire X mit Radius R > 0: Die Kurve ~ : ( —
R3,

v(t) := (Rcostcosv, Reostsinv, Rsint) (v € (0,2m) fest),
ist eine Geodétische. Denn es ist v = X ow mit w(t) := (¢,v) und N (w(t)) = —£(t)
(in der Vorlesung wurde N = —%X gezeigt), und man rechnet nach:

N(w(t) = 57"(t) fralle 1(~5.5).

v ist Geoditische von X <= =L = 0 (kovariante Ableitung von +/
verschwindet identisch).

v ist Geodétische von X = || = const # 0 (v hat konstante Geschwin-
digkeit bzw. ist proportional zur Bogenlénge parametrisiert).

Die Umkehrung davon ist natiirlich i. a. falsch! Diese notwendige Bedingung
benutzt man haufig um zu {iberpriifen, ob eine gegebene Kurve eine Geodétische
ist.

Um alle Geodétischen einer Flache zu bestimmen, betrachtet man die Diffe-

rentialgleichung fiir Geodétische. Diese ist dquivalent zu der Bedingung unter
b).
Speziell fiir Rotationsfléchen, die durch Rotation einer reguldren Kurve (h, k) :
I — R? (mit h # 0) um die z—Achse entstehen, gilt (s.0.):

i) Nach der Bogenldnge parametrisierte Meridiane sind Geodéatische.

ii) Nach der Bogenlinge parametrisierte Breitenkreise sind Geodétische ge-
nau dann, wenn ihr Radius » € [ ein kritischer Punkt von A ist, also
h'(r) = 0.



