Hauptachsentransformation: Eigenwerte und Eigenvektoren

......... die bisherigen Betrachtungen beziehen sich im Wesentlichen
auf die Standardbasis des R".

Nun soll aufgezeigt werden, wie man sich von dieser Einschrankung
16sen kann und wie bei konkreten Problemen zu geeigneteren Basen
iibergegeangen werden kann.

Zur Anschaulichkeit der Rechnungen wird hier o.E. der R? betrachtet
- die Rechnungen im R", n > 3, verlaufen formal identisch.

Neue Koordinaten.

Es sei (9(1),9(2)) die kanonische Basis des R? und (ﬁ(l),ﬁ(z)),
= ael) +be®

sei eine weitere Basis des R?. Hier sind a, b, ¢, d € R und es gelte (man
beachte die Anordnung der Koeffizienten!)

S:(Z ;) € M(2,2) mit detS#0.

Merke. Die neuen Basisvektoren sind die Spaltenvektoren von S.

Wegen det S # 0 ist dabei (£(1)7£(2)) tatsichlich eine Basis des R?

(warum?).

Ein beliebiger Vektor v € R? kann sowohl bzgl. der kanonischen Basis
als auch bzgl. der neuen Basis (f S (2)) dargestellt werden, d.h. es gibt
eindeutig bestimmte Koeffizienten uy, us mit

v = ( o ) = viel) + v,el?
U2

— ulf(l) + u2£(2) _
Einsetzen ergibt

v = (auy + cu2)g(1) + (buy + dug)g(z) .



Mit der Transformationsmatrix S kann diese Beziehung wie folgt
interpretiert werden:

Die Koordinaten bzgl. der Standardbasis und die Koordinaten bzgl. der
neuen Basis (£, f?) erfiillen die Gleichung

(n)=s(i)
U2 U2
Mit anderen Worten: Die neuen Koordinaten ergeben sich aus

(1) (2)

U9 V2
Zwei Beispiele.
Beispiel 1. Im R? betrachte man die Ellipse
22
E:{§€R2: Zl+:v§:1}.

mit den Langen 2 und 1 der Halbachsen (vgl. Abbildung 1).
Ist .
7 0
_( 1
=(i1)

so kann dies dquivalent als
E:{XERQ: XTAgzl}
geschrieben werden.
Beobachtung. Die Achsen der Ellipse zeigen in Richtung der kanoni-

schen Basisvektoren und die Matrix A angewandt auf einen Basisvek-
toren ergibt jeweils ein Vielfaches des Basisvektors:

()~ 1)
()= (2)
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Abbildung 1: Die Ellipse E.

Man sagt dazu:

Die Zahlen A\; = 1/4 und Ay = 1 heiflen Eigenwerte der Matrix A und
eV e® sind dazugehorige Eigenvektoren.

Bemerkung. Alle Vielfachen eines Eigenvektors sind ebenfalls Eigen-
vektoren zum gleichen Eigenwert.

Beispiel 2. Nun wird die Menge

1
E = {5 € R?: g[S(x% + 13) — 63122) = 1}

betrachtet, deren geometrische Struktur in dieser Form nicht ersichtlich

e

Mit der Matrix
lautet die dquivalente Schreibweise in diesem Beispiel

| Colut
colot colw

Ez{gERQ: §T/~1§:1}.



Wenn Eigenwerte und Eigenvektoren eine geometrische Bedeutung ha-
ben, dann sind diese zunéchst zu berechnen:

Per definitionem ist A € R ein Eigenwert der Matrix A, falls ein Vektor
v # 0 € R? existiert mit

) =)= (5)
(%) (%) (%)

wobel [ wie iiblich die Einheitsmatrix

10
2=(yY)
bezeichnet.

Diese Gleichung wird geschrieben als

(A—AJQ)(’”):Q.

(%)

Dieses homogene lineare Gleichungssystem hat genau dann eine Losung,
wenn

5y 3
~ ] 3
det (A — \Lp) = 55 =0,
8 8
d.h. falls 10 ]
N—A+-=0.
8 + 4
Man findet die beiden Eigenwerte
A = ! d =1
1 = 1 un 2= 1.

Die Gleichungssysteme

i) =i () me A ()= (0)
(%) 4 (%) (%) V2

liefern dazu die Eigenvektoren (hier auf Lénge 1 normiert - jedes Viel-
fache hitte ebenso genommen werden kénnen)

1 /1 1 /-1
f — ( > und @ = — ( ) .
EEEERVORNE V2]
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Die Eigenvektoren bilden eine Basis des R? und nach den Betrachtungen
zu Beginn dieses Abschnittes ist die Matrix

1 1 —1
=m0 1)
zu bilden, wobei die Orthonormalitit der Eigenvektoren
St=g"
liefert.

Ergebnis. Wird x € R? bzgl. der neuen Orthonormalbasis (ﬁ(l),ﬁ(Q))
dargestellt,

x = o fV + aof® | o, weR,

so gilt wegen

X = (i; > =95 ( Zl ) und wegen x! = (:Ul :cg) = (041 CYQ)ST

die Beziehung

~ ~ « «
XTAX = (Oq 042) STA/;:S ( a; ) = (041 Oéz)B < Oé; ) .

Aufgrund der Konstruktion hat B dabei automatisch Diagonalgestalt,
d.h. auf der Hauptdiagonalen stehen die Eigenwerte und alle anderen
Eintrage verschwinden.

Es ist demnach (nachrechnen!)

0
B = :
1

i) Geometrisch wird die Menge E bzgl. der neuen Basis durch die
Matrix B dargestellt, die mit der darstellenden Matrix A des ersten
Beispiels bzgl. der kanonischen Basis {iberstimmt.

O R



i) Die neue Basis (f(1), f?)) entsteht aus der kanonischen Basis durch
eine Rotation um 7/4 und dementsprechend ist die Menge E nichts
anderes als die um 7 /4 rotierte Ellipse E (vgl. Abbildung 2).

iii) Zeigen die Achsen von E in Richtung der Koordinatenachsen als
Richtungen der Eigenvektoren von A, so zeigen die Achsen von F
in Richtung der Eigenvektoren von A.

Abbildung 2: Die Ellipse E.

Zusammenfassung.

Definition 0.1. Es sei A € M(n,n).

i) Ein Vektor v # 0 heifit Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert
A eR, falls
Av = )v.

i1) Dabei berechnen sich die moglichen FEigenwerte als Losungen der
Gleichung
det (A —M\I,) =0.
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Bemerkung. Die Anzahl und die Vielfachheit der reellen Eigenwerte
und die Dimension der Eigenrdume, d.h. der Unterrdume aller Eigen-
vektoren zu jedem Eigenwert, ist a priori nicht direkt ersichtlich.

Als Beispiel berechne man alle Eigenwerte und Eigenvektoren der 2 x 2

Matrizen
0 —1 11
=(10) =)

Im Spezialfall symmetrischer Matrizen ist die obige Konstruktion
hingegen stets moglich.

Es gilt der Satz iiber die Hauptachsentransformation:

Satz 0.1. Es sei A € M(n,n) symmetrisch. d.h. es gelte AT = A.

i) Dann gibt es eine orthogonale Matriz S, die A auf Diagonalgestalt

transformauert
A0 0
0 A 0
sTas=| . 77
C 0
0 O An
i1) Dabei sind die \;, i = 1, ..., n, reelle Figenwerte von A (nicht

notwendig verschieden) und die Spaltenvektoren der Transforma-
tionsmatriz S bilden eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.



