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Versehen Sie Thre Losungen mit Threm Namen. Mit einem (x) gekennzeichnete Aufgaben
werden in der Ubung gemeinsam erarbeitet; die restlichen Aufgaben sind in schriftlicher
Form abzugeben.

Aufgabe 35. (%)

Seien © C R™ offen und u € C%(Q) 16se Au = f in 2, wobei f € C**(Q) fiir ein € (0,1)
und ein k € Ny sei. In der Vorlesung wurde gezeigt (Satz 2.3 in § I.2): Ist f € C1*(Q),
so ist u € C*%(Q). In dieser Aufgabe soll diese Aussage nochmals unter Verwendung von
Glattungen (vgl. A. 34) bewiesen werden.

a) A priori existiert 0yAu (v € {1,...,n}) nicht. Betrachten Sie daher Glattungen u.
von u und g von g := 9, f (€ C¥%(Q)) bzgl. dem selben gliittenden Kern. Zeigen Sie,
dass fir das Newton—Potential w. von g. auf €. gilt:

A((%u‘E - wg) =0in w
fiir jedes w € €2 und € > 0 geniigend klein.

b) Zeigen Sie, dass die Familie h. := 0,u. — w, bei € \, 0 lokal gleichméfig in £ gegen
eine Funktion h € C?%(Q) konvergiert.

¢) Beweisen Sie sup,-¢[D*w:]a.z < oo fiir alle w € . Folgern Sie daraus die Behauptung
u € C3%(Q). (Hinweis: Satz 2.2 in § 1.2 der Vorlesung, Satz von Arzela—Ascoli.
Beachten Sie, dass die Aussage von Satz 2.2 auch fiir beliebige w € 2, und nicht nur
fiir Kugeln gilt.)

Zeigen Sie schlieklich, dass allgemeiner aus f € C*(Q) bereits u € C*2:2(Q) folgt.



Im Folgenden seien 2 C R™ ein Gebiet und L ein linearer Differentialoperator auf 2 der Form
Lu::ZaU (“)u—i—Zb YO+ c(z)u (u€ C*(Q))
i,j=1

mit gegebenen Funktionen a;j,b;,¢c: Q2 — R.

Aufgabe 36.
Betrachten Sie den Differentialoperator L := 82 + 2 9; auf Q := (0,00) x R. Zeigen Sie:
a) L ist elliptisch, aber nicht gleichméfig elliptisch auf 2.

b) L ist lokal gleichméfig elliptisch auf €.

Aufgabe 37.

Seien @ C R™ — {0} und ¢ : (0,00) — R — {—1} eine stetige Funktion. Betrachten Sie
den Operator L mit

aij(z) == 055 + g(|z |) z ‘2, bi=0=c (i,j€{l,...,n}, x€Q)

Zeigen Sie: Die Gleichung Lu = 0 besitzt eine radialsymmetrische Losung v = wu(r)
(r := |x|), welche der gewohnlichen Differentialgleichung
u'(r)  1—mn

W (r)  r(1+g(r)

geniigt.

Aufgabe 38. (*)

Sei der Operator L gleichmiRig elliptisch auf € := Br(zo) — B, (z0) mit einem xo € R"
und Radien 0 < 7 < R. Es gelte a;i /A, b;i /A, ¢/ € L*°(Q) (Notation wie in der Vorlesung)
sowie ¢ < 0 in ). Zeigen Sie, dass es ein a > 0 gibt derart, dass die Funktion v : Q2 — R,

v(z) == exp (— alz — €|*) — exp (— aR?),

eine Sublésung fiir L ist.

Die Ubungsblitter sind auch auf unserer Homepage erhiltlich:

http://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/ag-fuchs.html/



