
Universität des Saarlandes
Fachrichtung 6.1 – Mathematik
Prof. Dr. Martin Fuchs
Dipl.–Math. Oliver Schirra

U
N

IV
E R S IT A

S

S
A

R
A V I E N

S
I S

Übungen zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen I
Wintersemester 2009/10

Blatt 2 Abgabe: Donnerstag, 05.11.2009,
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Versehen Sie Ihre Lösungen mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnummer. Mit einem
(∗) gekennzeichnete Aufgaben werden in der Übung gemeinsam erarbeitet; die restlichen
Aufgaben sind in schriftlicher Form abzugeben.

Aufgabe 5.

Seien Γ die Fundamentallösung der Laplace–Gleichung (vgl. A. 1) und Ω ⊂ Rn (n > 2)
eine offene und beschränkte Menge mit Ln(Ω) > 0. Beweisen Sie, dass die Abbildung
Rn 3 x 7→

∫
Ω Γ (x − z) dz für n > 3 beschränkt ist, für n = 2 hingegen nicht. (Hinweis :

Überlegen Sie sich im Fall n > 3 zunächst, dass es zu jedem x ∈ Rn eine Kugel B gibt
mit Ln(B) = Ln(Ω) und

∫
Ω Γ (x − z) dz 6

∫
B Γ (x − z) dz.)

Für eine differenzierbare Abbildung (Tensor) τ := (ταk) : Ω → RnN (Ω ⊂ Rn offen) definiert
man die Vektordivergenz

div τ :=
n∑

α=1

∂ατα =

(
n∑

α=1

∂αταk

)
k=1,...,N

∈ RN .

Für P := (Pαk), Q := (Qαk) ∈ RnN ∼= Rn×N wird durch die Vorschrift P : Q :=
∑n,N

α,k=1PαkQαk

ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum der (n × N)–Matrizen erklärt (kanonisches Skalarpro-
dukt). Die von diesem Skalarprodukt induzierte Norm ist gegeben durch |P | :=

√
P : P .

Aufgabe 6.

Betrachten Sie die Abbildung π : Rn − {0} → Sn−1 = ∂B1(0), x 7→ x/|x|.

a) Welche geometrische Bedeutung hat π?

b) Ist π im Ursprung stetig fortsetzbar?

c) Zeigen Sie: ∇π(x) = 1
|x|
(
In − x⊗x

|x|2
)

für alle x 6= 0 und ∇π(x)y = y − (x · y)x für alle
x ∈ Sn−1 und y ∈ Rn.



d) Seien Ω ⊂ Rn offen und u ∈ C1(Ω; Sn−1). Zeigen Sie: π ◦ u ∈ C1(Ω; Sn−1) und

∇u :
d

dt

∣∣∣∣
0

∇
[
π ◦ (u + tη)

]
= ∇u : ∇

[
∇(π ◦ u)η

]
für alle η ∈ C1(Ω; Rn).

Dabei ist In = (δij)ij ∈ Rn×n die Einheitsmatrix und x ⊗ y := (xiyj)ij ∈ Rn×n das
dyadische Produkt von x, y ∈ Rn.

Aufgabe 7.

Seien Ω ⊂ Rn (n > 2) offen und beschränkt, 2 6 p < ∞ und u0 ∈ C0(Ω; RN ) (N > 1).
Betrachten Sie das Funktional J : K → R := R ∪ {±∞},

J [w] :=
∫

Ω
|∇w|p dx,

über der Funktionenklasse K :=
{
w ∈ C2(Ω; RN ) : w = u0 auf ∂Ω

}
. Zeigen Sie:

a) J ist wohldefiniert und infw∈K J [w] existiert.

b) Ist u ∈ K eine Lösung des Variationsproblems J → min in K, so löst u die nichtli-
neare, partielle Differentialgleichung

div
(
|∇u|p−2 ∇u

)
= 0.

c) (∗) Ist u ∈ K := K ∩
{
w : Ω → RN : w(Ω) ⊂ SN−1

}
eine Lösung des Variationspro-

blems J → min in K, so gilt

div
(
|∇u|p−2 ∇u

)
= −|∇u|p u.

Aufgabe 8. (∗∗∗)

Man zeige, dass jede harmonische Funktion u : R2 → R mit beschränkter Ableitung
affin–linear ist, d. h. es gibt Konstanten α, β, γ ∈ R mit

u(x, y) = αx + βy + γ für alle (x, y) ∈ R2.

(Hinweis : Satz von Liouville.)

Die Übungsblätter sind auch auf unserer Homepage erhältlich:

http://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/ag-fuchs.html/


