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Versehen Sie Thre Losungen mit Threm Namen. Mit einem (x) gekennzeichnete Aufgaben
werden in der Ubung gemeinsam erarbeitet; die restlichen Aufgaben sind in schriftlicher
Form abzugeben.

Aufgabe 16.
Losen Sie die Laplace-Gleichung Au = 0 auf Q = [0,1]? zu den Randwerten

u(0,y) =u(l,y) =u(xz,0) =0 und wu(z,1)=sin(rz) (x,y € [0,1]).

(Hinweis: Separationsansatz u(z,y) = f(z)g(y).)

Aufgabe 17.

Fiir eine Kugel Br(§) C R" sei @ := &¢ p : R" \ {¢{} — R” die Inversion (Spiegelung)
an der Sphire OBr(€) (vgl. § 1.2 der Vorlesung). Ferner sei Q* := &(Q) fiir eine offene
Menge 2 C R™\ {¢}, und u : Q@ — R sei eine harmonische Funktion. Zeigen Sie:

a) @ ist eine Involution (d.h. es ist @ o @ = idgn\ (¢} ), welche der Beziehung
|z — ¢||®(x) — €| = R? fiir alle z € R™\ {&}
genugt.
b) Die Inversion an einer Kreislinie um ¢ € R? ist harmonisch in R?\ {¢}.

c¢) (%) Die Kelvin—Transformierte u* : Q* — R bzgl. dBgr(§) (vgl. § I.2 der Vorlesung)

von v ist harmonisch.




Sei Q C R™ ein Gebiet. Eine Funktion G(z,y), welche fiir x,y € Q, 2 # y, definiert ist, heiRt
eine Green—Funktion von , falls die Funktion h : Q@ — R, h(y) := I'(z — y) — G(x,y) fiir jedes
fixierte « € Q folgende Eigenschaften hat:

Ah(y) =0 fiir alle y € Q,  h(y) =T(z — y) fiir alle y € 09,

wobei I die Fundamentallésung der Laplace—Gleichung bezeichnet.

Aufgabe 18.

Sei R} := {z := (2/,z,) € R" : x, > 0} (n > 2) der obere Halbraum. Wir bezeichnen mit z*
den zu z gehérigen Spiegelungspunkt bzgl. der Hyperebene R := OR"} = R

a) Zeigen Sie, dass G(z,y) := I'(x —y) — I'(z* —y) (z,y € R}, z # y) eine Green-Funktion auf
R” ist.
+

b) Berechnen Sie die Normalableitung von y — G(-,y).

c) (*) Sei ug € C°(R}) eine beschriankte Funktion, und sei

2z, uo(y)
u(z) := —d reRY).
(@) nL"(By) /]Rg(x’—yQ—i-x%)Q v 2

Beweisen Sie, dass v wohldefiniert ist und folgende Eigenschaften besitzt:
i) w ist beschrénkt und gehort zur Klasse C>° (R ).

ii) Au=0in R%.

ili) lim u(x) = up(€) fir alle £ € Rf.

z—E
(Hinweis: Benutzen Sie ohne Beweis die Identitét [, (1 + [2/*)7% dz = 1, und gehen Sie
0
ahnlich vor wie im Beweis von Satz 2.2 in § .2 der Vorlesung.)

Die Ubungsbliitter sind auch auf unserer Homepage erhiltlich:

http://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/ag-fuchs.html/



