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Ubungen zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen I
Wintersemester 2009 /10

Blatt 7 Abgabe: Donnerstag, 17.12.2009, vor der Vorlesung

Versehen Sie Thre Losungen mit Threm Namen. Mit einem (x) gekennzeichnete Aufgaben
werden in der Ubung gemeinsam erarbeitet; die restlichen Aufgaben sind in schriftlicher
Form abzugeben.

Aufgabe 23.

Beweisen Sie den Konvergenzsatz von Harnack: Sei (u,,) eine monoton wachsende Folge
harmonischer Funktionen u,, : 2 — R (2 C R" offen). Es gebe ein £ € , so dass die Folge
(um(§ )) beschrankt ist. Dann konvergiert (u,,) auf Q2 lokal gleichmaf$ig gegen eine auf
harmonische Funktion u, d.h. es gilt u,, — u gleichmikig auf jedem Teilgebiet w € .
(Hinweis: Ist w : © — [0, 00) harmonisch, so gibt es eine positive Konstante ¢ = ¢(n,w, 2)
mit sup, w < inf, w; vgl. A. 21. Zeigen Sie damit, dass (u,,) eine gleichméfige Cauchy—
Folge ist.)

Aufgabe 24.
Seien Q := R™ — B1(0) und u € C*(Q) N C*(92) harmonisch in € mit limy,_., u(z) = 0.
Zeigen Sie:

sup |u(z)| = sup [u(2)]
€ €002

(Hinweis: Wenden Sie das Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen auf dem Gebiet
Q) := Bg(0) — B1(0) mit einem geeigneten Radius R > 1 an.)

Im folgenden sei R”} := {:c = (2, x,) ER™ : z, > O} der obere Halbraum bzgl. der Hyperebene
R§ := OR’; . Entsprechend sei mit R” der untere Halbraum bezeichnet. Zu einem Punkt z € R"
sei x* der zugehorige Spiegelungspunkt bzgl. Rf. Fiir eine offene Menge 2 C R”™ seien ferner
Q4 = QNRYL, Q= QNRY sowie Q% := {z* € R" : z € Q}.




Aufgabe 25. (x)

In dieser Aufgabe soll das Spiegelungsprinzip von Schwarz bewiesen werden. Sei 2 C R™
offen und spiegelsymmetrisch, d.h. Q* = Q.

a) Zeigen Sie: Ist u € C?(924) N C°(Q4 U Qp) harmonisch in Q; mit ulg, = 0, so ist
u:Q)— R,
B u(z) 5 ze€QrUQ
u(x) ==
—u(z*) ; xeQ_
die eindeutig bestimmte harmonische Fortsetzung von w auf ganz Q. (Hinweis: Eine
C?-Funktion ist genau dann harmonisch, wenn sie die lokale Mittelwerteigenschaft

hat.)

b) Zeigen Sie: Ist u € C%(Q4) N CH(Q4 U Qp) harmonisch in QO mit 9,,ulg, = 0, so ist
u:Q— R,

u(z*) ; el
die eindeutig bestimmte harmonische Fortsetzung von u auf ganz Q. (Hinweis: Be-

rechnen Sie %(ftETrFBT(CE) u(z) dz) fir x € Qp, wobei r und ¢ so klein sind, dass
te, + By(x) €@ Q7T ist.)

c) Ist u € C%(Q4)NCH Q4 UQ) harmonisch in Q4 mit u|g, = 0 = d;,ulq,, so kann man
u geméfs a) und b) sowohl ungerade alsauch gerade nach Q_ harmonisch fortsetzen.
Ist das ein Widerspruch?

Die Ubungsblitter sind auch auf unserer Homepage erhiltlich:

http://www.math.uni-sb.de/ag/fuchs/ag-fuchs.html/



