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1 Summenformeln

Schon um 600 v.Chr. war in Babylon bekannt, dass -, <<, i = @ Archimedes

wusste schon um 220 v.Chr., dass Y <<, 1* = w. Die entsprechenden

Summenformeln fiir i3 bzw. i* hat Vieta um 1600 bestimmt. Fiir die erste haben
. . n{n 2
WIr Elgzgn ZS - ((TJFI)> .

Definition 1.1. Die k-te Bernoulli-Zahl By, € Q (k € Ny) ist definiert durch

ot B tk
Ft) = 5 =2 Bt" = > Bigy,

k>0 k>0

das heifit es gilt, dass By, = [pk!.

Bemerkung. Das oben definierte F'(t) beschreibt eine formale Potenzreihe iiber

Q, also F(t) € Q[[t]]. Es ist

2 td

€t—]_ t t B1 B2 2
1:<t )NQ:O+2+$+M+”M%+1H+mt+“j

Fir die ersten 12 Bernoulli-Zahlen erhalten wir durch Koeffizientenvergleich

Kk By, k B,

0 1 7 0

1 ~1/2 8 ~1/30

2 1/6 9 0

3 0 10 5/66

4 ~1/30 11 0

5 0 12 —691,/2730
6 1/42 13 0

Nun moéchten wir das k-te Bernoulli-Polynom definieren. Dass es sich hierbei
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tatsachlich um ein Polynom handelt, werden wir in Proposition 1.3 sehen.

Definition 1.2. Das k-te Bernoulli-Polynom By (X) € Q[[X]] ist definiert durch

ot t_ 1€tX =0 515)(2

1
>0 v >0l k

Lixy) = ZBk(X)ﬁ e Qlft, XJ].

F(t,X) = F(t)e"™ = o

Bemerkung. Man beachte, dass es sich bei By um eine rationale Zahl handelt,
wohingegen By (X) a priori eine formale Potenzreihe aus Q[[X]] beschreibt. Es

gibt jedoch einen Zusammenhang, namentlich gilt By(0) = By.
Proposition 1.3. (i) Fir k > 3 und k ungerade gilt: By, = 0.

(7ii) Das k-te Bernoulli-Polynom ist tatsichlich ein Polynom. Genauer: By(X)

ist ein normiertes Polynom des Grades k mit:

Bi(X)= Y <’;>Bixki: > (%)Bk_iX".

0<i<k o<i<k \*
Insbesondere ist By(0) = By.
(iv) Wir haben By(X +1) — Bp(X) = k- X*1.
(v) Fir die formale Ableitung des Bernoulli-Polynoms gilt: By (X) = k-B_1(X).
Beweis. (i) Es gilt:

t —t t te! t .
F(t)_F(_t):et—l_e—t—l:et—1+1—et:et—1(1_e):_t'

Durch Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung.

(ii) Auch hier folgt die Behauptung mittels Koeffizientenvergleich unter Beach-

tung, dass

= () ) - B gy

i>0 >0

gilt.



(iii) Es ist

k i
D Bk(X);) — F(t,X) = (e = (X BL)(Y - jl!Xftﬂ‘).

k>0 ' i>0 b >0

Fur den k-ten Koeflizienten erhalten wir

Bi(X) B; X7 1 k b
== (*7)_* ()BzX "
k! Z.%Ok 1! gl k! ogz;k 1
i+j=
(iv) Betrachte
tk t H(X+1) tX
i A T T > 1 e
_et—le (" —1)=te —tg%k!Xt.

Der Vergleich des Vorfaktors von t* liefert

k! R

Wir erhalten das Gewitinschte bei Multiplikation der Gleichung mit k!.

(v) Die Aussage folgt mit (iii) und den Regeln fir Binomialkoeffizienten.

Definition 1.4. Fir k£ und N aus Ny sei

1<i<N

Fir N gleich 0 oder 1 setze Si(N) = 0.

Satz 1.5. Fir k und N aus N und k # 1 gilt:

Bk(N)—Bk.

Sp 1 (N) = .

Fir k =1 haben wir B;(N) — By = So(N + 1).
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Bewers. Wegen

By(N)— By = By(N) — By(N — 1)+ By(N — 1) — Bi(N — 2) + - - - + By(1) — B4 (0)

folgt mit Proposition 1.3 (iv), dass

By(N) = By =k(N = )" '+ k(N =2 + .. + k- 05!
=k i* = kS, 1(N).
1<i<N
Da fiir k = 1 gilt, dass 0¥~! = 1 ist, folgt die Behauptung. m

Bemerkung. Somit konnen wir die Bernoulli-Polynome bestimmen und wir er-
halten fiir die ersten fiinf: B1(X) = X —1/2, By = X? — X +1/6, B3(X) =
X3-3/2X2+1/2X, B4y(X) = X*—2X3+ X%2—1/30 und B5(X) = X°—-5/2X*+
5/3X? —1/6X. Jetzt konnen wir ohne Weiteres die Potenzsumme 3, i* be-

stimmen. Es ist:

Si(N+1)= > i"=1/5N°+1/2N" +1/3N* — 1/30N.

1<i<N

Lemma 1.6. (Abel-Summation) Gegeben seien die Folgen (an)neny und (by)nen

aus C. Sei An = Y 1<p<n @n die N-te Partialsumme mit Ag = 0. Dann gilt:

Z anbn = Z An(bn — bn+1) + ANbN.

1<n<N 1<n<N

Beweis. Es ist

Z anbn = Z (An - Anfl)bn = Z Anbn - Z Anbn+1

1<n<N 1<n<N 1<n<N 0<n<N-—1
— 3 Au(by — busr) + Axby.
1<n<N

1.7 Erinnerung/Erginzung zu Riemann-Stieltjes-Integralen

Definition 1.7.1. (Riemann-Stieltjes-Integral) Seien I = [a, b] ein Intervall aus

R, f und a Funktionen von I nach R und A = (g, x1, ..., z,) eine Unterteilung



von I mit a = zg < 21 < --- < x,, = b. Die Feinheit von A sei gegeben durch
Al == supy i |Ti — @im1].

Sei £ = (&, ..., &n—1) ein Zwischenwertvektor mit z; < & < ;44 fiir 0 <@ < n.

Dann ist die Riemann-Stieltjes-Summe wie folgt definiert:

RS(E A, fa) = > fl&)(a(@iv) — alz:)).

0<i<n

(Ist @ = id, also a(x) = z, so haben wir eine gewohnliche Riemann-Summe.) Gilt
nun, dass fiir jede Folge von Unterteilungen (A®),cy und Zwischenwertvektoren
§(k) beziiglich A® mit [A®| — 0 der Limes limkﬁooRS(gk), AW f ) existiert
und dieser unabhéngig von der Folge A®) und den Zwischenwertvektoren £ *) st
so heifit f RS-integrierbar bzgl. o und der Wert des Limes heifit das RS-Integral
1% f(z)da(z) von f bzgl. a.

Definition 1.7.2. (Funktionen beschrénkter Variation) Eine Funktion f : [ =

[a,b] — R hat beschrankte Variation, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert mit

SUPA=(z....,n) Z |f(Iz) - f(Iz'—1)| <

wobei das Supremum tiber alle Unterteilungen A von I lauft. Die totale Variation

v(f) von f auf I ist gegeben durch v(f) = v;(f) = inf{c | ¢ wie oben}.

Bemerkung. Die Menge V := {f : [a,b] — R|v(f) < oo} der Funktionen mit
beschrénkter Variation ist ein R-Vektorraum. Die totale Variation v : V — R
induziert eine Norm auf dem Quotientenraum V := V /R nach dem eindimensio-

nalen Unterraum R der konstanten Funktionen, beziiglich der V' vollstandig ist.

Notation 1.7.3. Sei D eine Teilmenge aus R. Fiir eine Funktion f : D — R und

r € D sei f(z+) := }llim f(x+h)und f(z—) = }llim f(xz — h), vorausgesetzt die
W0 =0
Limites existieren.
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1.8 Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integrals

Im folgenden seien I = [a,b] mit a < b, f und « reellwertige Funktionen auf I.

) [ date) = alt = ab) ~ ata)

(2) /b f(z)da(x) =0, falls o konstant

(3) Ist f stetig und « Treppenfunktion mit Sprungstellen z1, ..., x, € I, so ist

/ab f@)da(z) = > f(z)]alzit) — alz;—)].

1<i<n

(4) Ist f stetig, @ eine C'-Funktion (d.h. stetig differenzierbar), so ist

/abf(x)d&(x) = /bf(x)o/(m)dx (Riemann-Integral).

a

(5) /b f(z)da(x) ist linear in f und a.

(© [ F(w)datz)

existiert, falls f stetig und « von beschrankter Variation oder f von beschrankter

Variation und « stetig ist. Ist eine dieser Voraussetzungen erfillt, so gilt

(7) Lﬂmmm@y:g@@—/ﬂu@#@>@mmﬂﬂm%mmmy

a

(8) Sei f stetig, a von beschrénkter Variation. Dann gilt fir jedes ¢ € (a, b):

Awummm:AVummﬂ+LU@mqw

(Vorsicht: Aus der Existenz der beiden Integrale rechts folgt nicht die des linken
Integrals!)
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(9) Sei f stetig und « von beschriankter Variation. Dann hat F'| definiert durch

F(z) = / F(t)da(t)
beschréankte Variation (ist aber i.a. nicht stetig!). Es ist

F(z+)—F(z) = f(2)[alz+)—ax)], z € [a,b)
F(z) = F(z—) = f(@)a(z) —alz—)], z € (a,b].

b
Schreibe / f(z)da(x) fur F(b) — F(a+), etc. Beweise und Ergénzungen z.B. in
a+

D.V. Widder, The Laplace Transform, Princeton University Press 1946, Kap. I.

Dazu gehoren insbesondere:

b
e Abschétzungen fiir / f(z)da(x), falls Abschiatzungen fiir f und « vorlie-

gen;
e Vertauschung von Summen und Limites mit Integralen;
e Substitutionsregel;
e uneigentliche Riemann-Stieltjes Integrale.

Proposition 1.9. Sei (a,)nen eine reelle Folge, x eine reelle Zahl und A(zx) =

> 1<n<z Gn und b aus Cl[1,z]. Dann ist

S anb(n) = A(x)b(x) — /1 TV At)dt.

1<n<zx

Beweis. Mit den FEigenschaften des Riemann-Stieltjes Integrals folgt, da A eine
Treppenfunktion beschreibt, dass

S anb(n) = /1 " b(t)AA().

1<n<Lz

Partielle Integration fiithrt zu

(Ab)|_ — /1 W) A,
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Da nach Definition A(—1) = 0 ist, folgt

]

Proposition 1.10. Sei f eine monotone Funktion auf dem Intervall I = |a, b

mit a,b € Z. Dann existiert ein © aus [0, 1] mit

> )= [ f(0)dt+ O(S0) ~ f(a).

a<n<b

Beweis. Sei 0.B.d.A. f monoton steigend. Schreibe ¢ € [a, b] als die Summe seines

ganzen und gebrochenen Anteils, also ¢ = [t] + {¢t} mit {t} € [0,1). Es ist

> fln)= [ floyls

a<n<b

und wegen der Linearitét folgt

> - [ s = [ s,

a<n<b

Partielle Integration liefert

- [ satn =~k + [(nare = [(nare.

Letzteres ist gleich ©(f|2) fir ein © € [0,1] mit den Zwischenwertsétzen fiir
gewdhnliche Summen bzw. Integrale, da df positiv, 0 < {t} < 1 und [’ df(t) =

f(b) — f(a) ist. O

Beispiel 1.11. Sei f(z) := log(x) mit Stammfunktion F'(x) = z-log(z) — . Dies
liefert

log(bl) = > log(n) =b-log(b) —b+ 1+ O -log(b),

1<n<b
mit © € [0, 1]. Wir haben also die Gleichheit bl = (2)°- e - b9, was schon grofie
Ahnlichkeit mit der Stirling-Formel hat, welche da lautet: b! ~ (£)*v/27b, wobei
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~“ flir ,asymptotisch dquivalent* steht.

Proposition/Definition 1.12. Fir k aus Ny sei i, : R — R die wohlbestimmte
Z-periodische Funktion auf R, die auf dem Intervall [0,1) mit Bg(X) dberein-
stimmt. Sie heif§t die k-te Bernoulli-Funktion. Es gelten:

(i) Fir k > 2 ist By stetig.
(ii) Fir k > 3 ist By differenzierbar mit ), = kfBk_1.

Beweis. Die Gleichung By(X + 1) — B(X) = kX*1 zeigt, dass fiir k& > 2 gilt:
By (1) = Bk(0), d.h. der Graph von Sj|n1,2) passt sich an den von fj1) an, also
gilt (i).

Ebenso ist fiir £ > 3

Bi(1) = Bi(0) = k(k — 1)X* 2| = 0,

d.h. wir haben fiir z = 1,2, 3, ... , glatte Uberginge®. Die Gleichung 3, = kS

folgt aus der entsprechenden Gleichung fiir die Bernoulli-Polynome B;,. m

Sei jetzt f : [a,b] — R eine C*"'-Funktion, wobei k¥ € Ny und a,b € Z.
Wir wollen die Summe Y_,_,,<, f(n) noch etwas genauer als in Proposition 1.10

berechnen. Es gilt:

> st = [ s = [ s~ " s,
da pi(z) = Bi({z}) = {z} — 1/2 und damit dp; = d{z}. Weiter ist

[ swas = sl - [ s

Letzteres ist wegen f81(a) = f1(b) = B1(0) = By und dpy(t) = B5(t)dt = 26,(¢)
auf R\Z nach Definition/Proposition 1.12 gleich

b
By (f(6) = (@) = 1/2 [ f'(®)as(t)
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Das letztere Integral kann erneut geschrieben werden als

[ £was = sl - [ rswa
— By~ (f'(b) — f'(a)) — 1/3 /ab F(8)dBs(2).

Fithren wir dies k-mal durch, so erhalten wir

Satz 1.13. (Summenformel von Euler-Maclaurin) Gegeben sei das Intervall [a, b] C

R mit a,b € Z und eine Funktion f aus C*™[a,b]. Dann gilt:

> )= [ f0dee 3 ()P (O) — fOa)

a<n<b 0<i<k (Z + 1)

(—1)* / (k+1)
T t t)dt.
+ (k+ 1) Ja Bria(t) f (t)
Satz 1.14.FEs existiert eine Konstante v aus R, sodass fiir alle N € N gilt:

1 1 1 On
=log N +v+ — — + —=
1§%N 2N 12N2  60N*

wobei Oy € [0,1]. Es ist v = 0,57721566..., die Euler(-Mascheroni)-Konstante.

Beweis. Benutzen wir Satz 1.13 mit f(t) = 1/t, a = 1, b = N und k = 3, so

erhalten wir

-1
+1)

> 711 =log N + 1/2(i - 1)+ 1/12(N2

2<n<N

—1/30 N
4/' (=6t [N +1/4! / Ba(t)24t2dt.
. 1

+0+

Somit erhalten wir

1 1
> —=logN+-—+1/2—

+1/12+4
1men 2N

N
—1/120 +/1 Ba(t)t0dt,

12N? 120N4

und folglich

1 N 1 1 1
© log N = 69/120 / 5t + —
1<;N % 20+ | O+ 5% = 1oz T gons )
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Wegen |54(t)] < 1/30 Vt € R (Ubungsaufgabe), ist
|/OO Bu(t)t~2dt] < 1/30 /oo t75dt =1/120 - N~4,
N N

Mittelwertsétze der Integralrechnung liefern uns ein 'y aus [—1, 1] mit [y B4(t)t°dt =
%. Die rechte Seite von (*) konvergiert fiir N — oo gegen 69/120+ [° 84(t)t ~5dt =:

v, und es ist

> = _log N ! Lo 1 O
2 oo N —~ — _ .
Aon BN T T TN T 12N T 120Nt T 120N4
Setzen wir nun Oy := 93\;1 € [0, 1], so folgt die Behauptung. ]

Eine entsprechend feinere Auswertung von -, log(¢) mittels der Euler-Maclaurin-
Formel der Ordnung k£ = 0, k = 1 bzw. k = 2 liefert (ohne Beweis)
Satz 1.15. Es gilt n! = (2)"v/2mn - efi", mit
0<R,<g (k=0)
g SR < (k=1

1 1 _
12n+1/4 < Ry, < 12n (k - 2)‘
Deshalb ist 72 := (2)"v/27n - et eine besonders gute Approximation fiir n!.

Wir haben folgende Werte:

p 1,919... 2,00065...
) 120 118,019... 120,0026...
10 3628800 | 3598695,6... | 3628810,0...







2 Die Riemannsche Zetafunktion

Erinnerung/Erginzung zu unendlichen Produkten/Potenzreihen:

(1) Sei l(X) = Yoy (—1) X = X - X2 4 X ¢ R[[X]]. Es gelten

(i) Der Konvergenzradius p(l) ist 1;

(i) far die formale Ableitung von I gilt: I'(X) = 3;50(=1)'X" = 1753

(iif) mit e(X) ==Y ,50 2r gilt: e(I(X)) =1+ X.

(2) Sei (z;)ien einen Folge in C. Wir sagen, dass das Produkt II;>;z; absolut

konvergiert, falls

(i) llggo x; =1 und

(ii) ANVi > N : |z; — 1] < 1 und sodass Y_,- y log z; absolut konvergiert.
In diesem Fall setzen wir I;> 2; = Ili<na; - e2i>n 19871 Ging (i) und

(i) erfiillt, so gelten
(a) II;>1z; ist unabhdngig von der Wahl von N;
(b) Iis12; = nlglgo IIi<i<ns;
(¢) jede Umordnung von II;>;x; konvergiert ebenfalls absolut, mit demselben

Wert;

(d) alle Teilprodukte sind ebenfalls absolut konvergent.

(3) Firn e N, s =x + iy € C mit x und y aus R ist

zlogn iylogn xlogn[

n®=n"-n"=e e =e cos(ylogn) + isin(y logn)],
wobei der erste Faktor reell und echt grofier 0 ist und der zweite Faktor vom
Absolutbetrag 1 ist. Insbesondere hangt [n®| = n*®) nur von x = Re(s) ab.

Weiter gilt: 37,5, = konvergiert absolut fiir Re(s) > 1.

17
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Definition 2.1. Die Riemannsche Zetafunktion ist fir s € C und Re(s) > 1
definiert durch

Nach der Vorbemerkung konvergiert diese Summe absolut und definiert auf {s €

C|Re(s) > 1} eine komplexwertige Funktion.

Bemerkung. Die Konvergenz ist gleichméflig auf {s € C|Re(s) > 144} fiir alle
d > 0. Deshalb ist ((s) stetig auf {s € C|Re(s) > 1}.

Satz 2.2. Fir Re(s) > 1 konvergiert das unendliche Produkt

[1— *5)71

pEP p
absolut und stimmt mit ((s) tuberein.

Beweis. (i) Sei 0 < § < 1. Es existiert ein C' = C'(d) mit:
h:=lz| <é=|log(l+z)| < Clz|.
Weiterhin ist

log(1 +2)) < -2 = log(1 = )] < €)1,

i>1
wegen der stetigen Differenzierbarkeit von ,, log “ auf dem kompakten Inter-

vall [1 —6,1+ 4].

(ii) Das Produkt [],cp(1— I%)_l konvergiert genau dann absolut, wenn die Sum-
me Y ,cplog(1 — pi) absolut konvergiert. Fiir Re(s) > 1ist [p~*| < 1/2, also
folgt mit C' = C'(1/2):

1
S llog(1= DI SCE | <O n=C X n <oc,

peP peP neN neN

d.h. das Produkt konvergiert absolut.

(iii) Sei nun P(z) := {p € P|p < x} mit = aus R, und N(z) := {n € N| n hat

nur Primfaktoren aus P(z)}. Betrachte die geometrische Reihe ITpep)(1 +
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p S+ p 2+ ...) von Hpepy (1 — p~*)~'. Unter Ausnutzung der eindeutigen
Primfaktorzerlegung und Umordnung liefert das Ausmultiplizieren endlich

vieler Faktoren

[Ia+p=+p®+.0= > n* (x.

p€EP(x) neN(z)

Die absolute Konvergenz dieser Summe rechtfertigt nachtréglich die Um-

ordnung. Es ist

Ks)— 3. no = > w0 an e <N el
)

neN(x) neN\N(z) neN\N(z n>w

was fiir z — oo gegen 0 konvergiert. Deshalb geht >, cyeyn™* fir x — oo

gegen C(S)7 da HpEIP’(ac)(l - p_s)_l = HpGIP(:r)(l + p—s + p_QS + ) gegen
pep(1 — p~%)~! geht, sind wir wegen (x) fertig.

Bemerkung.
(a) Als direkte Konsequenz des Satzes folgt, dass ((s) ungleich 0 ist fiir Re(s) > 1.

(b) Die Konvergenz von Y5, n~° und von I,cp(1 —p~*) ! ist sogar gleichméafBig

auf Teilrdumen von C der Form {z € C|Re(z) > 1+ ¢} fiir § > 0.

Probleme 2.3. (a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit P((m,n) = 1) dafir,
dass zwei zufallig gewahlte natiirliche Zahlen m,n teilerfremd sind? Ein Ex-
periment liefert ungefdhr 61%. Eine naive Modellierung wiirde wie folgt aus-

sehen:

)y =y PLmn) € Njm < 0 < @, (myn) =1}
P((m,n)=1) = Jim A{(m,n) e N|m<n <z}

Existiert der Limes?

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit P(n quadratfrei) dafir, dass eine zuféllig

gewéhlte natiirliche Zahl n quadratfrei ist? Naive Modellierung;:

.. #{n € N|n < x,n quadratfrei}
P(n quadratfrei) = lim A{neNn <z :
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Heuristische Uberlegungen:
(a) Es gilt
(m,n) # (0,0) mod 2

(m,n) =1<% {(m,n)# (0,0) mod 3

fir alle Primzahlen 2,3,... D.h. betrachten wir fiir jedes p € P die Restklasse

( mod p) von (m,n) als Zufallsvariable Z,, so ist die Wahrscheinlichkeit da-

p?-—1

Z = 1—p 2

fiir, nicht gleichzeitig durch p teilbar zu sein, gegeben durch

Nimmt man an, dass die Z, stochastisch unabhéngig sind, so ist/sollte sein:

1
P((m,n)=1)=J[01—-p?) = —.
1 @
(b) Mit #hnlichen Uberlegungen erhalten wir:
n#0 mod 22

n quadratfrei < ¢n £ 0 mod 32

Wir erwarten also ebenfalls

p? —1 1

P(n quadratfrei) = .
( ) ]g» P? €(2)

Das sind gute Griinde dafiir, {(2) zu bestimmen.

Entsprechend sollte/wird fiir 2 < k € N gelten:

k
-1
P((my,...,my) € Z¥|my, ..., my teilerfremd) = [[ b =J[(1—p™*) =¢k)™"

k
peP p peP

= P(n enthélt keine k-ten Potenzen).

Satz 2.4. (Euler 1735)

Beweis. (Calabi, 1985) Sei I = [0, 1]. Wir berechnen das uneigentliche Riemann-
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Integral [; [;(1 — z*y*)~'dzdy auf zwei verschiedene Weisen.

(i) Falls 22y < 1, so ist (1 — 2%y*)~! = 1 + 2%y? + 2'y*... absolut konvergent.
Also ist fir I, :=[0,1 — ¢]

/1 /1(1 — 2*y*) dady = Z/j /1 ¥y dxdy
€ € =0 € €
(1 _ 6)2(2i+1) 1
= _— _> 77
g (26 4 1)? g (26 4+ 1)2
fir e — 0. Es ist

e B B B A F

= (1-1/4)C(2) = 3/4¢(2).

(ii) Wir brauchen das

Lemma 2.5. Sei A = {(u,v) € R*|lu,v > 0,u +v < 7/2} mit Innerem
A= {(u,v) € R*|u,v > 0,u+v < 7/2}. Die Abbildung

ist eine Bijektion mit I x I = (0,1) x (0,1).

Beweis. Seien u,v aus A gegeben. Wegen cos(v) > cos(m/2 — u), da v <

(m/2 — u) und der folgenden Skizze

/2 —u

cos(m/2 — u) = sin(u) 1

cos(u) = sin(7/2 — u)

gilt, dass unter den gegebenen Bedingungen 0 < sin(u) < cos(v) und ent-

sprechend 0 < sin(v) < cos(u). Deshalb nimmt die Abbildung ¢ Werte in
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o [e] . .
I x I an. Setze r := 2% und y := 2% Dann ist sin®u = 2% cos?v und

cos v cosu’

sin? v = y? cos? u. Also cos?v + 3% cos?u = 1 und damit

cos?v =1 —y?cos’u =1 — y*(1 — 2% cos®v)

=1—y?+ 2%y* cos’v

. g2 2 :
Wir erhalten also cos? v = —=% und entsprechend cos? u = 2=2. Also ist
1—z2y2 1—22y2
1—92
v = arccos || —5—
1 — a2y?’

1— 22
U = arccos m,

wobei arccos : (0,1) — (0,7/2) die Umkehrabbildung zu cos ist und es gilt

o (z,y) = (u,v) mit u,v wie oben. O

(iii) Seien die Bezeichnungen wie in Lemma 2.5. Es ist

dx Oz cosu sin u sin v

ou  Ov cosw cos2 v
det = det

dy Oy sinvsinu cosv

Oou  Ov cos? u cosu

sin? u sin? v 5 o
2 2
cos? u cos? v

Deshalb ist

2
//(1 — 2%y drdy = //(1 — 2%y ldrdy = // dudv = 7; .
; ? I I A

Damit haben wir also insgesamt 3/4 - ((2) = 72/8, also ((2) = 7?/6.

Satz 2.6. Sei k € N gerade. Dann gilt:
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Bemerkung.

(i) Wir erhalten folgende Beispiele fiir den Satz:

1(2mi)?1 72
1(2m)*, 1 PARE m
k=4:(d)=—2 (-2 )= =
¢4 2 24 ( 30) 2-24-30 90’
7T6

(ii) Die Satze 2.4 und 2.6 geben uns fiur gerade k die Losung fir die Probleme

aus 2.3 (zumindest dann, wenn wir der Heuristik vertrauen). Z.B. ist dann

1
P(n frei von 4. Potenzen) = _ % ~ 1,00837" ~ 0,9239...

@

Beweis. (von 2.6)

(i) Betrachte den an z = 0 stetig hebbaren Ausdruck

e ez iz —iz
t o= cosz 5 _.e + e B
zcotz = z2— =2 =12 — =
sin z 5 e —e
21z .
e +1 21z . ,
= =12+ — =9z + F(2iz
2 2 )
e — 1] e — 1

mit F(X) = . Also ist

B B
Feots =iz o+ 320" et = 3220 st
k>0 k>0

k£1

(ii) Erinnerungen:

e Esist sinz = 2I1,51(1 — 22/(n?*7?)) ein absolut konvergentes Produkt
fir z ¢ 7Z, und normal konvergent (also: die Folge der Teilproduk-
te ist im Sinne der Supremumsnorm konvergent) auf abgeschlossenen

Kreisscheiben, die disjunkt zu 7Z sind (siche Analysis I).

e Sei f eine Funktion ohne Nullstellen und L(f) := f'/f (= (log f)’, falls
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log f definiert ist). Dann gilt fiir i € N

L(fg) = L(f) + L(9),
L( H fi): Z L(fz’);

1<i<n 1<i<n

und sinngeméaf auch

L(H fi) = Z L(fi)>

i>1 i>1

falls das Produkt absolut und lokal normal konvergiert.

Wende nun L auf sin z = 2I1,51(1 — 2%/(n*1?)) an und erhalte

Cos 2 1 z
cot z = = L(sinz) = — + L(1— ,
sin 2 ( ) nz>:1 ( n27r2)
also
22 2
zcotz:l—l—QZ = —22 ”2”22
e e
52

Fir |z| < 7w konvergiert die Doppelsumme absolut, also ist Umordnung

erlaubt und wir erhalten:

1
zeotz=1-2>" 70" ﬁ)z% =1-2> 7 ¢ (2k)*

E>1 n>1 E>1

=1-2 > 77%(k)2"
k>2
k gerade

Ein Vergleich mit (i) zeigt: Fur gerade k > 2 gilt

(22')’@5;“ = 217 %C(k), baw. ((k) = —1/2 - (2mi)F .

Korollar 2.7. Fiir gerades k = 21 > 0 ist By # 0 und sgn(By) = (—1)""1,

Die Folge (k) konvergiert rasch gegen 1:
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n ~((n) |n ~ ((n)
2 1,64493 | 6 1,01734
3 1,20205 | 7 1,00834
4 1,08232 | 8 1,00407
5 1,03692
Deshalb ist fiir k£ = 2[ gerade und k >> 0
(2.8)
2k! 2(21)!
By~ — = (-1)"!
T 2mi)k (=1) (2m)2!
Erginzungen.

Die arithmetische Natur von ((2k + 1) ist nicht bekannt, auler: {(3) ¢ Q
(Apéry 1985).

¢ ist holomorph auf {z € C|Re(z) > 1}, holomorph fortsetzbar auf C mit

einzigem Pol an s = 1. Dieser ist einfach mit Residuum 1, d.h.

lim (s — 1)¢(s) = L.

Die Gamma-Funktion ist gegeben durch I'(s) = [5°t*~'e~tdt fiir Re(s) > 0.
Esist I(n+1) =n!und ['(s+1) = s['(s). Fiir Z(s) := 7~%/?T'(5/2)¢(2) gilt
firalles e C: Z(s) = Z(1 — s).

Die Nullstellen von ((s) liegen bei —2k (k € N) (,,triviale Nullstellen®) oder
in {s € C|0 < Re(s) < 1}. Die Riemannsche Vermutung besagt nun, dass

alle nichttrivialen Nullstellen s die Bedingung Re(s) = 1/2 erfiillen.






3 Satze zur Primzahlverteilung

Wir haben in der EAZ gesehen, dass es Konstanten 0 < ¢ < 1 < C gibt, mit: Fir
hinreichend grofie n € N ist

" atm) <o

Clogn logn’

Dabei ist m(n) = #{p € P|p < n} die Primzahlfunktion. Fur n > 4 gilt sogar

loglogn, n

(log2) )

< < (log 4
logn_ﬂ(n)_“)g 8 logn

logn

(siche EAZ, 10.6) (wobei log2 = 0,6931... und log4 = 1,3862... ist). Es ist daher

lim inf —%_— > 1og 2 und lim sup —— < log 4.
n—oo

n—oo n/log(n) = n/log(n)
Der Primzahlsatz (1896 unabhéngig bewiesen von Hadamard und de La Vallée

Poussin) besagt sogar

lim ﬂ =1.
n=n/log(n)
Eine bessere Approximation als n/log(n) fiir w(n) ist li(n) = f3’ 1;%.

x m(z) x/logx li(x)

10 |4 4343 5.120

102 25 21,715 29,081

10° 168 144,764 176,564

10 1229 1085,736 1245,09

10° 9592 8684,9 9628,76

1010 | 455.052.511 | 434.294.481.9 | 4, 55056 - 10°.

Akzeptiert man die Approximation 7(x) = li(x), so ist die Wahrscheinlichkeit

27
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dafiir, dass eine zufallig gewahlte Zahl n in der Umgebung von x prim ist

#{pePx—h<p<x+h}
#{neNlx—h<n<x+h}

P(n ~ z prim) ~

(h grof§ genug, um zufillige Schwankungen auszugleichen, aber h << z). Fir

diesen Quotienten gilt

Hierfiir erhalten wir z.B. die folgenden Werte:

x 1/log x
10 0,434
102 | 0,217
101 ] 0,0434
1020 | 0,0217

Ziel dieses Kapitels ist die Auswertung/Abschétzung von Ausdriicken wie 3°,., 1/p,

oder II,<,(1 —1/p), etc. (p bezeichnet dabei immer eine Primzahl).

Definition 3.1. Seien f und g Funktionen auf einer nach oben beschrinkten

Teilmenge D von R. Schreibe

(i) f~g = lim % = 1 (,asymptotische Aquivalenz*).

r—o0 9

(ii) f=0(g) < 3C > 0: fir alle geniigend groBe x € D ist |f(x)| < Clg(z)|.
(iii) f=o(g) & lim [H9] = 0.

Bei (ii) ist gegebenenfalls die Konstante C' zu spezifizieren.

Satz 3.2. (Satz von Mertens) Es gilt

1
Z 08D _ logx + R,

p<w

mit R, € (—1 —log4,log4). Insbesondere ist Y, B2 = logz + O(1).
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Beweis. (i) Sei n = [z]. Es ist (vgl. Bsp. 1.11)
logn! =nlogn —n+1+46,logn

mit 6,, € [0, 1].

(ii) Bezeichnen wir die Zahl der Faktoren p in k € Z mit v,(k), so gilt:

logn! =Y v,(n!)logp.

p<n
Dabei gilt fir alle n € N (vgl. EAZ, 10.1):

L RN C)) P .
—_ — U\ T — —_—.
p P p plp—1)

Mit diesen Abschétzungen erhalten wir also

log p log p log p
nE —E logp<logn!<n§ ——i—ng —
p<n p p<n p<n p p<n p(p - 1)

Weiter ist wegen I1,<,p < 4" (vgl. EAZ, 10.4)

> logp < nlog4.
p<n

Also erhalten wir

(iii)

1
”Z &P —nlog4 <nlogn —n+1+logn < nlogn,

p<n

d.h.
1
Z 8P < logn +log4 <logz + log4,

p<n

was zeigt, dass R, < log4 ist.

(iv) Esist

logp logm rlog 2
Do e < D T S ) ]

p<n p(p - 1) 2<m<n m(m - 1) r>1 27‘71<mg27‘ m(m - 1)

r>1 2r—1lam<2r

m(m—1)
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Wegen Sy := ¥,,~r1/(m(m — 1)) = 1/k (denn: Betrachte Sy — Siy1 =
1/(k(k+1)) =1/k—1/(k+1), dh. S, = 1/k + ¢ fiir ein ¢ € R. Wegen

klim Sk = 0, muss dann schon ¢ = 0 sein.) ist die letzte Doppelsumme gleich
—00

log 2
Zroig :10g22222log2:10g4.
r>1 2 7«212

Hierbei ging bei der Berechnung von Y_,-;r/2" die Potenzreihenidentitét
Sesira” =a/(1—x)? fir |z| <1 ein, wobei fiir = 1/2 gerade der Wert 2

herauskommt.

(v) Deshalb gilt mit (ii) und (iii):

1
n2@+nlog4>nlogn—n+1,
p<n

d.h.

1 1
> 08D logn + — — (1 +log4) > logx — (1 +log4),
n
p<n

was zeigt, dass R, > —(1 +log4) ist und somit die Behauptung zeigt.
0

Der Satz von Mertens ist der Schliissel fiir die Berechnung von Y- ,., 1/p und

Proposition/Definition 3.3. Die Summe

> {log(l_l_l) - 1}

peﬂD p p

konvergiert absolut. Sei co thr Wert. (Es ist ¢y = 0,315718...).

Beweis. Es ist

e B S res

neb L—p=t" p
und wegen 1/(2kp**) + 1/((2k + 1)p***1) < 1/p* ist die Doppelsumme kleiner

gleich

DI B

"2
pePk>1 P n>1 1
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Satz 3.4. Mit ¢y wie in Proposition/Definition 3.3 gilt:

1 1 O
Zp:bg(rl <1—1/p>>‘c°+2<x—1>’

p<z p<w

wobei © = O, € (0,1).

Beweis. Formen wir die Gleichung nach © um, so erhalten wir:

0 =2(z—1) Z*—Z g<1—11/ >+ 0

p<x p<z

=2(zx —1) _—p%{log( 11/p> ;}-I—CQ
:2<x_1>§{1og(1_11/p>_;}

2(x —1) ZZ—
P> k>2
Wegen
D
Sk 25 2T 21—t 2 1(t1—1)

fir t € R mit |¢t] < 1 gilt fiir © mit ¢t = p~*

r—1
< Z 1) Zn(n—l)'

p>x n>x

Wegen Y,,~, 1/(m(m — 1)) = 1/k (siche Beweis von Satz 3.2) ist

Z r—1 x-1
nin—1) N-—1’

n>x

mit N = [z]. Dies zeigt 0 < © < 1. O

Satz 3.5. Es existiert eine Konstante c; € R, sodass fiir x > 2 gilt:

1 1
Z:loglogx+cl+0< )
log

p<z

Die Konstante C' zum O-Symbol kann < 2(1 + log4) < 5 gewdhlt werden. Insbe-
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sondere gilt:

, 1
Ih_}rgoz . loglogx = ¢4.

p<z

(Die Konstante ¢; wird in Satz 3.7 ndher bestimmt.)

Beweis. Fir t > 0 sei R(t) := X<, 1og(p)/p —log(t)(= O(1) nach dem Satz von
Mertens (3.2)). Es ist

logp
Z / logt ( P )(t)

p<x p<t

: 1
_/2_ logtdlog(t)—i—/z_ g7 R ()

¢ 1 1 L |
= —dt ——dR(t).
2 logtt + — logt ®)

Wegen (loglogt) = 1/(tlogt) und (1/logt) = —1/(t(logt)?) und partieller Inte-

gration des zweiten Summanden erhalten wir

R(z)  R(2-)

loglog z — loglog 2 + - + /
log x log 2 2

R(t)
t(logt)?

Sei R := sup |R(t)|(< 1+ log4 nach Satz 3.2). Mit

t>2—

(-1 1
t(logt)2  \logt . ~ logz

erhalten wir mittels Dreiecksungleichung die Abschatzung

(%)

2R  2(1+log4
‘ _ 2(1+log4)

log x t(1 log x log

Zusammen haben wir also

Zl—loglogsz(x)— N R(t)gdﬁl/:o B0~ 10 1og2—R<2_>

= logz Jo t(logt) t(logt)? log 2

Unter Beachtung, dass R(2—)/log2 = —1 ist, ergibt sich fiir den Term in eckigen

Klammern, den wir als unser ¢; definieren,

~ R(1)
dt —loglog2 + 1 =: ¢;.
/2 t(logt)? 0glog <+ “
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Mit (x) ergibt sich

1 1
Z—loglogx:cl—i—O( ),
e P log x

wobei wir die Konstante zum O-Symbol < 2(1 4 log4) < 5 wahlen kénnen. [

Korollar 3.6. Mit den Konstanten co und c¢; aus (3.3) bzw. (3.5) gilt

H(l—l):mm(1+0< ! >).

o P log x log x

Beweis. Es ist

T[(1— 1) = e osthsti-um ™),

p<z p

Mit Satz 3.4 ist dies fir ein ©, € (0, 1) identisch zu

o~ s /ot 0, /(22=1)).

Satz 3.5 liefert ein ¢; aus R, sodass dieser Ausdruck gleich dem Folgenden ist:

~(co+er)
_ e o0/ 10x)

e loglog x—c1+0(1/log z)—co+0Oz/(2(x—1))
log

Da es eine Konstante C' gibt, sodass leh — 1] < C-hfirhe [0, 1], gilt:

eO(l/log:{:) —1=0 1 )
log x

Somit ist

Satz 3.7. (Formel von Mertens) Es gilt: co+c1 = v, wobeiy die Euler-Mascheroni-
Konstante ist (siehe Satz 1.14). Das heifst

pl;Ix(l - ]19) - 12;3(1 +0 <10;3}>)'
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Beweis. (i) Es ist

()= n"=[10-—)"

n>1 peP P’
fur Re(s) > 1. Wir betrachten das Verhalten von ((s) fiir s — 17. Genauer:

Wir betrachten das Verhalten von ((1+ s) fiir 0 < s <1 und s — 0.

Es gelte folgende Notation: Fiir Funktionen f und g auf (0, 1] sei

f=0(g9) = 3CeR:|f(s)| <C-|g(s)l;

f~g:<:>lim—S:1.

Sei

peP
1

_ log p—l—s

5 [l

p—k(1+s) p—k

=3 p <> = (vergleiche (3.3)).

peP peP

k>2 k>2

Somit ist f absolut konvergent, stetig fiir s > 0 und f(0) = c.

(i) Esist ¢(1 + s) = Y51 n~ 1), Dies ist fiir ein © € [0, 1] mit Proposition
1.10 gleich

/ e dr 4140 = — 8

1 s
(iii) Deshalb gilt

log (1 +s) =log(1/s+ O(1)) =log(1/s(1+ O(s)))
=log(1/s) +log(1 + O(s)) =log(1/s) + O(s)

) +0(s),

=1
Og(l — e s

wegen e® — 1 ~ s~ 1 — e *. Dies ist gleich
—Ssn

Z@

n>1

4 O(s) = / TSt H (L) + O(s),

n 0
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wobei zwischen der Summe und dem Integral wirkliche Gleichheit besteht

mit H(t) := Y <,<; 1/n. Partielle Integration liefert

o0 d

e H ()| /0 OoH(t)(%e’St)dt:s /1 T H@®) e dt + O(s),

Sei P(u) := >,<, 1/p. Dann ist

Syt = [ wap) = P - [ P

=s /OO P(u)u™""*du.
1

Mit folgender Substitution

erhalten wir

Satz 1.14 liefert
H(t) =logt+~v+ O(1/t),

fiir t — oo und Satz 3.5 liefert

> 1/p=logloge + c1 + O(1/log(e")) = logt + c1 + O(1/t).

p<et

Alsoist fur ¢t > 1 und t — oo
H(t) — P(e") =~ —c; + O(1/t).

Da g(t) := H(t) — P(e') — v + ¢; beschrankt ist auf [0, 1], existiert eine
Konstante C' > 0 mit
1
9(t)] < C—=-
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Weiter ist mit (iii) und (iv)

f(s)=s /OOO H(t)e 'dt + O(s) — s /OOO e " P(e")dt

—s /0 TSt H(E) — P(eN)dt + O(s)
= /OOO e Sy —c)dt + s /OOO e Sg(t)dt + O(s)

=v—c+ 3/0 e g(t)dt + O(s).

(vi) Fir 0 < s <1 ist

) e—st e—sk e—st t=00
dt = + 0 , ©€10,1
/o t+1 ,;kle t+1),_, 0,1
e—sk
=) +0(1) (s —0)
k20k+1
—sk
— e L 1 0(1) = e log(———) + O(1).
=1 k 1—es

Bei s — 0 ist

Nach (v) gilt nun:
f(s)=7v—c1+s0(logs™).

(vii) Wegen limg_,q slog s~ = 0 nach de L’Hopital ist also

COZ}QK%JC(S)ZV—CL

Bemerkung 3.8. Es ist also ¢; = v 4 ¢y = 0,26149... und nach Satz 3.5 gilt

2(1+log4
Zl/p:loglogx+cl+®w

ot log x
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fiir |©| < 1. Die Primzahlen p sind ,bekannt“ fiir z = 10?2, fiir das gilt

2(1 + log 4)
1/p = 3,92507... +0,26149... + @~ 57
3 1/p=3,92507... +0,26149... + © 27108 10

p<1022

< 4,3.






4 Arithmetische Funktionen und

Dirichlet-Reihen

Definition 4.1. Eine arithmetische Funktion ist eine Abbildung f : N — C. Sei
A={arithmetische Funktionen} die Menge aller arithmetischen Funktionen. Ein

f € A heifit
e additiv, falls gilt: f(m -n) = f(m)+ f(n), falls (m,n) = 1.
e stark additiv, falls gilt: f(m-n) = f(m)+ f(n) Vm,n € N.

e multiplikativ, falls f(m-n) = f(m)- f(n), (m,n) = 1 und zusétzlich f(1) =
1.

e stark multiplikativ, falls f(m -n) = f(m) - f(n) Vm,n € N.
Beispiel 4.2. (i) Die Eulersche Funktion ¢ ist multiplikativ.

(ii) Die Abbildung © : N — C mit
Q(n) := Zahl der Primfaktoren von n mit Vielfachheiten gezéhlt
ist stark additiv. Wohingegen die Abbildung w : N — C mit
w(n) := Zahl der Primfaktoren ohne Multiplizitaten

additiv ist, aber nicht stark additiv.

(iii) Fir k € Ng sei 0x(n) := X4, d*; ok ist multiplikativ. Insbesondere ist die

Teilerfunktion gegeben durch 7(n) = o¢(n) = #{d|n}.

39
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(iv) Die Mébius-Funktion f ist

(—=1)%, s = #{p|n}, n quadratfrei
p(n) =
0, sonst

ist multiplikativ.

Proposition 4.3. Die Mobius-Funktion erfillt

1, n=1
> pld) =
dln 0, sonst.
Beweis. Ubungsaufgabe (Induktion nach s). O

Satz 4.4. (Mdébius-Inversion, I) Seien f,g € 2 gegeben. Folgende Aussagen sind

dquivalent:
(i) g(n) =>4, f(d) Vn € N.
(ii) f(n) = Yan p(n/d)g(d) Vn € N.
Beweis. Dito. 0

Satz 4.5. (Mdobius-Inversion, 1) Seien F' und G Funktionen auf [1,00). Es sind

aquivalent:
(i) G(z) = Yn<p F(z/n).

(ii) F(x) = Xneo n(n)G(z/n).

Beweis. Aufgrund der Autodualitdt reicht es, eine Richtung zu zeigen. Zeige

(i)=(ii): Es ist

S p(n)Ga/n) = S un) Y F(——)

n<z n<x m<z/n mn
xr
=3 X umF() = Fla),
k<g m™Mmn
- m-n=k
wegen
1L, k=1

2, uln) =

ek 0, sonst
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nach Proposition 4.3. 0

Bemerkung 4.6. (i) Die Zuordnung f ~» ¢ in 4.4 ist analog zur Fourier-
Transformation. Die Gleichung f(n) = X4, u(n/d)g(d) ist analog zur Fourier-

Inversion.

(ii) Satz 4.4 gilt fur Abbildungen von N in beliebige abelsche Gruppen (A, +)
statt C.

Beispiel 4.7. Seien

[ N=>CX)", n— fu(X) = H (X —¢)
€ primitive n—te
Einheitswurzel

und

g N> CX), n—g(X)=X"—1=[[ (X —e).
ecC

en=1

Dann ist g,(X) = [Tap, fa(X), also f(X) = I1gn ga(X)P/D) Fiir n = 20 gilt:

(X*-DX*-1)  X'"41 8 w6, vA_ y2
X0 D(xT—1)  xip1 4 oA A AL

foo =

Definition/Proposition 4.8. Eine formale Dirichlet-Reihe ist eine Reihe der
Form }7,>; a,n™° mit a, € C. Die formale Dirichlet-Reihe von f € 2l ist die
Reihe D(f,s) := 3,51 f(n)n™°. Mit zwei Dirichlet-Reihen D(f,s) = 3,51 a,n~*
und D(g,s) = >_,>1 byn ™ sind auch

D(f,s)+ D(g,s) == D(f +g,s) und
D(f,s)- D(g,s):= D(h,s)

formale Dirichlet-Reihen, wobei h(n) = 34, f(d)g(n/d). Wir setzen ® ={formale
Dirichlet-Reihen}. © ist bzgl. ,+“ und ,,-“ ein nullteilerfreier kommutativer Ring.

Das 1-Element ist >°,~; 61 ,n7°.
Beweis. Klar. ]

Proposition/Definition 4.9. Die Abbildung A — D, f +— D(f,s) ist bijektiv.
Die dadurch auf A induzierte Multiplikation fx g := h mit (f x g)(n) = h(n) =
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g f(d)g(n/d) macht A zu einem Integrititsring. f * g heifst die Faltung von f

1, n=1
und g. Das Neutralelement beziglich ,, x “ ist § = 01, 6(n) =

0, sonst.

Satz 4.10. Sei f € A. Es gilt:
(i) f ist Einheit in A < f(1) # 0.

(ii) f ist multiplikativ< D(f,s) besitzt eine formale Produktentwicklung (,, Euler-
Produkt®) D(f, s) = Ilep(1 + Xez1 f(0°)p™).

(iii) Die Menge MM C A der multiplikativen arithmetischen Funktionen ist eine

Untergruppe von 2A*.

Beweis. (i) Fir f und g aus 2 ist f * g = § dquivalent zu

1, n=1
> f(n/d)g(d) =

dln 0, sonst.

Ist f(1) # 0, so kann man dieses System rekursiv nach g auflosen:

g(1)=f(m)~"
g(n) = —=f(1)7" 3 f(n/d)g(d), n > 1.
dn

Ist f(1) =0, so gibt es keine Losung.

(ii) Es ist klar, dass das Produkt rechts eine wohldefinierte Dirichlet-Reihe
ist, wobei der Koeffizient f(n) von n=* gegeben ist durch IIf(p;), falls
n = IIp;*. Dies zeigt, dass die arithmetische Funktion f mit einer solchen
Produktentwicklung multiplikativ ist. Ist umgekehrt f multiplikativ, d.h.
f(n) =1I0f(p;") fur alle n € N, so stimmt D(f, s) mit der Produktentwick-

lung tiberein.

(iii) Es ist klar, dass 9t C A*, da fiur alle f € 9 gilt: f(1) = 1. Dass 9 eine
Untergruppe ist, folgt durch nachrechnen.
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Beispiel 4.11. Seien 1, j und lk arithmetische Funktionen mit

1(n) =1
jn)=n
lk(n) — nk
fur alle n € N. Dann ist
1xl=mr,

1%

=
I
>,

Mit der letzten Gleichheit folgt, dass 1 und p Inverse beztiglich ,, x * sind.
Allgemein gilt: (f*pu)(n) = Xgp, f(d)p(n/d), wobei fx*u die Mobius-Transformation
von f ist. Wegen 1 x pu = j folgt z.B.

d.h. o(n) = Xy, 7(d)p(n/d).

Satz/Definition 4.12. Seien

A= p*log € A (die von Mangoldt-Funktion),

Y Rsg = R, Y(z) := Y An) (1. Tschebychew-Funktion),

n<x

V(z) := > logp (2. Tschebychew-Funktion).

p<z

Dann gelten:

(i)
logp, n = p® Potenzvonp e P, e>1
A(n) =
0, sonst.

(ii) Y(x) =Y ec, logp = logkgV{n < x}.

(iti) P(z) = Yz (/") (endliche Summe).
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() ¥(x) =3I (z) + O(x*?log ).
(v) V(z) < (log4)[z].
(vi) Y(z) = (log2)[z].

Beweis. (i) Es ist

=Y u(d)log(n/d)

dln

=Y p(d)log(n) = > p(d)log(d

dln din

n)log(n Z w(d)log(d
din

= —>_p(d)log(d

din

d.h. A = —(p - log) * 1. Sind m, n teilerfremd, so ist

— Z Z [L(dldg) 10g(d1d2)
di|m da|n
= — > uldi) Y pu(ds)(log dy + log dy)
di|m da|n
= > u(d1)(—d(n)logds + A(n))
dilm

= 0(n)A(m) + d(m)A(n).
D.h. A(n) = 0, falls n keine Primzahlpotenz ist. Ist hingegen n = p°, so ist

A(p®) = —(u(1) logp” + u(p) logp + - - - + p(p°) log p°)
—(0+ (—1)logp+0) = logp,

I, n=1
da 3 gy, pu(d) = und bereits p(1) 4+ p(p) = 0 ist.

0, sonst

(ii) Folgt unmittelbar aus (i).

(iii) Fir p € P gilt
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also tritt der Summand ,,log p“ links und rechts bei der zu zeigenden Glei-

chung gleich oft auf.

(iv) Da 3,51 ¥(x/") eine endliche Summe mit hochstens log z/ log 2 vielen Ter-
men ist (da z'/" > 2 < n < logz/log?2), gilt:
log x

Yl@)=d@)+ 3 9@ <o)+

2<n<log z/ log 2

1/2
og 219(95 ).

Aus 9(2'/?) = O(z'/?) und (log 2/ 1log 2)O(x/?) = O(x'/? log z) folgt die Be-
hauptung. Insbesondere besagt diese, dass 1) und ¢} dasselbe asymptotische
Verhalten haben.

(v) Esist II,<,p < 4™ (EAZ 10.4). Daraus folgt

Z logp < nlog4.
p<n

(vi) Far n > 7 ist kgV{1,2,...,n} > 2" (EAZ 10.5).
[l

Satz 4.13. (,,Vermutung von Bertrand) Fir alle n € N existiert ein p € P mit

n<p<2n.

Vorbemerkung. Wir kénnten versuchen, mittels der Abschétzung

loglogn., n

)

<7(n) < (log4+ 8

(*)

logn “logn

(giltig fiir n > 4, EAZ 10.6) obere und untere Abschatzungen fur 7(n) und damit
fir m(2n) zu bekommen. Wir miussten also 7(2n) > 7(n) erreichen, was aber mit

(*) nicht moglich ist.

Beweis. (von 4.13) Angenommen, es gibt ein n € N und kein p € P, sodass
n < p < 2n gilt. Wir zeigen, dass dann n ,klein“ ist und erledigen diese kleinen

n von Hand.

(i) Sei N := (2:) und p ein Primfaktor von NV, d.h.

0 < vp(N) = v,((2n)!) = 2up(nl) = > _([2n/p] — 2[n/p'])

i>1
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(da vy(nl) = [n/p] + [n/p*] +...).

(ii) Nach Voraussetzung ist p < n (da jeder Primfaktor von N = (2:) =
(2n)!/(n!)? Kleiner gleich 2n ist).

(iii) Es gilt sogar, dass p < (2/3)n ist. Ansonsten hétten wir (2/3)n < p < n,
also 2p < 2n < 3p und damit 9p? > 4n?. Also insgesamt p* > (4/9)n? > 2n.
Wir hatten v,(N) = [2n/p] — 2[n/p] = 2 — 2 = 0, was ein Widerspruch zu
vp,(N) > 0 aus (i) ist.

(iv) Also ist jeder Primfaktor p von N = (27?) < (2/3)n und deshalb gilt

Y logp< Y logp=19((2/3)n) =9([(2/3)n])

p|N p<(2/3)n

<log4[(2/3)n] < (2/3)n-2log2 = (4/3)nlog 2.

(v) Wegen [(2n)/p'] —2[n/p'] < 1 und p' < 2n & i < log(2n)/log(p) folgt
mit Teil (i): v,(N) < [log(2n)/log(p)]. Ist v,(N) > 2, so ist 2logp <
vp(N)logp < log(2n), d.h. p < v2n und es gibt hochstens v/2n solcher

p. Also gilt
> v(N)logp < v2nlog(2n).
vp(N)>2
pIN
(vi) Es ist

logN:ZUp(N)logp: Z log p + Z v,(N) log p,

pIN p|N p|N
vp(N)=1 vp (V)22

und mit (iv) und (v) ist dies kleiner gleich
(4/3)nlog2 + v2nlog(2n).

(vii) N = (%:L) ist der groBte Term von 22" = (1 + 1) = 1 + (21”) 4+
(227_11) +1=2+ (21” ) + 4 <2n27_11> (also in dieser Darstellung insgesamt

2n Summanden). Es gilt also 22" < 2n (27:‘) = 2nN. Somit folgt

2nlog 2 < log(2n) + log N
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und mit (vi) ist dies kleiner gleich

log(2n) + (4/3)nlog2 + v2nlog(2n).
Insgesamt erhalten wir

2nlog2 < 3(1 4 v2n)log(2n), ()

wobei die linke Seite linear in n wéchst, aber die rechte Seite nur sublinear

in n. D.h. dies ist ausgeschlossen fiir grofie n.

(viii) Durch nachrechnen findet man, dass (*) nicht erfillt ist fir n > 2% = 512.
Also sei nun n < 512.
(ix) Betrachte die Primzahlen

@1 492 493 414 g5 Qds 47 gg {9 dio 411
2 3 5 7 13 23 43 83 163 317 631

Dann gilt aber fir alle ¢ € {1,...,11}, dass ¢;11 < 2¢; ist. Also gibt es fir

jedes n < 630 ein ¢; aus dieser Liste mit n < ¢; < 2n.

Schlussbemerkung. Verfeinerte Abschéitzungen fiir die Funktionen A, ¢ und

liefern bessere Abschatzungen fiir 7(x). Eine der besten dieses Typs ist

1 3
L orla) < (1+ i

210gm>10gx 2logx’logx’

die fur x > 52 richtig ist. In diesem Bereich ist also immer 7(x) > x/(log ).
Die Daseinsberechtigung fiir ¥ und v ist wie folgt:
Es gilt

¥
1 < C:=limsup () = lim sup ﬂ = lim sup ¥(z)
T—00 ZL‘/ log T T—00 T T—00 T
1> ¢ := liminf m(z) = lim inf M = lim inf ()
T—00 x/ log x T—r 00 x Tr—00 x

9
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was leicht zu zeigen ist. Dass C' und ¢ zu 1 zusammenfallen, ist gerade der Prim-

zahlsatz 7(x) ~ x/log . Insbesondere ist also als Konsequenz des Primzahlsatzes

Wzx) ~(x) ~ .



5 Mittlere Ordnungen

arithmetischer Funktionen

Definition 5.1. Seien f und g arithmetische Funktionen. Wir sagen: f hat mitt-
lere Ordnung g, falls gilt:

> f(n)~ > g(n).

n<lx n<lx

Bemerkung.

(i) Man wird zu gegebenem f ein ,elementares“ g suchen, sodass f mittlere

Ordnung g hat.
(ii) Zu f gibt es viele mittlere Ordnungen gy, go, ...

(ili) Hat f mittlere Ordnung g und ist die Approximation )°, <, f(n) ~ >,<, g(n)
geniigend gut und g glatt, so beschreibt g den Mittelwert

2y +1

z—y<n<z+y

von f um z, falls 0 << y << x.

Beispiel.

1, nelP
f(n) =

0, sonst

hat 1/log z als mittlere Ordnung und somit

1
~Ti(x) ~ —

Y f)=m(z)~

n<lz 2<n<z

logn logx’

49



50 5 Mittlere Ordnungen arithmetischer Funktionen

Beispiel 5.2. Es gilt

Yrm =YY=y ¥ 1=Y [}

n<z n<z dn d<z n<lzx d<z
n=0(d)
=3 = Z
d<zx d<z

= z(logz 4+ O(1)) + O(z) = zlogz + O(z).

Deshalb hat 7(n) die (eine) mittlere Ordnung = (zlogz) =logx + 1.

Beispiel: Das lokale Mittel von 7(n) fir 90 < n < 110 ist 123/21 = 5, 857...
(vgl.: log(100) + 1 = 5,605...).

Proposition 5.3. Seien f und g arithmetische Funktionen mit Summenfunktio-
nen F und G, d.h. F(x) = Y,<, f(n) und G(z) = Y.<, 9(n). Firl <y <z
gilt

S (Frg)n) =S gm)F(E) + 3 f(m)G(=) — F(5)G(y).

n<zx n<y m<z/y Y

Beweis. Es gilt

Y (fxg)n Zf g(d)= >_ f(m)g(d)+ >_ f(m

n<x md<z md<zx
md<x d<y d>y
.T
=S u@FC) + X fmG() - 6l)
d<y m<zx/y
x X
= g dF(5)+ Y fm)G(=) = F(>)G(y).
d<y m<zx/y m Y

Satz 5.4. FEs gilt sogar:

> 1(n) =zlogz + (27 — 1)z + O(Vx).

n<x

Beweis. Wende Proposition 5.3 mit f = ¢ =1 an, alsoist 1 %1 =7 und F(z) =
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G(x) = [z]. Definiere y := /z. Dann ist

S rin) =2 X (2]~ 0

n<x n<x1/2

—o Y 1+O<ﬁ>—<x+0<m>

n<yz
= 2x(1/2logx + v+ O(z~ %)) — x + O(\/x)

=zlogr + (2y — )z + O(\/z).

Folgerung: logz + 1 4 (2y — 1) = logx + 27 ist mittlere Ordnung von 7. Der
Mittelwert von 7 fir 90 < n < 110 ist 5,857... und log 100 + 2+ = 5, 759....

Satz 5.5. Fiirz — 00 ist ., 0(n) = 72/122*4+O(zlog ). D.h. o(n) hat 7°n /6

als mittlere Ordnung.

Bewezs. Es ist

Yo=Y Yd= Y d=3 Y d=12) [

n<z n<z d|n m,d m<z d<z/m m<z
n=md<x
—1/22*—{ })(*—{ P+ 1)
m<x
1
=1/2 Z (z ) E)
m<z m<x

=1/22°(¢(2) = > 7;2) + O(zlogx),

m>x

wobei 3,5, 1/m? = O(z™") ist. Dies lésst sich einsehen, indem man die Summe

mit dem Integral abschatzt. Also erhalten wir insgesamt

1/22%¢(2) + O(x) + O(xlog x),
was zu zeigen war. O

Bemerkung 5.6. Sind f und g arithmetische Funktionen mit mittleren Ord-
nungen ¢ und 7, so gilt im Allgemeinen NICHT, dass ¢ - 4 mittlere Ordnung

U(n

von f - g ist. Deshalb kénnen wir nicht schlieflen, dass die mittlere Ordnung
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72/6-n-1/n = 7%/6 hat. Die Aussage gilt aber trotzdem, denn:

o(n) 1 w
Zow T wd gzl
md<w
=z ) 1 + O(logz) = ~ + O(log z).
m<e 6

Definition 5.7. Die arithmetische Funktion f ist mittelbar mit Mittel ¢ € C, falls
sie konstante mittlere Ordnung ¢ hat, d.h. -, ., f(n) ~ cx, baw. lim, oo 1/2 3, <, f(n) =
c. In diesem Sinne hat @ das Mittel 72 /6.

Satz 5.8. Fiir x — oo gilt

> o(n ix + O(xlog x)

n<x

(d.h. p(n) hat mittlere Ordnung ((2)"'z).

Beweis. Wegen 3y, ¢(d) = n (da 1% ¢ = j), folgt mit der Mobius-Inversion,
dass ¢(n) = X4, p(n/d)d ist. Also gilt

Yopn)=3 > pdm=7 pd) Y m

n<z n<z m,d d<z m<[z/d]
md=n
= 1/23 uld)[Z)(5] + 1)
d<z
—1/22 5 B2 d2 Oz Cli)
d<z d<z
- 1/2 2 Z )7

d<zx

analog wie im Beweis von Satz 5.5.
Esist ux1 =4, also ist 1 = D(u,s) - D(1,s) in ®©. Deshalb gilt fir s = 2,

welches im Konvergenzbereich der beiden Dirichlet-Reihen ist:

H¢(2),

2
n>1 1

1=D(u,2)-D(1,2) = (

also
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und

Letztere Summe lasst sich mit Hilfe des Integrals abschéatzen und es gilt >4, & wd) —

&2
O(xz™1). Deshalb erhalten wir

Z o(n) = 1/25L‘2C(2)_1 + O(zlogx).

n<x

Korollar 5.9. (zum Beweis von 5.8) @ ist mittelbar mit Mittel ((2)~1

Beweis. Es ist

PORICIES ;md wd)]

n<lx d<z

Korollar 5.10. (vgl. Problem 2.3 (a)) Es gilt

P((m,n) =1) =¢(2)"".

Beweis. Wir haben

#{(m,n) € N?|(m,n) =1; m,n < z}
e #{(m,n)|m,n <z}
m 2§:n§I¢(n)'

Mit Satz 5.8 ist dies gleich

o 2(322+ O(zlogx)) 6
lim —% = —.
T—00 [xP 2

Satz 5.11. (vgl. Problem 2.3 (b)) Es ist

P(n quadratfrei) = ((2)~".
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Beweis. (i) Es ist

#{n < x|n quadratfrei}

[]

P(n quadratirei) = lim

(ii) Da n quadratfrei ist genau dann, wenn p(n)?> = 1, berechnen wir nun

Engz /,L(Tl)Q

(iii) Wir schreiben n € N eindeutig als n = ¢ - m?, wobei ¢ quadratfrei ist mit

¢:= Il p Dannist p(n)* = d(m) = Xy, p(d) (da L+ p = 6) und fiir
[n
vp(ngzl(2)
d € N gilt: djm < d*|n.

(iv) Deshalb ist

Sum? =Y Y ud)= ¥ pa sl =a ¥ DS )

n<z n<z d d<\/z d<\/z A<z
=2(¢(2)7" + 0@™) + O(V) = ((2) ' + Oa"/?).

Also ist P(n quadratfrei) = ¢(2)7'.

Bemerkung: Satz 5.11 besagt, dass u? den Mittelwert ¢(2)~! = 0,609... hat.
Vergleiche dies mit folgenden Werten:
x H 10 ‘ 100

#(n < z|n quadratfrei) H 7 ‘ 61

Was ist der Erwartungswert fir w(n) und Q(n)?

Satz 5.12. Es ist

T

> w(n) = zloglogz + c1z + O

n<x

),

log x

wobei es sich bei ¢ um die Mertens-Konstante handelt (vgl. (3.3), (3.5) und
(3.7)), also ¢ = v — ¢o = 0,26149....
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Bewezs. Es ist

Swm) =YY 1=

n<x n<z pln p<lz p
1
= x(z -)+7(z)O(1).
p<z

Dies ist mit Satz 3.5 gleich

Xz

x(loglog:p +c + O(log;[)) + O(log{g) = xloglogx +cx+ O(IOgCC')

Satz 5.13. Es gilt, dass

X

> Q(n) = zloglogz + ez + O(

n<x

logx)’

mit Co = C1 + Zp p(Tlfl) = 1,03465

Beweis. (i) Sei

Alz) = 3 (Qn) —w(n) = X S,

n<lz peEP k>2 p
(ii) Es gilt, dass
N OO
Alx) <z p =z — =)y —.
peP k>2 = e pplp—1)
(iii) Wegen
1 1—pt

> ==

2<k<[log z/ log p|=:n p

und

p" B e~ logp[logz/log p] - P

p—1 p—1 “p—1 Cp—1
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ist
T
z)= ) >, (-1
p<{/z 2<k<logx/logp p
1 log:c
=z —x
pggp(p -1 p<fp - < logp
=z )y ! +0(z"?) + W(xl/Q)O(log )
p<\z p(p - 1)
1 .’131/2
=z +0(@zY*) + 0 log x
pggp(p - 1) =) (logafm )
1
=x + O(z'?).
pggp(p - 1) )
(iv) Es ist
1
Alx) > + O0(Vx),
(@) %}p(p— 1)
da
1
> <> Y == O(x=2).
P> E p( vz U~ 1) nova1
(v) Also ist
1
Alx)==x +0Hz
(z) %p(p 0 (V)

und

> Qn) =) wn)+ A(z) = zloglogz + cox + O

)-

log x
O

Damit erhalten wir fiir w(n) bzw. (n) in der Niahe von x den Erwartungswert
g(z) = L(zloglogx + (c1 bzw. ¢3) - ) = loglogx + 1/log x + (¢1 bzw. ¢3). Z.B.
fiir x = 1019 5,7050... bzw. 6,4781...
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Tabelle 5.14. (zur Giite der Approximation)

T 100 1000 10000
Sncew(n) = < [2/p] 171 2126 24300
xloglogx + ¢z 178,867 219414 24818,2
Sea An) = Xpeculz/pt] || 239 2877 31985
xloglogx + cox 256,183 2967,29 32549,8
Erwartungswert von w(n) || 2,005 2,339 2,590
lokales Mittel von w(n) 1,952 2,262 2,537
90 <n <110 | 970 < n <1030 | 9900 < n < 10100
Erwartungswert von Q(n) || 2,779 3,112 3,363
lokales Mittel von 2(n) 2,667 3,131 3,318

Satz 5.15. Seien f: N — [0, 1] multiplikativ und

3= () =TI - p ) 3 T2

YA
peP i>0 P

).

(Konvergiert das Produkt nicht, so wird M = 0 gesetzt.) Dann ist f mittelbar mit
Mittel M(f), d.h.

> f(n) =x(M+o(1 ))@th—Zf M(f).

n<x n<x

Beispiel 5.16. (i) Die Funktion f(n) = 2% ist multiplikativ mit Werten in

n

[0,1]. Dann ist
() =TI - 1+Z e
=[[Qa-pHa+p")
1 1
=T )=

(i) Sei f = p?, dann ist

M=y

peP i>1 peP

90 <n <110 | 970 < n <1030 | 9900 < n < 10100
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(iii) Sei

1, n frei von k-ten Potenzen, k = 2,3,4, ...
f(n) =

0, sonst.

Die Funktion f hat dann Werte in [0, 1] und ist multiplikativ, also ist

-1 L1 Ly A=) -1
M=1]1-p )(1—|—]—9—|—E—|—~~-—|—pk_1)—1—[(1—p )1_71?_1—«]@) -

peP peP

Fiir den Beweis von Satz 5.15 bendtigen wir etwas Vorarbeit.

Definition/Lemma 5.17. Fir y > 2 seien «, B, die stark multiplikativen

Funktionen mit

I,p<y
O‘y(p>: )
0,p>y
und
0,p<y
ﬁy(p): )
IL,p>y

mit p € P. Dann gelten:

(i) Fir jede multiplikative Funktion f: N — C ist

f=(fay) = (fB,).

(ii) Hat f zusdtzlich Werte in [0, 1], so ist

[ < (fay)x By = fy

(t1t) Die Funktion hy := (B, * p ist multiplikativ mit Werten

hy(p') = ’
0, p>y oderi> 2

mit p € P. Es gilt: 1% h, = 1% 3, % u = f3,. Insbesondere ist h,(n) =0, falls
n > IL,<,p = N(y).
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Erinnerungen.
e fx1 ist die Mobiustransformierte von f.
e fx p ist die inverse Mobiustransformierte von f.
e Faltungen von multiplikativen Funktionen sind multiplikativ.
e Produkte von multiplikativen Funktionen sind multiplikativ.

Beweis. (i) Es gilt

f(n), n hat nur Primteiler p <y
(fay)(n) =

0, sonst

und

() = f(n), pln=p>y

0, sonst.

Mit n = ny-ng, wobei ny nur Primteiler kleiner gleich y und ny nur Primteiler

echt grofler y besitzt, gilt:

(Fa) * (F8,)(n) = S(Fau) (@) (F5,)(5)

dln
= X @) = fm)f ) = S o)
pld=p<y
pl(n/d)=p>y
(ii) Es ist
f,(n) = %(f%)(d)ﬁy(?;)
> C”Znuay)(d)(fﬁyxg)

= ((foy) * (fBy))(n) = f(n),

da f(%5) € [0,1] ist.
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(iii) h, ist multiplikativ mit
hy(@') = 2 By )u@’) = B,(p") — B,(»" )
0<j<i
0,p>y,i=1
0,p>y,1>1
-1, p<y, i=1

0,p<y,1>1

Beweis. (von 5.15) Wahle y € R fest mit y > 2.

(i) Es ist
e Y Byn) =7t Y Yohy(d) = 27t Y[ ]hy(d).

n<z n<z d|n d<z

Dies geht fiir x — oo gegen

§3m50211ﬂ—p*%

d>1 p<y

da hy(d) =0 fiir d > N(y). Das heifit, 5, ist mittelbar mit M ().
(ii) Es gilt, dass

TSI IUEEED 35 VIR GRS SEALLTINCE S )

n<x n<z d|n d<z m<z/d

Seien gq und hg, reelle Zahlen groBer gleich 0 und hq, € [0,1]. Es gelte:

> i<z 94 — G fir x — oo und lim,_, hg, = H. Dann ist

lim Z gahas =G - H.

T—00
d<zx

Setzt man nun gg = W und hyp =23 ,<, Ja By(m), so konvergiert der
gesamte Ausdruck

z ! Z fy(n)

n<zx
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gegen
(£)=G-H = [0~ >Zf§ff)a
p<y 120
mit
d
5 fd)ay(d) f(d)
d>1 p<y i>0
und
d
; Z _> M(By) =

nach (i). Die Funktion f, ist also mittelbar mit dem Mittel M(f,).

(iii) D.h. fur jedes y > 2 gilt fiir z — oo

vt ) f(n) < M(fy) +o(1).

n<zx

(iv) M(f,) ist als Funktion von y fallend. Falls das Produkt fiir M (f) nicht
konvergiert, also den Wert 0 hat, ist lim, . M(f,) = 0 und es ist klar, dass

dann f mittelbar ist mit Mittelwert 0.

(v) Also konvergiert das Produkt

-0 f;p) f(zf) “_):H(1+f(p)—1+f(p2)—f(p) )

2

Nach Voraussetzung konvergiert 3 p(a, + by,) absolut. Ebenso Y- ,cp b, da
by, = O(p~?). Also auch 3 cp ay, da

’ap| < |ap + bp| + |bp‘-

Also konvergiert auch die Summe 3 cp %@.

(vi) Es ist

fyn) = f(n) = T] £ = IT ) = T f@HQ = ] ('

pil|n pilln pilln p'lln
p<y p<y P>y
<1-][ r®"
plln

P>y
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Seien ay, ..., a, € [0, 1]. Dann sicht man mit Induktion, dass 1 —II;<;<,a; <

Elgign(l — ai). Also ist

1= T[ f") < > (1= 1))

p'lIn p'lln
(vii) Also ist
> (fylm) = Fm) < 3520 = FENL] (+)
Wegen .
1—f(»") N 1
; I Sizzzp Cl-pt plp—1)
ist
x) < T L= /) ! =x-€
(0 S S ) =)

(viii) €(y) geht fir y — oo gegen 0, da separat gilt:

Zl_f<p>

P>y

>

=y pp—1)

— 0 wegen (v),

— 0.

(ix) Wegen (iii) ist
limsupz ™" Y f(n) < M(f,)

T—00 n<z

fur alle y > 2. Wegen (vii) und (viii) ist

liminfz™" Y f(n) > M(f,)

n<x

fir alle y > 2. Also ist

Jlim 2™ 37 f(n) = lim M(f,) = M(f).



6 Extremale Ordnungen von

arithmetischen Funktionen

Definition 6.1. Sei f : N = R und g : R>g — R eine monoton steigende
Funktion.
f(n)

g ist Maximalordnung fiir f :& limsup —= = 1.

(Ist ¢ Maximalordnung fiir f und ¢ > 1, so gibt es hochstens endlich viele n mit

f(n) zc-g(n).)
f(n)

g ist Minimalordnung fiir f :&< liminf —=F = 1.

(Ist ¢ Minimalordnung fiir f und ¢ < 1, so gibt es hochstens endlich viele n mit

f(n) <c-g(n).)

Satz 6.2. Sei f € A und multiplikativ. Aus qli}nolo f(q) = 0 folgt, dass

q Primzahlpotenz
lim,, 00 f(n) = 0 ist.

Beweis. q stehe fir beliebige Primzahlpotenzen. Fiir alle € € (0, 1) existiert ein

Q = Q(e) mit: ¢ > Q = |f(q)| < €. Setze

Qi:={qlq¢<Q, |f(g)] <1},
Q::={q|q¢<Q, |f(g)] > 1},
Qs :={q|q>Q}.

Jedes n € N ist in eindeutigerweise ein Produkt n = nynong, wobei n; ein Produkt

aus Elementen von Q); ist fir ¢ = 1,2,3. Es ist also n; = [] ¢. Es gilt, dass

qlln
q€Q;

f(n) = f(n)f(n2) f(ns), mit

63
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o |f(n)| <1,

e |f(n2)| < A € R, unabhéngig von ¢, da Q2 C {q | |f(¢)| > 1}, was endlich

nach Voraussetzung ist;

o |f(ns)| <e

Deshalb ist [f(n)| < e- A und limsup,,_, . |f(n)| < e- A fir alle e € (0,1). Also
gilt insgesamt: lim sup,,_, . |f(n)] = 0. O

Korollar 6.3. Fir alle € > 0 gilt: 7(n) = O.(n). (O heifst: die implizite Kon-

stante hdangt von € ab.)

Beweis. Die Funktion f(n) = 7(n)n~¢ ist multiplikativ und f(p") = (r + 1)p~"*
geht fir p" — oo gegen 0. Also ist lim,, o 7(n)n™¢ = 0, d.h. 7(n) = o(n) =
Oc(nc). O

Verscharfung:

Satz 6.4. Die Funktion logT(n) hat log(Q)IOg’ign als Mazimalordnung.

Beweis. Zu zeigen ist: Fir alle € > 0 gilt

(i) |
dng(€) : Vn > ngist 7(n) < exp((1 + €) log 2 e n

loglogn);

(ii) es existieren unendlich viele n mit

logn

7(n) > exp((1 — €)log 2 ).

log logn
Zu (i):

(a) Sei n gegeben. Zu t € R mit 2 < t < n gilt:

Tn)= ]G+ < J[G+1) ] 2.

pil|n pilln pilln
p<t p>t
—_———— ——

=:I1; =:IIo
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(b)

Jedes der ¢ + 1 ist kleiner gleich

1dl_logn< logn

logp — log 2’

Die Zahl der Faktoren von Il ist kleiner gleich «(t) < ¢. Fir z >> 0 ist

1+ % < e?z, also

log 2
T
log(1 <241
og(1+ log2> <2+ log,
und somit fiir x = logn:
1
log(1 + M) < 2 +loglogn.

log 2

Damit folgt, dass

1
I < (1+ ﬁ)t < exp(t(2 + loglogn)).

log 2

Wegen plo82/108P — 9 und somit p°82/1°8t > 2 fiir p > t ist
I, < (H pi)logQ/logt < nlogZ/logt _ eXp(10g2 log n)
e - log t |
p>t
Insgesamt ist also
1
7(n) < exp(t(2 + loglogn) + log 2 ogn)'
logt
Wiihle ¢ = oS8t Dann gilt:
log2logn | (2/log2) + (1/log2)loglogn 1
7(n) < exp
log logn (loglog n)? 1 3logloglogn
0 log logn

—0

log 2logn
= ———(1 :
exp ( log log (1+ 0(n))>

(6.1)

Also folgt (i).
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Zu (ii): Finde (ng)geny mit (ng)reny — 00, sodass

logn

T(nk) > exp((1 — €)log 2 ).

log logn

(a) Definiere ny := [[;<;p; als Produkt der ersten & Primzahlen. Dann ist

7(nk) = 2% und logng = 3, logp = I(p) < klogpe. Also ist

log(ny)
log(pr)

log(7(ny)) = klog2 > log 2

(b) Wir wissen aus Definition/Satz 4.12, dass ¥(x) = ¥ (x) + O(x'/?logz) mit
P(x) = X ec,logp. Des Weiteren wissen wir, dass ¢ (x) > [z]log2 (4.12
(vi)). Hieraus folgt fir jede reelle Zahl a < log2, dass ¥(z) > ax fir alle
x >>, 0. Also folgt fiir z = p,, und k& >>, 0: log(ng) = J(px) > apg, also

loglog ny > log a + log pi. Insgesamt erhalten wir also

1
log pr, < loglog ng(1 — ﬂ).
log log ny,

(c) Also gilt wegen (a):

log(ns) _

log21 1
og2log(n) | . ,
log(px) log log ny, log log ny,

log 7(ny) > log 2

und somit (ii).

Satz 6.5. Es gilt:

(i) w(n) hat log’ign als Mazimalordnung.

(ii) Q(n) hat 11223 als Maximalordnung.
(7ii) w(n) und Q(n) haben 1 als Minimalordnung.
Beweis. (i) Fir n = p' ist

2¢() < 7(n) < 29 < .
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Die ersten beiden Ungleichheiten sind genau dann Gleichheiten, wenn p?(n) =
1 und die letzte Ungleichheit genau dann, wenn n = 2* ist. Aus (6.1) (siehe
Beweis von Satz 6.4) ergibt sich

< log 7(n) < logn

w(n) <

(14 0(n)),

log2 ~ loglogn

d.h. die gesuchte obere Abschitzung. Dass sie im Wesentlichen optimal ist
(bis auf den Faktor (14+o(n))), folgt aus (6.2), denn die ny, sind quadratfrei,

also
log 7(ny)

log 2 = w(ng).

(ii) Bs ist Q(n) < logn/log2 wegen 2% < n und dies wird fiir n = 2% zur

Gleichheit und unendlich oft angenommen, also (ii).

(iii) Klar.

Satz 6.6. ¢(n) hat

(i) n als Mazimalordnung und

(ii)

loglogn

als Minimalordnung (v ist die Euler-Mascheroni-Konstante, also e™7 =

0,561459...).
Beweis. (i) Klar, denn fiir n = p® ist ¢(n) = p'(1—p~') und somit ist p(n)/n =
1—p L
(ii) Sei n € N gegeben.
(a) Fir m € N mit m(m) > w(n) ist

en)=n]]J1-p ) =n][(1-p").

pln p<m

(b) Nach EAZ 10.6 ist

log 1
M < r(m) < (log4 + 82081 M

log 2
logm logm

logm
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fir m > 4. Also ist m(m) > w(n) erfillt fir m/logm > w(n)/log2.
Weiter konnen wir annehmen, dass m nicht ,,zu gro ist, d.h. logm <
A-logw(n) mit einer reellen Konstanten A > 0. Dann wird w(m) > w(n)
erfiillt sein, wenn m > Bw(n)logw(n) mit B = A/log 2. Wir setzen also

m := [Bw(n) logw(n)].

Es ist nach Satz 6.5 (i)

logn logn
m (log logn Og(log log n)> (log n)

Nach der Formel von Mertens (Satz 3.7) gilt:

-
1—p )= 1+0 .
pl;[z( P logx< + <log:c))
Also ist
-y -y
o) =n (140 )) 2 (140 ).
logm logm loglogn loglogn

Um zu zeigen, dass diese untere Abschatzung im Wesentlichen opti-
mal ist, missen wir eine Teilfolge konstruieren, die asymptotisch die
Schranke erreicht. Dafiir nehmen wir die Folge (ng)ren aus Satz 6.4,

also ny = [[;<x p;. Fur diese gilt

S G YR
log py, logpr””

Qp(nk) _ H (1 _p71>

nk PSpk;

Nach Satz/Definition 4.12 ist
I(x) < ¢(x) < I(x) + Oz logx).

Wir haben gezeigt:

O(x) < log4[z],

() = log 2[z].
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In Wirklichkeit gilt sogar fiir alle a < log2 und A > log4:
ar < Y(z) <Y(z) < Az

fir alle x >>, 4 0. Dies haben wir implizit gezeigt in EAZ, 10.6. Deshalb
ist log x = log¥(z) + O(1).

(f) Esist d(pr) = X<, logp = logny, also
loglog ny = log ¥(py) = log px + O(1).

Insgesamt also:

o(ng) e 1
ni  loglogmny loglogn;’”’

was zeigt, dass e”7/loglogn tatsichlich die Minimalordnung ist.



