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Aufgabe 1. (10 = 5 + 5 Punkte)
Beweisen Sie die folgenden Potenzreihenidentitäten in Q[[X]]:
(i)

∑
n≥0(n+ 1)Xn = 1

(1−X)2 .
(ii) Ist (an)n≥0 eine Folge aus Q und An =

∑
0≤i≤n ai, so ist∑

n≥0

AnX
n = (1−X)−1

∑
n≥0

anX
n .

Aufgabe 2. (10 Punkte)
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine ganze Zahl nicht durch die ersten n
Primzahlen teilbar ist?
D.h., zeigen Sie, dass der folgende Grenzwert existiert und berechnen Sie seinen
Wert:

lim
x→∞

#{1 ≤ m ≤ x | ggT(m, pk) = 1∀ 1 ≤ k ≤ n}
#{1 ≤ m ≤ x}

.

Aufgabe 3. (10 = 1 + 1 + 1 +3 + 2 + 2 Punkte)
In der ganzen Aufgabe seien f, g und h Funktionen auf N.
Wir schreiben: f = O(g), falls C > 0, N > 0 existieren, mit

∀n ≥ N : |f(n)| ≤ C |g(n)| .
Zeigen Sie:
(i) f, g = O(h)⇒ f + g = O(h).
(ii) f = O(g), g = O(h)⇒ f = O(h).
(iii) f = O(g)⇒ fh = O(gh).
(iv) die gültigen unter den folgenden Implikationen

f = O(g) =⇒ f + h = O(g + h)

f + h = O(|g + h|)
f + h = O(|g|+ |h|) .

(v)
∑d

i=0 ain
i = O(nd) für a0, . . . , ad ∈ R beliebig.

(vi) Sind a, b > 0, so gilt: loga(n) = O(logb(n)).

- Bitte wenden -



Aufgabe 4. (10 = 5 + 5 Punkte)
Es bezeichne pk die k-te Primzahl und π(x) := #{p ∈ P | p ≤ x} die
Primzahlfunktion.
Zeigen Sie
(i) π(p1p2 · . . . · pm) ≥ 2m+ 4 für m ≥ 3.
(ii) p2m+1 < p1p2 · . . . · pm für m ≥ 4.

Hinweis: Nutzen Sie die (bewiesene) Bertrand’sche Vermutung, dass für alle
n ∈ N eine Primzahl p mit n < p ≤ 2n existiert.
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