Universität des Saarlandes Fachrichtung 6.1, Mathematik Prof. Dr. Ernst-Ulrich Gekeler M.Sc. Philipp Stopp

12. Übung zu Algebra,

SS 2012

Aufgabe 1. (10 Punkte) (i) Beweisen Sie das Lemma von Nakayama: Ist M ein endlich erzeugter R-Modul mit JM = M (J = Jacobson-Radikal des Rings R), so ist M = 0. (ii) Finden Sie einen R-Modul M ≠ 0 mit JM = M zu einem geeigneten Ring R.

Aufgabe 2. (10 Punkte) Es sei p eine Primzahl und R = {^a_b | a, b ∈ Z, b ≠ 0, p ∤ b}. Zeigen Sie:

(i) R ist Unterring von Q.

(ii) Alle Ideale von R sind von der Form Rp^n, mit n ∈ N_0. (iii) Bestimmen Sie das Jacobson-Radikal J = J(R).

Aufgabe 3. (20 Punkte) Geben Sie Beispiele für einen R-Modul M, der artinsch, aber nicht noethersch ist, und für einen R-Modul N, der noethersch, aber nicht artinsch ist.

Hinweis: Sie können R = Z wählen; dann sind M und N abelsche Gruppen.

Abgabe am 11.07.2012 vor der Vorlesung