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(l.Aufgabe\

a) Nachrechnen.

b) Wir miissen zeigen
aIdeal in R <= a= Rp™.

Dazu fiihren wir folgende Bezeichnung ein: Fiir n € IN sei vp(n) := max{k € Ny | n =
0 mod p*}, und fiir ¢ € Q* sei vp(%) = vy(a) — vy(b). Weiter setzen wir v,(0) := oo.
Es ist also R = {z € Q | vp(z) > 0}.
(i) “«<=”:Klar.
(i) “=’: Es sei m := min{v,(a) | @ € a} € Ny. Dann ist
a=Rp™.
“C”: Sei p" ¢ mit (ab # 0 mod p) aus a beliebig. Dann gilt
a, (n—m)>0

=pm(pn—mz) € me .

“27: Sei a € a mit vy(e) = m. Dann ist & = p™¢ mit (ab # 0 mod p). Dann
ist aber auch % aus R. Da a ein Ideal ist, ergibt sich

‘

p

o

m

e () =p" €,

also a O Rp™.

JR) = () 1%Rp.
I mazx. LI

d) Q ist als R-Modul nicht endlich erzeugt.
Bew:Sei {f1,...,8,} CQ — {0} und M = >_" | RB;. Dann gilt

m := min{vp(a) | @ € M} = min{v,(5;) | 1 <7 < n} endlich.

Also ist p™ 1 ¢ M, also M # Q. i
Da Q als R-Modul nicht endlich erzeugt ist, ist das Lemma von Nakayama in dieser
242 A Situation nicht anwendbar.
{2.Aufgabe)

a) Essei F ein Korper und F(T') der rationale Funktionkérper in der Variablen T iiber
F.Dannist K=F(T), L =F(T?) und ¢ : K =+ L, f(T)+~ f(T?) ein Beispiel.

b) Es sei R := K2. Wir betrachten die injektive Abbildung
v: K? - Mat(2,K), (z,y) — (ﬁ ng))

und M := Bild(v) C Mat(2,K). Es ist ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b), und mit der Multipli-
kation aus der Aufgabenstellung gilt auch ¢(a - b) = ¢(a) - ¢(b). Man zeigt leicht, daB
M ein Unterring von Mat(2, K) ist, und daher ist auch R ein Ring mit 1z = (1,0).
Weiter sehen wir, dal (z,y) € R genau dann Einheit ist, wenn z # 0 gilt. In diesem
Fall folgt

o= ()= sy (0 0) - ()



c) Sei 0 # a # R ein Linksideal, d.h. Ra = R und 0 # (z,y) € a.
Sei z # 0, d.h. (z,%) invertierbar in R. Dann ist 1g = (z,y) - (z,y) ! € a und daher
a = R im Widerspruch zur Voraussetzung.
Alsoist a COX K. Ist 0 # (0,y) € a,s0ist a COX K = R-(0,y) Ca,alsoa =0x K.
Die Linksideale von R sind daher

0, 0xK, R.

d) Sei V C K ein L-Vektorraum und v € V beliebig. Fiir alle (z,y) € R gilt dann

w(z)€

0.9 - @1 = (88) (5t )) = ((5907)) = .pa) "€ 0x V.

e) Sei F ein beliebiger Korper und K = F(T; | ¢ € IN) der rationale Funktionenkorper
in den unendlich vielen Unbestimmten {T5,7 € IN}. Als L wahlen wir K = F(T; | i €
2IN) und ¢ sei die lineare Abbildung, die auf den T; durch ¢ : K — L, T; — Ty;
bestimmt ist.

f) Sei (K,p,L) = (F(T; |1 € N),p, (F(T; | i € 2IN) wie in (e).
(i) Essei V,, ;== F(T; |i € {1,... ,n} U2NN). Da V;, C Vp4 ist, ist
OxWV)cCc(0xVWV)C...

eine echt aufsteigende, unendliche Folge von Rechtsidealen, und daher ist R
nicht rechtsnoethersch.
(ii) Es sei W, := F(T; | 1 € {n +1,n+2,...} U2N). Dann ist W, D Wy41 und
daher ist
(0x W) D(0xWs)D...

eine unendliche, echt absteigende Folge von Rechtsidealen, also ist R auch nicht
rechtsartinsch.
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[ 1.Aufgabe)Sei K ein Korper und m(z) € K/[z] ein Polynom. Weiter sei
T
m(z) = « Hpi(:v)e"
i=1

die Zerlegung von m(z) in normierte Primpolynome und a € K*. Weiter seil := ) ,_, re;.
Alle K[z]-Untermoduln von K[z]/(m(z)) sind von der Form (n(z) - K[z])/(m(z), wobei
n(z) ein normierter Teiler von m(z) ist. D.h. jeder Folge von normierten Teilern

1] ni(z) | na(2) | ... | a(z) = m(z)
mit n_;[,tl' prim, kann genau eine Jordan-Holder-Reihe

(1- K[z])/(m(z)) D (n1(z) - K[z])/(m(z)) 2 ... D (nk(2) - K[z])/(m(z))

zugeordnet werden, und jede Jordan-Holder-Reihe ist von dieser Form. Also entsprechen
die Jordan-Holder-Reihen genau den Folgen

ni+1(z)

ni(x)
Insbesondere hat K[z]/(m(z)) die Lange | = ) ;_, e; und die Menge der Faktoren lautet

{K[z]/(p(z)) | p(z) prim,m(z) = 0 mod p(z)}

{(n:)l_, | n1(2)prim, m(z) = 0 mod n;(z) V1 < i < n, ( ) primV1<i< (n—-1)}.

WERAYS

( 2.Aufgabe) Es sei R der Ring der oberen Dreiecksmatrizen iiber einem Korper K. Sei
{e1,... ,en} die Standardbasis des K™ und V; := (e1,...,e;)x. Dann ist jedes V; ein
R-Untermodul von K™ und

0=VcWhc...cV,=K"
ist eine endliche aufsteigende Folge von Untermoduln. Fiir alle 1 <7 < n gilt
Vi/Via 2K .

D.h. jeder Quotient ist einfach und daher ist die obige Reihe eine Jordan-Holder-Reihe.
Insbesondere hat der R-Modul K™ die Lange n und alle Faktoren sind isomorph zu K.

3.Aufgabé\hl\der 8. Ubung, Aufgabe 1 wurden alle Linksideale (d.h. die R-Untermoduln
von R) klassiﬁzi\ért{‘Fiir 0 <1 < nsei M; C R die Menge aller Matrizen, die in den Spalten
1 bis n — i nur Eintréige gleich Null haben. Dann ist

{0}=M0~C MicMy,C..CM, 1CM,=R
eine echt aufsteigende Folge von R-Untermoduln von R. Da fiir alle 1
M;/M; _, = K"

gilt und da K™ ein einfacher R-Modul ist, ist die obige Reihe sogar eine Jordan-Holder
Reihe des R-Moduls R. Also hat R die Linge n und alle Faktoren sind isomorph zu K".



