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Aufgabe 1. (10 + 5 + 5 = 20 Punkte)
Es sei p eine Primzahl und G eine endliche p-Gruppe.
Zeigen Sie:
(i) Jede Untergruppe H von G vom Index p ist normal;
(ii) #{x ∈ G | ord(x) = p} ≡ −1 (mod p) ;
(iii) #{x ∈ G | ord(x) ≥ p2} ≡ 0 (mod p) .

Hinweis: Betrachten Sie Operationen von G auf geeigneten Mengen und zählen
Sie Bahnen ab.

Aufgabe 2. (10 Punkte)
Welche der folgenden Gleichungen können nicht als Klassengleichung einer
Gruppe G der Ordnung 10 auftreten?

1 + 1 + 1 + 2 + 5 = 10, 1 + 2 + 2 + 5 = 10,
1 + 2 + 3 + 4 = 10, 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 2 = 10.

(Die aufgeführten Summanden sind die Größen der Konjugationsklassen von G.)
Geben Sie im positiven Fall Beispiele für solche Gruppen G.

Aufgabe 3. (10 Punkte)
Konstruieren Sie für jede Primzahl p eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung p3.
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