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Aufgabe 1. (10 Punkte)
Es sei k ∈ N gegeben.
Zeigen Sie: Die Abbildung

σk : N −→ N
n 7−→

∑
t|n t

k

ist schwach multiplikativ.

Aufgabe 2. (5 + 5 ·1 = 10 Punkte)
(i) Ist n2 ≡ 1234 mod 1153 lösbar? (Hinweis: 1153 ist eine Primzahl.)
(ii) Wieviele inkongruente Lösungen haben die Kongruenzen

• n2 ≡ 8 mod 17 ;
• n2 ≡ 13 mod 35 ;
• n2 ≡ 4 mod 15 ;
• n2 ≡ 2 mod 6 ;
• n2 ≡ 2 mod 14 ?

- Bitte wenden -



Aufgabe 3. (5 +5 +3 +7 = 20 Punkte)
(i) Es seien a,m ∈ N; ggT(a,m) = 1.
Zeigen Sie, dass es x, y ∈ Z gibt, mit

0 < x <
√
m, 0 < |y| <

√
m,

sodass
ax+ y ≡ 0 mod m

gilt.
(Hinweis: Betrachten Sie für 0 ≤ r <

√
m und 0 ≤ s ≤

√
m die Werte von ar + s

modulo m und benutzen Sie das Schubfachprinzip.)
(ii) Es sei p 6= 3 eine Primzahl.
Zeigen Sie, dass es genau dann ein a ∈ Z mit

a2 + 3 ≡ 0 mod 4p

gibt, wenn p ≡ 1 mod 6 gilt.
(iii) Zeigen Sie (mit Hilfe von (i)):
Ist p ≡ 1 mod 6 prim und a wie in Teil (ii), so gibt es x, y ∈ N mit

0 < x , y <
√
p ,

sodass a2x2 − y2 ≡ 0 mod p gilt.
(iv) Zeigen Sie, dass für p, x, y wie in (iii) eine der Möglichkeiten

3x2 + y2 = 3p , 3x2 + y2 = 2p , 3x2 + y2 = 3p ,

zutrifft und folgern Sie daraus, dass sich eine Primzahl p > 3 genau dann in der
Form

p = u2 + 3v2

schreiben lässt, wenn p ≡ 1 mod 6 gilt.
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