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0 Was ist Kombinatorik?

Eine sehr allgemeine Definition der Kombinatorik ist die folgende: Kombinatorik ist die
Lehre vom Arrangement von (diskreten, z.B. endlichen) Mengen unter Nebenbedingun-
gen. Der Begriff “Arrangement” bleibt hierbei recht unbestimmt; gemeint sind solche Dinge
wie Abbildungen, Zerlegungen einer Menge in Teilmengen, Systeme von Teilmengen mit
Uberlappungseigenschaften etc.

Die Hauptfragen der Kombinatorik sind:
(1) Gibt es Arrangements einer bestimmten Form?
(2) Wie viele Arrangements einer bestimmten Form gibt es?
(3) Wie findet bzw. konstruiert man solche Arrangements?

Konkrete Beispiele sind etwa:

Zu (1): Seien n > k > r natiirliche Zahlen. Gibt es in N,, := {1,2,...,n} ein System von
Teilmengen S = {S;}, so dak gilt:

e jedes S; hat k£ Elemente;
e jede Teilmenge T von N,, mit r Elementen ist in genau einem S; enthalten?

(Solche S heifsen Steiner-Systeme. Thre Existenz héngt stark von der Natur von (n, k, )
ab.)

Zu (2): Wieviele Steiner-Systeme vom Typ (n, k, r) gibt es?

e Ist 7 eine Permutation von N,, und S ein Steiner-System vom Typ (n, k, ), so auch

m(8) = {7 (5)}

(man iiberlege sich dies). Also: Wenn es iiberhaupt Steiner-Systeme eines gegebenen
Typs gibt, dann sehr viele.

e Ferner stellt sich die Frage: Sind S, S’ Steiner-Systeme vom Typ (n, k,7), existiert
dann ein 7 mit &’ = 7(S)?

Zu (3): Finde zu gegebenem (n, k,r) ein Steiner-System!

(Manchmal sagt uns (1), z.B. durch Abzédhlargumente oder Kongruenziiberlegungen,
daf eine Struktur des gesuchten Typs existieren mufs; dies muft aber noch nicht heifien,
dak es auf der Hand liegt, wie man eine solche Struktur auch angeben kann.)



Entsprechend unterscheidet man die drei Hauptzweige der Kombinatorik:
(1) Existenzfragen
(2) Abzdhlende Kombinatorik

(3) Konstruktive Kombinatorik

Es sollte klar sein (und wird sich im Laufe der Vorlesung in Ubungsaufgaben niederschla-
gen), dafs alle Aspekte der Kombinatorik stark anwendungsorientiert sind. Wir werden uns
hauptséchlich, nach einem kurzen Abstecher zum Zweig (1), mit dem Zweig (2) beschéfti-
gen. Der Zweig (3) bezieht seine Hilfsmittel hauptséchlich aus Zahlentheorie, projektiver
und algebraischer Geometrie und wird in der Vorlesung keine Rolle spielen. Trotzdem
noch das

.. . . . I+1_
Beispiel: Seien q eine Primzahl, n = ©——!

p, fiir eine natiirliche Zahl [ > 2 und k = ¢+1.
Dann kénnen wir (n, k, 2)-Steiner-Systeme wie folgt konstruieren: Seien

F, = Z/qZ der Korper mit ¢ Elementen,
Vo= Fyx---xF,,
—_——

[ 4+ 1 Faktoren
X = (V-{0})/F, (=P(F,)
= Menge der Nullpunktsgeraden in V' .

X hatn = ql;izl Elemente und ist die Trédgermenge unseres Steiner-Systems. Jedes h € X

entspricht einer Nullpunktsgeraden in V. Wir setzen

S C X der Form: S = (U—{0})/F:, wobeiU C V

S = . . . 7 )
ein zweidimensionaler Untervektorraum ist

e Man verifiziere, dafs S ein (n, k, 2)-Steiner-System ist!

e Wieviele S € § gibt es?

e Es geniigt, dak g eine Primzahlpotenz ist.

Das Beispiel macht klar, wieso wir vorlaufig von Konstruktionsfragen die Finger lassen.

Graphentheorie wird in der Vorlesung in doppelter Weise auftreten: Einerseits stel-
len sich beim Arbeiten mit Graphen viele Fragen kombinatorischer Art (z.B.: Wie viele
Graphen eines bestimmten Typs gibt es?); andererseits werden wir im letzten Drittel der
Vorlesung die Anfangsgriinde einer Strukturtheorie von Graphen besprechen, verschiedene
Invarianten von Graphen einfithren und deren Beziehungen studieren.
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Die Kombinatorik hat eine ganz andere Struktur als diejenigen mathematischen Diszi-
plinen, die dem durchschnittlichen Horer bisher begegnet sein werden, also lineare Algebra,
Analysis, Funktionentheorie etc. In jenen Gebieten ist jeweils von der Natur der Sache
eine klare Ordnung der Inhalte vorgegeben. Man geht aus von Grundstrukturen (z.B.
Vektorraum, lineare Abbildung etc.), untersucht deren Eigenschaften, erhélt verhaltnis-
méfkig wenige substantielle Hauptsétze, deren Anwendung dann (hoffentlich) die jeweils
untersuchten Probleme 10st.

Die innere Ordnung der Kombinatorik dagegen ist eher diffus; es gibt keine klare
Reihenfolge der Darstellung, sehr viel mehr “elementare” Begriffe und keine “alles erschla-
genden” Hauptsitze (wie etwa die Existenz einer Jordanschen Normalform in der linearen
Algebra oder Cauchy’sche Integralformel und Residuensatz in der Funktionentheorie).
Die Beweise in der Kombinatorik sind im allgemeinen wesentlich kiirzer als in Algebra,
Analysis etc.; man nimmt weniger “Anlauf” durch vorgelagerte Aussagen. Dies macht die
Kombinatorik aber nicht unbedingt “leichter”: Man ist starker auf ad-hoc-Konstruktionen,
Einfalle, Tricks und dergleichen angewiesen als in den intern starker strukturierten Dis-
ziplinen, deren Beweise oft einen biirokratisch-gewaltsamen Eindruck machen. Demge-
geniiber finden sich in den Beweisen der Kombinatorik viele Perlen der Mathematik, die
dsthetisch besonders reizvoll sind (so man eine fiir solche Reize empféngliche Natur be-
sitzt). Man konnte sagen:

| Die Kombinatorik ist eher Kunst als Wissenschaft. |

Aus dem Gesagten ergibt sich, dafs es fiir die Kombinatorik keine “verbindliche” Dar-
stellung gibt; es gibt so viele verschiedene Konzeptionen fiir Lehrbiicher (und so viele
verschiedene Notationen!) wie Autoren. Aus diesem Grund ist auch der Dozent dieser
Vorlesung mit keinem der vorliegenden Textbiicher voll einverstanden — d.h. es gibt kein
einzelnes Buch, an das sich die Vorlesung in Struktur und Inhalt einigermafsen eng an-
lehnte. Zur begleitenden Lektiire empfehle ich dessen ungeachtet die folgenden Biicher.
Sie werden die meisten in der Vorlesung angesprochenen Themen in irgendeinem dieser
Biicher behandelt finden, jedoch zuweilen in anderer Darstellung und Notation.

Biggs, Algebraic Graph Theory, Cambridge University Press.
Bollobas, Graph Theory, Springer.

Bona, A Walk Through Combinatorics, World Scientific.
Charalambides, Enumerative Combinatorics, Chapman & Hall.
Erickson, Introduction to Combinatorics, John Wiley & Sons.

Godsil-Royle, Algebraic Graph Theory, Springer.



Stanley, Enumerative Combinatorics I, Cambridge University Press.

Wilf, generatingfunctionology, Academic Press.

1 Einige Existenzsatze

Satz 1.1. (Schubfachprinzip): Ist f : A — B eine Abbildung mit endlichen Mengen
A.B, so gelten:

. .. . -1 14]
(i) FEs existiert be B mit |f~'(b)| > ‘ﬂ ;
(ii) ] VeB mit |[f'V)] < 5
Beweis. Klar! O

Dieses Prinzip macht einen fast primitiven Eindruck, hat aber, wie wir gleich sehen
werden, zahlreiche interessante Anwendungen.

Beispiel 1.2. Sei X eine n-Menge (d.h. | X| = n) mit ¢ Teilmengen Uy, ..., Uy, so daf gilt
|U;| = k fir 1 <i < t. Kénnen wir ein x € X finden, das in moglichst vielen der U; liegt?

Numerisches Beispiel: n = 15,k = 8,t = 4; Losung: Es 1aft sich in jedem Fall ein x
angeben, das in 3 der 4 Teilmengen liegt. (Man tiberzeuge sich hiervon!)

Zur allgemeinen Losung dieser Fragestellung legen wir zunéchst folgende (in der gesamten
Vorlesung verwendete) Bezeichnungsweise fest: N; soll die Menge {1,...,t} bezeichnen.
Definiere nun

A={(z,i) e X xN; |z € U}
und eine Abbildung f: A — X durch (z,i) — 2= (Projektion auf die erste Komponente).
Es gilt |A| = k-t und |X| = n; damit ergibt eine Anwendung des Schubfachprinzips:

k-t

Im numerischen Beispiel ergibt diese Formel den behaupteten Wert 3.

Beispiel 1.3. Erinnerung: Fiir p; = (z;,y;) € R*, 1 <i < 3 heifit s = (£tiates hitieti)
der Schwerpunkt von {p1, ps, p3}.

Behauptung: Ist S C Z? C R? eine Menge mit mindestens n Elementen, so existiert eine
Teilmenge T' C S mit 3 Elementen, so dafs der Schwerpunkt von T wieder ganzzahlig ist
(d.h. in Z? liegt), falls n > 13.



Beweis. (1) Ist g: A — B eine Abbildung, |A| = 5,|B| = 3, so ist g entweder surjektiv,
oder es existiert b € B mit |f~1(b)| > 3. Dies ergibt sich aus dem Schubfachprinzip.

(ii) Sei in der Situation der Behauptung 0.B.d.A. |S| = 13. Definiere

f:8 — {0,1,2}
p = (z,y) — Représentant von z mod 3 in {0, 1,2}

Wegen 13/3 > 4 existieren nach dem Schubfachprinzip 5 Elemente von S mit demselben
Bild unter f; 0.B.d.A. seien dies pq, ..., ps.

(iii) Seien A = {p1,...,ps} und B = {0, 1,2}, und sei g : A — B diejenige Abbildung,
die (z,y) auf den Reprisentanten von y mod 3 in {0, 1,2} abbildet. Mit (i) folgt, daf es
in A drei Elemente gibt, deren y-Komponenten entweder alle inkongruent sind (d.h. g ist
surjektiv) oder alle kongruent (da es ein b € B gibt mit [¢~(b)| > 3). In beiden Féllen ist
die Summe dieser Komponenten durch 3 teilbar!

(ii) und (iii) ergeben zusammen die Behauptung. O
Mit 12 statt 13 geht dieser Beweis nicht mehr; dennoch gilt folgende

Bemerkung: n = 13 ist nicht minimal mit diesen Eigenschaften; vielmehr ist n = 9 die
kleinste derartige Zahl. (Zum Beweis verwendet man die Menge P?(F3); diese hat 13
Elemente, die in bestimmter Weise angeordnet sind.)

Beispiel 1.4. (Eine Anwendung des Schubfachprinzips auf diophantische Approximati-
on.)

Behauptung: Sind x € R und n € N, so existieren ein Zahler » € Z und ein Nenner
s € N, 1 < s < n, mit der Eigenschaft

1
< —.
s-n

x__

‘ T
S

(Die Abschétzung ist schérfer als die auf der Hand liegende Abschétzung mit 1/n.)

Beweis. Zerlege [0,1) in [0, 2) U [+, 2)U--- U [22 1) und betrachte die Funktion

n

i
fiNpy — {[AlH_ )
n' n

j + Dasjenige Teilintervall von [0, 1), das jz — [jz| enthélt.

0§i§n—1}



(Es wird daran erinnert, daf [y] den ganzzahligen Teil der reellen Zahl y bezeichnet.) Nach
dem Schubfachprinzip gibt es ein j < k in N, mit f(j) = f(k), d.h.

= > o = [ja] = (ke = kal) | =10 = K = Ljal + kel ()

Setze s := k — j und r := [jz| — [kx]; der Ausdruck rechts bei (x) ist also gleich |sz — 7|.
Es gilt r € Z, s € N,, und insgesamt

1 r
Lop-
sn s
]
Numerisches Beispiel: Seien x = 7 und n = 10. Mit £ = 2—72 ist in der Tat |m — ¥| <

7—10. (Solche Néherungen fiir 7 sind seit der Antike bekannt. Literaturhinweis: Berggren,

Lennart; Borwein, Jonathan; Borwein, Peter, Pi: a source book. Second edition. Springer
2000.)

Definition 1.5. Es sei X oder genauer (X, <) eine geordnete Menge. (Unter “geord-
net” wird in dieser Vorlesung stets “partiell geordnet” verstanden.) Fine Kette in X ist
eine vollstindig geordnete Teilmenge; eine Antikette ist eine Teilmenge, in der je zwei
Elemente unvergleichbar sind.

Die Léange von X ist [(X) := supy gene |Y|, die Weite ist w(X) := supy ansivere |Y |-

Beispiel: Sei X = (Nyg, | ); es ist also auf Nyg folgende Ordnungsrelation gegeben: alb :<
a ist Teiler von b. Es ergibt sich folgendes Hasse-Diagramm:

10
3 6X5 7
4
2 3
AN

Eine Kette ist {1, 2,4, 8}, eine Antikette {5, 6,7, 8,9}; diese sind jeweils maximal (d.h. man
kann sie nicht vergrofern, ohne die Ketten- bzw. Antiketteneigenschaft zu verletzen), und
es gilt sogar [(X) = 4 sowie w(X) = 5 (man iiberzeuge sich hiervon).



Proposition 1.6 (Dilworth’s Lemma). Ist X eine geordnete Menge, so gelten:

(1) Falls | X| =mn+1 fiir bestimmte m,n € N, so existiert in X eine Kette mit m + 1
Elementen oder eine Antikette mit n + 1 Elementen'.

(i) | X] < U(X) - w(X).

Beweis. Zu (i): Angenommen, es existiert keine Kette mit m + 1 Elementen. Dann ist
durch
z— sup{l(Y)| Y C X Kette; x maximal in Y}

eine Abbildung f : X — N,, gegeben. (Bemerkung: Da das Supremum ausschliefslich {iber
Ketten gebildet wird, kann man statt [(Y') ebensogut |Y'| setzen.) Nach dem Schubfach-
prinzip existieren ¥, ..., y,+1 mit demselben Bild unter f, da % =n-+ % ist. Diese
Y1, - - -, Yna1 bilden eine Antikette mit n + 1 Elementen.

Zu (ii): Ware | X| > I(X) - w(X), so gédbe es nach (i) entweder eine Kette mit einer
Lénge > [(X) oder eine Antikette mit einer Lange > w(X), was jeweils der Definition der
Ausdriicke {(X) bzw. w(X) widerspricht. O

Beispiel 1.7. In N,, existieren mindestens
teilen.

—*— Zahlen, die einander paarweise nicht
1+logy n ’

Beweis. Sei dazu k := [log,n]; es gilt also 28 < n < 281 Dann ist {1,2,22,...,2%}
eine Kette in (N, | ), und zwar eine maximale Kette der maximalen Léange k+ 1 = [(N,,)
(denn jede andere maximale Kette kann nur kiirzer sein, da die auftretenden Zahlen grofer
werden). Es gilt also nach 1.6.(ii)

n

N,) > .
w(ln) 2 777

O

Satz 1.8 (Dilworth). Sei X eine endliche geordnete Menge mit Linge | und Weite w.
Dann kann X disjunkt zerlegt werden in

(i) 1 Antiketten;
(i1) w Ketten.
Beweis. Zu (i): Sei

f X = N
r — sup{l(Y)| Y C X Kette; z maximal in Y} .

lund damit wegen mn = nm natiirlich auch eine Kette mit n 4+ 1 Elementen oder eine Antikette mit
m + 1 Elementen; ferner ist die Zerlegung |X| = m - n + 1 fiir gegebenes X nicht automatisch eindeutig.
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Dann ist f surjektiv, und jedes Urbild f~1(i) (i € ;) ist eine Antikette.

Zu (11): Der Beweis wird durch Induktion nach n = | X| gefiihrt. Fiir n = 1 ist nichts
zu zeigen; seien also n > 1 und X mit n = |X| gegeben, und die Behauptung gelte fiir
n' < n. O.B.d.A. enthalte X keine isolierten Elemente. (Erinnerung: ein Element z einer
geordneten Menge X heifst isoliert, wenn es minimal und maximal zugleich ist, also wenn
einerseits fiir jedes y € X aus y < z folgt, daf y gleich x ist, und andererseits fiir jedes
z € X aus x < z folgt, daf x gleich z ist.) Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall a): X besitzt eine w-Antikette Y (d.h. |Y| = w), die sowohl nicht-minimale als
auch nicht-maximale Elemente enthélt. Definiere

U = {veX|IyeY mituzy};
V = {veX|dyeYmitov$y}.

Wir stellen einige Eigenschaften dieser Mengen zusammen.

Es gilt U # & und V # & (hier geht die Voraussetzung des Falls a) ein);

U,V,Y sind paarweise disjunkt (dies ist fiir U,Y und VY klar; fir U,V ergibt es
sich aus der Transitivitét);

e X =UUY UV;

wlUUY)=w=|Y];
w(VUY)=w=Y|

Aufserdem ist sowohl [UUY| als auch |V UY'| < n; nach Induktionsvoraussetzung besitzen
also UUY und V UY disjunkte Zerlegungen in w Ketten; C,...,C\,, bzw. D1, ..., D,,.
Die minimalen Elemente der C4,...,C,, sind genau die Elemente von Y die maxima-
len Elemente der Dy, ..., D,, ebenso. Nach evtl. Umnummerierung der D; (so dass gilt
min(C;) = max(D;)) ist X = Uj<i<n(C; U D;) die gesuchte Zerlegung. Fall b): Alle maxi-
malen Antiketten mit w Elementen enthalten nur minimale oder nur maximale Elemente.
Ein derartiges Y muf aus allen minimalen bzw. maximalen Elementen von X bestehen
(denn zwei minimale Elemente sind unvergleichbar, ebenso zwei maximale); 0.B.d.A. be-
stehe Y aus allen maximalen Elementen von X. Sei x € X ein minimales Element. Da x
nicht isoliert ist, existiert ein y € ¥ mit z < y. Sei X’ := X — {z,y}. Dann ist natiirlich
| X' = |X| — 2 und aukerdem w(X’') = w — 1 (da nach den Voraussetzungen des Falls
b) YNX =Y — {y} die Weite von X' realisiert). Daher 14t sich die Induktionsvor-
aussetzung anwenden: es ist X’ disjunkte Vereinigung von w — 1 Ketten. Demnach ist
X = X'U{x,y} disjunkte Vereinigung von w Ketten. O

Definition 1.9. Ein Graph G ist ein geordnetes Paar (V, E) von Mengen, bestehend aus
einer nichtleeren Menge V' (der Knotenmenge) und einer Teilmenge E C PBo(V). Wir
benutzen auch die Schreibweisen V(G) bzw. E(G) fir die beiden Mengen.
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Erinnerung: Es bezeichnen

PB(V)  die Potenzmenge einer Menge V' (also die Menge all ihrer Teilmen-
gen) und
PBr(V) die Menge aller k-elementigen Teilmengen von V.

Ist |V] < 00, s0 gilt B(V) = U<y Be(V)-

Die Elemente {x,y} von E (mitx,y € V) heiffen Kanten, und x,y € V' heiffen benachbart
(oder verbunden oder Nachbarn), falls {x,y} € E.

Zwei Graphen G = (V, E),G" = (V' E') heiffen isomorph (in Zeichen G = G'), falls eine
Bijektion f .V — V' existiert mit

Ve,yeV o {zyte B« {f(x). fy)} € E".
Die Kardinalitit |V| heifit die Ordnung von G.

Spezielle Graphen sind:

K,,: der vollstandige Graph aufN,, fir n € N,
d.h. V(K,) =N, und E(K,) = B(N,).

C,: der zyklische Graph auf N,, fir n € N,n > 3,

d.h. V(C,) =N, und E(C,) ={{i,i+ 1} 1 <i<n-—-1}U{{n,1}}.
P,: der Weg der Lange n firn € N,

d.h. V(P,) =N, und E(P,) = E(C,,) — {{n, 1}}.

G = (V,E) heift bipartit, falls eine disjunkte Zerleqgung V = ViUV, existiert mit der
FEigenschaft
{r,y} e E=x€Vi,y € Vo oderx € Vo,y € V1 .

Fin Untergraph G’ von G ist ein Graph (V',E') mit V' C V(G) und E' C E(G). Ist G’
Untergraph von G, so heifit G' induziert, falls sogar gilt:

Ve,y e V(G') : {z,y} € E(G") = {z,y} € E(GQ) .
Ein induzierter Untergraph ist also vollstindig bestimmt durch den Graphen, als dessen

Untergraph er aufgefafsit wird, und durch seine Knotenmenge.

Ist p e N mit p < |V(G)|, so heifit ein Untergraph C' von G mit C = K,, eine p-Clique in
G. C st automatisch induziert.
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Bemerkung: Diese lange Definition ist von grundlegender Bedeutung fiir die gesamte
Vorlesung; insbesondere sei angemerkt, dafs in vielen Biichern leicht abweichende, nicht
notwendig dquivalente Definitionen von Graphen gegeben werden, fiir die die Resultate
bzw. Beweise der Vorlesung nicht unbedingt richtig sind.

Wir reprasentieren Graphen haufig durch eine Figur, bei der fiir jedes © € V' ein Punkt
gezeichnet wird und Punkte verbunden werden, falls die zugehdrigen z, y benachbart sind.
Sei z.B. V = {1,2,3} = Nj; die Graphen G mit V(G) = V sind dann (sortiert nach

Isomorphieklassen)
LN,
NN S

N

Allgemein gilt: Es gibt (g) Elemente von B5(Ny), und die Angabe eines Graphen G
mit V(G) = Ny ist gleichbedeutend mit der Auszeichnung einer bestimmten Teilmenge
von Py(N). Daher gibt es 2(5) solche Graphen G.

Es ist weitaus schwieriger, zu entscheiden, wie viele Isomorphieklassen von Graphen
einer gegebenen Ordnung existieren. Wir werden im Laufe der Vorlesung nicht zu exakten
Formeln gelangen, wohl aber zu Abschétzungen.

Wir werden uns nun mit dem Finden von Cliquen in einem gegebenen Graphen be-
schéftigen. Dies ist in der Praxis héufig eine wichtige Fragestellung in solchen Situationen,
die man als (i.a. sehr grofse) Graphen auffassen kann (z.B. Telefon- oder Computernetz-
werke). Wir notieren zunéchst: G mit [V(G)| = n hat héchstens (5) = @ ~ "72
Kanten.

Satz 1.10. (Turan 1941) Sei G ein Graph der Ordnung n mit
p— 2\ n?
E — ) =
BEI> (222)3

Dann existiert in G eine p-Clique.
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Sei z.B. p = 3; der Satz besagt dann: Fir |E| > %2 existieren Dreiecke in G.

Die Konstanten sind im wesentlichen scharf (d.h. fir grofie n lassen sich Graphen mit
wenig kleinerem |E(G)| finden, die keine p-Cliquen besitzen).

Beweis. O.B.d.A. sei V =N,,.
(i) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (kurz: W-Verteilung) auf V' ist ein Vektor

w = (wy,...,w,) € RY;, mit Z w; =1.

1<i<n

Wir ordnen jedem w die Zahl

flw) = Z Wi Wy

{kI}eE(C)

zu. Die Funktion f auf der Menge aller W-Verteilungen besitzt ein Maximum, da f stetig
ist und die besagte Menge kompakt (denn sie ist als Teilmenge des Einheitskubus be-
schrankt und als Hyperebene abgeschlossen).

2

.. ) . . . . . 2\ n .
(i) Annahme: G besitze keine p-Clique. Zu zeigen ist also |E(G)| < (;’Tl) % Fiir w

wie oben, 4,5 € N,,, {7, 7} € F und w;, w; # 0 seien
S; = Z Wy, Sj = Z Wy, .
k mit {k,i}€E k mit {k,j}€E

Sei 0.B.d.A. s; < s; (andernfalls numeriert man um). Setze

wy, = wg, fallsk #1,j ;

w' = (w,...,w)) mit < w

~

=Wt wy g

~ =0

w.:=0.

<

(Es liegt auf der Hand, daf sich wieder eine W-Verteilung ergibt. Die Strategie besteht
darin, das Gewicht auf immer weniger Knoten zu konzentrieren; w’ hat eine echt kleinere
Tragermenge — d.h. Menge der Knoten mit positivem Gewicht — als w).

(i) Esist
fw) = flw)+w;-si—wj-s;= f(w) +w;(si — s5)
flw) .

(iv) Diesen Prozef des Anderns von w zu w’ bei Verkleinern der Triigermenge und even-
tuellem Vergrofern von f kénnen wir solange durchfiihren, wie es moglich ist, nicht be-
nachbarte 4, j € N,, zu finden, fiir die w;, w; > 0 gilt (wir schreiben hier wieder w fiir die

v
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aus einem Schritt des Prozesses hervorgehende W-Verteilung). Bricht der Prozef ab, so
ist w konzentriert auf einer k-Clique C' in G mit einem gewissen k (weil jetzt alle Knoten
der Trigermenge benachbart sind).

(v) Das Maximum von f wird angenommen fiir solche w, die auf einer Clique konzen-
triert sind (allerdings moglicherweise nicht nur fiir solche). Ein solches w sei gewéhlt.

z, falls i € V(C);

(vi) Behauptung: Es gilt w {0, falls i ¢ V(C).

Beweis der Behauptung: Zu zeigen ist nur, daf in C' alle w; gleich sind. Ware aber z.B.
w; > w; > 0 fiir i # 7,4, € V(C), so definiere w’ durch wj, := wy, falls k € V(C) von
i und j verschieden ist, und w} = w} 1= Y% = w; — h = w; + h mit h = “5*. Dann
ist, wie unter (vii) nachgerechnet wird, f(w’) = f(w) + h? > f(w) im Widerspruch zur
Maximalitat von f(w).

(vii) Es ergibt sich

fw) = Z wy, - w;

{k,1}eE(C)
(d.h. k,leV(C), da C Clique)

/ /
= g wpw; + g wpw;  + E wiw; + wiw;

{k,l} {k,l} {k,l}
(k130 {05} =2 0N Gg)={i} | B0 ={5)
I
Z (wi — h)wy Z (w; + h)w, (w; = h)(w; + h)
1#i,5 1#4,5
eV (C) leV(C)
= Z wrwy + (w; — w;)h — h?
{1}
k,leV(C)
= f(w)+h*.

(viii)  Also wird das Maximum von f angenommen in w (definiert wie in (vi)), und es ist

kk—1)1 k-1

M ="""% =" -
(xi) Da nach Voraussetzung G keine p-Clique enthélt, ist auf jeden Fall
k—1 p—2
— = < ——,dajak<p-—1;
STRRACIRS 21y Wiakspols
diese Ungleichung gilt mit der W-Verteilung, fiir die f das Maximum annimmt, natiirlich
auch fiir jede andere W-Verteilung, also insbesondere fiir w®) = (%, e %) Also ist
p—2 0) 1
RS —|E|. —
2= 1) > flw™) =] —

14



bzw.

Bemerkungen:

Die Funktion f hat ein Maximum der Form k(k’; L) k% = %, wobei in G eine k-

Clique existiert; dabei ist k = k. sogar die mazimale Ordnung einer Clique in G
(die “Cliquenzahl”).

Fiir den Wert (‘n%') von f auf der Gleichverteilung (alle Knoten haben Gewicht &)
gilt

|E| k-1

n? — 2k ()

Ist also k minimal mit () (d.h.

k—2 <@<k—1
2k—1) ~n2 = 2k )

so existiert eine k-Clique in G, die durch das Verfahren konstruiert wird (mit der
Gleichverteilung als Startvektor), und zwar in n — k Schritten mit einer Gesamt-
komplexitdt von ~ |E| Operationen. Jedoch hat die so konstruierte Clique nicht
unbedingt maximale Ordnung. Es ist ein besonderer Vorzug des dargestellten Be-
weises, dak er konstruktiv ist — wahrend durchaus noch kiirzere Beweise bekannt
sind.

Satz 1.10 ist ein Beispiel eines Typs von Aussagen, wo eine quantitative Eigenschaft
(hier: die Zahl der Kanten) auf eine qualitative Eigenschaft (hier: die Existenz einer
p-Clique) schliefen lafst.

Zum Schluf des Kapitels sei noch ein weiterer etwas komplexerer Existenzsatz bewiesen.

Problem 1.11. Gegeben seien eine endliche Menge X und ein System Ai,..., A, von
Teilmengen von X. Unter welchen Voraussetzungen kénnen wir sq,...,s, € X finden, fiir
die gilt

(i)
(i)

die s; sind paarweise verschieden;

s; €A fur1 <7< n?

Eine derartige Menge {s1,. .., s,} heiffe kurz ein Reprisentantensystem fir Ay, ..., A,.
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Variante 1.12. Es sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit Knotenmenge V' = V;UV5.
Unter welchen Voraussetzungen konnen wir fiir jedes x € V] eine Kante {z, s(x)}, (s(x) €
V) finden, so daf gilt: x # y = s(x) # s(y)? Die Wahl eines solchen Systems von Kanten
heifse ein Matching von V; nach V5.

Vi

Die Probleme 1.11 und 1.12 sind &quivalent. Betrachtet man néamlich in der Situation von
1.11 den bipartiten Graphen G = (VjUV,, E) mit Vi = N,,, V5 = X, fiir den {i, x} mit
1 € N,,x € X genau dann eine Kante ist, wenn = € A;, so ist das Problem 1.11 gerade
dasjenige, ein Matching von V; nach V5 zu finden. Umgekehrt kann man das Matching-
Problem 1.12 als die Suche nach einem Reprasentantensystem, also als ein Problem des
Typs 1.11, formulieren (Ubung!).

Man koénnte das Matching-Problem folgendermafsen veranschaulichen: Seien V) eine
Menge von Frauen und V5 eine Menge von Méannern, und bedeute das Vorhandensein
einer Kante, dafs die betreffende Frau mit dem betreffenden Mann bekannt ist. Das Pro-
blem ist dann das folgende: Unter welchen Voraussetzungen kann sich jede Frau unter
ihren Bekannten einen Mann aussuchen, ohne daf es zu Konflikten kommt?? Von dieser
Veranschaulichung hat der folgende Satz seinen Namen.

Satz 1.13. (“Heiratssatz”) In der Situation von 1.11 ezistiert ein Reprisentantensystem
genau dann, wenn folgende Bedingung erfillt ist:

Fiir alle m < n enthalt die Vereinigung von m beliebig aus
Ay, ..., A, ausgewdhlten Mengen mindestens m Elemente.

Beweis. Die Bedingung ist offensichtlich notwendig.
Sei sie erfiillt; wir zeigen durch Induktion nach n, daft ein Repréasentantensystem exi-
stiert.

n = 1 : Es ist nichts zu zeigen.
n>1:

1.Fall: Fir alle | < n und je | der Mengen Ay,..., A, hat die Vereinigung mehr als [
Elemente.

2Es ist hier an Konflikte gedacht, die darauf zuriickzufiihren sind, daf mehrere Frauen sich denselben
Mann aussuchen. Uber die Voraussetzungen fiir das Ausbleiben von Konflikten anderer Art, etwa zwischen
der Frau und dem von ihr ausgesuchten Mann, kann die Kombinatorik keine Aussage machen.
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Sei x € A,; betrachte A, := A; — {z} in X' := X — {x}. Wegen der im vorliegenden Fall
gemachten Voraussetzung ist die Bedingung des Satzes fiir die A}, 1 < i < n — 1 erfiillt.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Reprasentantensystem {x1,...,xz, 1} fir die
Al (1 <i<n—1);setzt man x, = z, erhédlt man insgesamt ein Représentantensystem

fir die 4; (1 <i<mn).

2.Fall: Fiir ein | < n und fur Ay,..., 4; (nach eventuellem Umnumerieren der A;) gilt
Y| =1 (wobei Y := | A).
1<i<l

Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Reprdsentantensystem {zi,...,7;} von
Ay, ..., Aj; insbesondere gilt Y = {xy,...,2;}. Die Vereinigung von je m der Mengen
A1, ..., Ap mit Y enthélt mindestens [ + m Elemente (weil ja angenommen wird, daf
die Bedingung des Satzes fiir die A4, ..., A, insgesamt erfiillt ist, insbesondere also auch
fir die Ajyq, ..., An). D.h. diese m Mengen enthalten mindestens m Elemente, die nicht in
Y liegen. Mit anderen Worten: Die A1 —Y, ..., A, —Y erfiillen die Bedingung des Satzes.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Repréasentantensystem fiir A;.1—Y, ..., A,—Y
— also ein Représentantensystem fir A; 4,..., A,, das disjunkt ist zu Y. Zusammen mit
Y ergibt sich ein Représentantensystem fir Ay, ..., A,. O

In diesem ersten Kapitel wurden unterschiedliche Typen von Existenzaussagen mit teil-
weise sehr einfachen, teilweise komplexeren Beweisen erarbeitet. Man kann ein Prinzip
festhalten: Oft kann man aus quantitativen Aussagen (dem Wert irgendeiner Grofe, einer
“Invariante” der zugrundeliegenden Struktur) eine qualitative Aussage (eine Existenzaus-
sage) herleiten.

2 Ordnung im Chaos

(Der Titel dieses Kapitels wird sich im folgenden selbst erkléren.)

Proposition 2.1. (Satz von Erdés-Szekeres): Seien n,m € N,, und (a;)1<i<mnt1 €ine
reelle Folge der Linge mn + 1. Dann existiert

— entweder eine monoton steigende Teilfolge der Linge m + 1
— oder eine monoton fallende Teilfolge der Linge n + 1.

Erster Beweis. Sei (5, <) folgende geordnete Menge:

S = Nunir;
i<j = i<junda; <a; .
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Zwei Elemente i, j,7 < j sind genau dann unvergleichbar in S, wenn a; > a;. D.h.
{iyn<---<i,} KetteinS <& a;, <a, <---<a;
Antikette in S & a;, > a;, > -+ > a;, .
Die Behauptung folgt dann aus “Dilworth’s Lemma” 1.6. O

Zweiter Beweis. (direkt): Angenommen, es gibe keine monotonen Teilfolgen wie verlangt.
Definiere

f Ny — Ny xN,
= (ajtayt)7

wobei z; (bzw. y;) als die Lénge der grofiten monoton steigenden (bzw. fallenden) Teilfolge,
die mit a; beginnt, gewihlt wird. Dann existieren j < k mit f(j) = f(k). Ist a; < ay, so
ist x; > xy; andernfalls ist y; > yi. In beiden Féllen ergibt sich also ein Widerspruch. [

Bemerkung: Die angegebenen Schranken sind scharf, denn fiir alle m, n existieren Fol-
gen (a;)1<i<mn, die weder monoton steigende Teilfolgen der Lénge m + 1 noch monoton
fallende Teilfolgen der Lange n + 1 besitzen. (Man iiberlege sich dies!)

Wir betrachten jetzt einen vollstdndigen Graphen K, dessen Kanten “zuféllig” entweder
rot oder griin eingeférbt sind. Finden wir immer monochrome Untergraphen K grofser
Ordnung?

Satz 2.2 (Ramsey 1930). Gegeben seien a,b € N,a,b > 2.

(i) Es gibt eine minimale Zahl R(a,b) € N mit der Figenschaft: Fir jedes n > R(a,b)
und fiir jede Rot-Griin-Fdrbung seiner Kanten enthdlt K,

— entweder einen roten Untergraphen = K,

— oder einen grinen Untergraphen = K.
(ii) Es gilt die Ungleichung
R(a,b) < R(a—1,b) + R(a,b—1) .

Die R(a,b) heien Ramsey-Zahlen, die R(a,a) diagonale Ramsey-Zahlen.

Beispiel: Wie wir sehen werden, ist R(3,3) = 6. Das heiftt: In jeder beliebigen Gruppe
von 6 Personen gibt es eine Teilmenge von dreien, in der
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— entweder jede(r) die beiden tibrigen Personen kennt
— oder jede(r) keine der beiden iibrigen Personen kennt.

Bemerkung: Zwischen 2.1 und 2.2 besteht folgende Gemeinsamkeit (die dann auch den
Titel des Kapitels rechtfertigt): Gegeben sind “grofe” Strukturen (im ersten Fall eine
Folge mit vielen Gliedern, im zweiten ein grofer gefdrbter K,) mit unvorhersehbarem
(“chaotischem”) Verhalten. Sind die Strukturen allerdings grofs genug, kann man in ihnen
Teilstrukturen vorgegebener Grofe finden, deren Verhalten vorhersehbar/deterministisch
ist.

Beweis von 2.2. (1) Wenn wir iiberhaupt eine Zahl R finden, die die in (i) formulierten
Eigenschaften hat, so hat auch R + 1 diese Eigenschaft, und es existiert eine minimale
unter diesen Zahlen.

(2) Wir zeigen die Existenz solcher R durch simultane Induktion nach a und b. Trivia-
lerweise ist

R(a,2) =a,R(2,b) =b.

(3) Induktionsannahme: R(a — 1,b) und R(a,b — 1) existieren. Wir zeigen, daf R(a,b)
existiert und daf die Ungleichung aus (ii) erfiillt ist.

Sei fiir a,b > 3 der Graph G = K, mit n = R(a — 1,b) + R(a,b — 1) rot-griin geférbt,
und bezeichne v einen beliebigen Knoten von GG. Nach dem Schubfachprinzip existieren
entweder R(a — 1,b) rote oder R(a,b— 1) griine Kanten, die von v ausgehen; wir nehmen
0.B.d.A. an, daf R(a — 1,b) rote Kanten ¢; von v ausgehen. Sei H = Kp(,_1y) der voll-
standige Untergraph, der die von v verschiedenen Endpunkte der ¢; als Knoten hat. Nach
der Definition von R(a — 1,b) und der Induktionsvoraussetzung enthédlt H einen roten
K,_1 oder einen griinen K. Im zweiten Fall sind wir fertig; im ersten Fall nehmen wir v
und die ¢; zum roten K,_; hinzu und erhalten einen roten K,. O

Es ist also recht einfach, die Frxistenz der Ramsey-Zahlen nachzuweisen; wie wir sehen
werden, ist demgegeniiber die Bestimmung dieser Zahlen &dufserst schwierig und bisher nur
in Einzelfallen moglich. Einige Ergebnisse hierzu stellen wir im Folgenden zusammen.

Korollar 2.3. Mit den Bezeichnungen des Satzes 2.2 gilt
(i) R(a,b) = R(b,a) Va,b;
(i) R(a,b) < (“*72) Va,b;

(iii) R(3,3) =6.
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Beweis. Zu (i): Vertausche rot mit griin.

Zu (ii): Wir fithren den Beweis durch Induktion nach a + b; als Induktionsanfang dient
uns die schon eingesehene Tatsache R(a,2) = a Va. Zum Induktionsschritt:

R(a,b) < Rla—1,b)+R(a,b—1) < (a+b—3>+<a+b—3)
2.2(i) V. a—2 a—1

B a+b—2
B a—1 )~
Zu (iii): Zunéchst ist wegen 2.2 (ii) R(3,3) < 2R(2,3) = 6. Die Gleichheit folgt aus der

Existenz einer Farbung von K5 ohne monochrome Dreiecke; eine solche gebe man zur
Ubung selbst an! O

Korollar 2.4. (Verallgemeinerung auf mehr als 2 Farben.) Firl > 2 und aq,...,a; €
Nya; > 2 fir 1 < 1 < [ existiert ein minimales R = R(aq,...,a;) mit folgender Ei-
genschaft: Fir jedes n > R und fiir jede l-Farbung (d.h. Farbung mit | Farben) von K,
existiert ein k zwischen 1 und [, so dafs ein monochromer Untergraph der Farbe k isomorph
zu K, existiert.

Beweisskizze. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach /. Der Induktionsanfang fiir
Il = 2 ist gerade die Aussage des Satzes 2.2. Sei also | > 2; betrachte die [-Farbung
als 2-Féarbung mit den Farben {1,2,...,1 — 1} und [. Nach 2.2 gibt es also entweder
einen Untergraphen der Farbe [ mit den gewiinschten Eigenschaften, oder es gibt einen
solchen mit der Farbe {1,2,...,l — 1}; auf diesen kann man die Induktionsvoraussetzung
anwenden. O]

Tabelle 2.5. Wir stellen noch einige weitere bekannte Ramsey-Zahlen zusammen; wir
werden in der Folge in den einfachsten Féllen die hier angegebenen exakten Werte nach-
rechnen. Fiir grofere a,b sind nur noch Abschiatzungen bekannt; beispielsweise ist der
Eintrag 40-43 an der Stelle (3,10) der Tabelle so zu verstehen, daf 40 < R(3,10) < 43.
Werte oder Abschéitzungen, die sich aus der Symmetrieeigenschaft von R(a,b) ergeben,
sind weggelassen.

b=3 4 5 6 7 8 9 10
a=316 9 14 18 23 28 36 40-43
4 18 25 35-41
5 43-49  58-87
6 102-165

Die vollstéandige Tabelle der jeweils aktuell bekannten Ergebnisse findet man unter
http:/mathworld.wolfram.com/.
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Proposition 2.6. R(3,4) = 9.

Beweis. (i) Die Ungleichung 2.2 (ii) liefert zunéchst nur R(3,4) < R(2,4) + R(3,3) =
4+6 = 10.

(ii) Es gilt aber sogar R(3,4) < 9. Wir nehmen dazu an, es wiirde auf Ky eine Farbung
existieren ohne rotes K3 und ohne griines K, und fiithren diese Annahme zum Wider-
spruch. Wegen R(2,4) = 4 und R(3,3) = 6 miissen in diesem Fall von jedem Knoten
von Ky genau 3 rote und genau 5 griine Kanten ausgehen. Dies iiberlegt man sich so: es
kénnen von keinem Knoten 4 rote Kanten ausgehen, da man sonst deren Endpunkte zu
einem K, verbinden kénnte; da dieser nach Annahme nicht ganz griin sein darf, gibt es in
ihm mindestens eine rote Kante — und diese zusammen mit den beiden roten Kanten zum
urspriinglichen Knoten ergibe ein rotes Dreieck, im Widerspruch zur Annahme. Ahnlich
kénnen von keinem Knoten 6 griine Kanten ausgehen; insgesamt miissen also genau 3
rote und genau 5 griine Kanten von dem Knoten ausgehen (da im Ky jedenfalls genau
8 = 5 + 3 Kanten von jedem Knoten ausgehen). Damit miifste aber gelten, dafs der rote
3.9

Untergraph von Ky genau <° Kanten hat (wobei der Nenner durch das Herausrechnen

doppelt gezdhlter Kanten zustande kommt), was offensichtlich unsinnig ist.

(iii) Es existiert eine Féarbung auf Kg ohne rotes K3 und ohne griines K,. Betrachte
dazu folgendes Schema, in dem rote Kanten als gestrichelte Kanten und griine Kanten als
durchgezogene Kanten dargestellt sind:

Stellt man sich die Knoten des Ky als auf einem Kreis liegend vor, ergibt sich aus dem
Schema eine Vorschrift fiir eine solche Farbung: Verbinde jeden Knoten rot mit dem ihm
gegeniiberliegenden Knoten und dessen unmittelbaren Nachbarn® auf dem Kreis und griin

3Das Wort “Nachbar” ist hier nicht im Sinne der Graphendefinition zu verstehen — dann wiren alle
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mit den iibrigen Knoten. Mit anderen Worten: Ubertrage das Schema in einer sukzessiven
Rotation auf jeden Knoten. Man iiberzeuge sich davon, dafs dies in der Tat eine wohlde-
finierte Farbung ergibt.

Man iiberlegt sich leicht, daf hierbei kein roter K3 entstehen kann. Ferner gibt es
keinen griinen K, denn geht man im Schema beispielsweise von den am weitesten links
gelegenen derjenigen fiinf Punkte aus, bei denen griine Kanten ansetzen, so wird dieser
mit zwei anderen dieser Punkte rot verbunden; es bleiben also nur drei Punkte iibrig, die
miteinander griin verbunden werden. O]

Es sei hier noch angemerkt, dafs ein direktes Angehen der Frage der Ramseyzahlen
durch computergestiitzte Auflistung sdmtlicher Farbungen der einzelnen K, im allgemei-
nen nicht realisierbar ist: bereits der Ky hat 36 Kanten, kann also auf 236 verschiedene
Arten eingefarbt werden! Der voranstehende Beweis lehrt uns also etwas, was wir nicht
“einfacher” wissen konnten. Um so mehr gilt dies fiir den néchsten Satz, bei dem allerdings
bereits in gewissem Mafe Hilfsmittel aus der Zahlentheorie benutzt werden.

Satz 2.7. R(4,4) = 18.

Beweis. R(4,4) < 2R(3,4) = 18. Es bleibt also zu zeigen: Auf K7 existiert eine Farbung

ohne monochromen K. Hierzu macht man sich zunutze, daf 17 eine Primzahl kongruent 1
modulo 4 ist. Man numeriert die Knoten von K;7 durch mit den Elementen des endlichen
Korpers Z/177Z = Fy;. Es ist bekannt, dafs . eine zyklische Gruppe mit 16 Elementen
ist. Betrachte

¢:F; — Fy
r o= 2t
dies ist ein Homomorphismus mit Kern {£1} (hierbeiist —1 = 16 mod 17). Aus | Ker(¢)| =

2 ergibt sich |Bild(¢)| = 8, und zwar ist Bild(¢) = {1,4,9,16,8,2, 15,13}, also gleich
{1,2,4,8,9,13,15,16}. Definiere fiir a € Z das quadratische Symbol

1: Jz€Z:a=2> mod17; a#0 mod 17 (8 Fille);
(%) =4¢0: a=0 mod17 (1 Fall);
—1: sonst (8 Falle).

Das so definierte quadratische Symbol hat offenbar folgende Eigenschaften:

. (%) = (7) (37):

e ($)=+1 (da 16 ein Quadrat ist).

Knoten eines vollstdndigen Graphen Nachbarn —, sondern im anschaulichen Sinn!
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Definiere nun auf dem mit den Elementen von Z/17Z durchnumerierten K;; folgende
Féarbung: Eine Kante {a, b} (mit a,b € Fy7,a # b) sei

rot &> a—b = +1
o v )T

grin & a=b =—1.
17

Diese Farbung hat folgende Figenschaften:

e sie ist wohldefiniert: es hat ndmlich {a, b} dieselbe Farbe wie {b,a} (dies ergibt sich
aus den Eigenschaften des quadratischen Symbols);

e sie ist translationsinvariant: Fiir ein ¢ € Fy7 hat {a + ¢,b + ¢} dieselbe Farbe wie
{a, b} (trivial);

e multipliziert man (die Nummern der Knoten) eine(r) Kante {a,b} mit ¢ € F3., so
multipliziert sich die Farbe mit ({) (d.h. sie dndert sich bei (%) = —1 und bleibt

17 17
gleich bei (£) =1).

Treffen wir nun die Annahme, der K;; mit der beschriebenen Farbung enthielte einen
monochromen K, mit Knoten a,b,c,d € Fi7. Wegen der Translationsinvarianz kénnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dafs hierbei a = 0 gilt. Weiter sei b = 1; auch dies beschrankt die
Allgemeinheit nicht, diesmal wegen der Multiplikationseigenschaft (zunéchst gilt fiir das
urspringliche b, dak es von den iibrigen drei Knoten verschieden ist, also auch von a = 0;
man kann also mit b durchdividieren, wobei der Graph monochrom bleibt — mit eventuell
anderer Farbe in Abhéingigkeit von (% )). Insgesamt ist also V' (Ky) = {0, 1, ¢, d}. Weil nun
dieser K4 als monochrom angenommen ist, miissen samtliche der folgenden quadratischen
Symbole denselben Wert haben:

) () () (57) - (5) ()

und zwar ist dieser gemeinsame Wert = (%7) = +1. Es miifste also gelten:

cdc—1,d—1,d—ce{1,2,4,8,9,13,15,16} .

Da also insbesondere mit ¢, d auch ¢ — 1,d — 1 Quadrate sein sollen, muf ¢,d € {2,9,16}
gelten; in diesem Fall ist jedoch eine Wahl, fiir die {iberdies d — ¢ Quadrat ist, nicht
moglich. Die Annahme muf also falsch gewesen sein; wir haben eine Farbung auf K7
ohne monochromen K, konstruiert. ]

Satz 2.8. Fir k > 2 gelten die Ungleichungen

22 < Rk, k) < 222 .
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die Giiltigkeit der oberen Schranke. Es gilt fiir alle £ € N:
() < > (3) = (14 1)* = 2%, insbesondere gilt also
0<i<2k

< (2k B 2) < 222
23 () \k—1

Was nun die untere Schranke betrifft, sei 0.B.d.A. k > 4 (fir k = 2,3 beachte R(2,2) =
2 > 2" und R(3,3) = 6 > 2%2). Sei ferner n < 2¥/2; wir zeigen: Es existieren Fiarbungen
auf K, so dafs es keine monochromen Untergraphen der Form K, gibt.

Betrachte dazu die Menge aller 2(2) Farbungen des K,,. Alle Kanten seien mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2 rot bzw. griin gefarbt; da die Farbungen zweier verschiedener Kanten

unabhéngige Ereignisse sind, sind also alle Farbungen des K,, gleichwahrscheinlich, und

die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Féarbung ist 27 \2
Ist S eine k-Menge von Knoten des K, so ist die Wahrscheinlichkeit, daf der induzierte
Graph zu S rot gefarbt ist, gegeben durch

R(k, k)

Prot(S) =2 (g)

(im Exponenten steht hierbei die Kantenzahl des induzierten Graphen). Die Wahrschein-
lichkeit, dafs fiir eine zufillige Farbung irgendeine k-Menge S vollstandig rot ist, ist also

rot S Z Prot - (Z) . 27(5) = (*) .
T

Hierbei kann man die Anzahl der Summanden, also (Z), folgendermafen abschétzen:

k Faktoren

nn—1)---(n— Y k
n :n(n )+ (n—k+1) <n_< n
k k! k! = ok—1

die Abschétzung von Pr(ot) laft sich also so fortsetzen:

k
e M) o g ya
2k—1 n<2k/2 (k) % .

2

ol
VIA
i

N | —

L i1t Al : (k) 1. :
< 5 gilt. Ahnlich zeigt man P, < 3; da also insgesamt

griin

< 1 folgt, existiert eine Farbung, die kein monochromes K enthalt. O

Man hat also gezeigt, daf Prot
pk 4 pk)

rot grin
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Bemerkungen:

(i) In diesen Beweis gehen keine tiefliegenden Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie ein; diese kommt eigentlich nur an der Stelle, wo man Pr(ol? durch die Summe
der P, abschatzt, ein wenig zum Tragen. In der Tat kénnte man den Beweis so

umformulieren, daf er vollig auf Wahrscheinlichkeitstheorie verzichtet.

(ii) Sei € > 0; es scheint weder in der Abschitzung nach oben der Exponent 2k —2 durch
(2 — €)k — 2 noch in der Abschétzung nach unten der Exponent £ durch (3 + €)k
ersetzt werden zu kénnen (es sind zwar keine Gegenbeispiele fiir diese schérferen
Abschéitzungen bekannt, aber auch kein Beweis fiir sie).

(iii) Dagegen kann man beweisen:

k2

R(EB) ~ 3o

(Erinnerung: Zwei reelle Funktionen f, g heifen asymptotisch dquivalent — in Zei-

chen f ~ g — genau dann, wenn lim, % =1.)

Betrachte c-Farbungen von N,,, d.h. Abbildungen f : N,, — N., und arithmetische Pro-
gressionen der Léinge | (dies sind Mengen der Form {a,a +d,a +2d,...,a + (I — 1)d});
wir fragen, ob es zu einer vorgegebenen Farbung von N,, eine monochrome arithmetische
Progression der Lange [ gibt.
Beispiel: Farbe Ng wie folgt mit 2 Farben (dargestellt durch unterstrichene bzw. nicht
unterstrichene Zahlen):
123456 78

Hier gibt es keine monochrome arithmetische Progression der Lange 3. Bei 9 Zahlen jedoch
gibt es eine solche arithmetische Progression fiir jede 2-Farbung!

Satz 2.9. (van der Waerden 1928) Seien c,l € N ¢,l > 2. Es gibt eine minimale Zahl
W = W(e,l) mit der Figenschaft, daf$ fir alle n > W und alle c-Fdrbungen von N,, eine
monochrome arithmetische Progression der Linge | in N, existiert.

Korollar 2.10. Fiir jede c-Fdrbung von N und jedes | € N existieren monochrome arith-
metische Progressionen der Linge [.

Beweis von 2.9. Wir schreiben kurz “I-AP” fiir “arithmetische Progression der Léange [”.

(0) Ist die Behauptung richtig fiir N,,, so ist sie auch richtig fiir jeden Abschnitt von N
der Lange n, also der Form k+ 1,k +2,...,k+ n.
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(i) Die Aussage ist richtig fiir kleine Werte von ¢ oder [; es sind
W(L,l)=1Vl; W(el)=1Ve; W(e,2)=c+1Ve.

(ii) Wir fithren den Beweis durch Induktion nach . (i) liefert uns den Wert von W fiir
[ = 1,2 und alle ¢. Die Behauptung gelte nun fiir ein festes [ und alle ¢ (d.h. alle Zahlen
W (e, 1) seien bekannt). Wir zeigen: die Behauptung gilt dann auch fiir [ + 1 und alle ¢,
und es gilt dariiber hinaus fiir jedes c:

Wi(c,l+1) < f(c), wobei f(0) = 1,
fn) = 2W( IV D)f(n-1) firl<n<c.

Dafl die in der Definition von f auftretenden Zahlen W existieren, ergibt sich aus der
Induktionsvoraussetzung (von der ja angenommen wurde, dak sie fiir alle ¢ gelten solle,
insbesondere also fiir die Zahl ¢/(*=1)).

(iii) Annahme: Ny, sei c-gefdrbt ohne eine monochrome (I + 1)-AP. Zerlege Ny in

f{c (f)l) Teilintervalle (“Blocke”) der Lange f(c — 1), jeden solchen Block in %z:;g Blocke

der Linge f(c — 2) und so weiter, so dal zuletzt jeder Block der Lange f(1) (kurz: jeder
f(1)-Block) in % = f(1) Blocke der Lénge f(0) =1 (d.h. Zahlen) zerlegt wird.
Aufgrund des Faktors 2 in der Definition von f kann man auf allen Niveaus dieser
Zerlegung zu einem jeden Block seine untere und seine obere Hélfte (in Bezug auf die
Ordnung der natiirlichen Zahlen) betrachten. Die untere Hélfte jedes f(1)-Blocks enthélt

nach Definition von W (e, 1) und nach (0) eine monochrome [-AP.

(iv) Ein f(1)-Block hat eine von ¢/ méglichen Firbungen; wir fassen nun jede der
moglichen Féarbungen als eine eigene Farbe auf! Wir betrachten die Menge der f(1)-
Blocke in einem f(2)-Block als mit einer Firbung aus diesen ¢/(!) “Farben” versehen (es
miissen nicht alle “Farben” vorkommen, aber dies spielt keine Rolle).

Die Tragermenge dieser Farbung hat offenbar % = 2W (/W 1) Elemente: ein f(2)-
Block enthélt 2 - W (cf(, 1) Blécke der Linge f(1). In dieser Situation kann man die In-
duktionsvoraussetzung anwenden (von der ja angenommen wurde, dafs sie fiir alle ¢ gelten
solle, insbesondere also fiir die Zahl ¢/(")): Die untere Hilfte jedes f(2)-Blocks enthiilt eine
monochrome [-AP von f(1)-Blécken (“monochrom” hier in Bezug auf die “Farben”, mit
denen diese Blocke gefiarbt sein sollen; unter einer arithmetischen Progression von Blocken
ist eine arithmetische Progression innerhalb der Nummern der Blécke zu verstehen).

Entsprechend zeigt man fiir 1 < n < ¢ Die untere Hilfte jedes f(n)-Blocks enthélt
eine monochrome [-AP von f(n—1)-Blocken. Wihle ein System von monochromen {(-APen

auf allen Stufen.

(v) Betrachte jetzt nur solche Zahlen x € Ny, die auf jedem n-Niveau der Zerlegung
zu den gewdhlten monochromen [-APen in der unteren Hilfte des entsprechenden f(n)-
Blocks gehéren.
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Wir versehen diese Zahlen x mit “Koordinaten” in Bezug auf die Zerlegungsniveaus;
dazu schreiben wir z = (xq, 9, ..., 2.), wobei x; angibt, zu welchem der [ Blocke in der
monochromen [-AP von f(i — 1)-Blocken in der unteren Hélfte eines f(7)-Blocks die Zahl
x gehort. Esgilt also 1 < z; <[ fiir1 <i<ec.

(vi) Seil x = (z1,22,...,2.) wie in (v). In jedem f(1)-Block bilden die [ Zahlen

(Lo, yxe), (2,29, o), ooy (L Xy oy )

eine monochrome [-AP, deren Farbe wir als A; bezeichnen. Sei (%) = (I+1,x9,...,x.) das
entsprechend fortgesetzte Glied der arithmetischen Progression (zéhle das entsprechende
d hinzu; man verldft nun moglicherweise die untere Halfte des jeweiligen f(1)-Blocks).
(*) hat nach der Annahme aus (iii) eine Farbe Ay # A;.

(vii) Betrachte diel Zahlen (I4+1,1, 23, ..., x.), (I4+1,2,23,...,2c), ..., ([+1, 1, 23,...,2.).
Sie bilden ebenfalls eine [-AP, die monochrom ist — und zwar mit Farbe A,, da ja ()
unter ihnen vorkommt! Ahnlich wie in (vi) bildet man (I + 1,1+ 1,z3,...,;), eine Zahl,
die entsprechend eine Farbe As # A hat. Man kann noch mehr iiber Az sagen: die [-AP
(L, 1,23, ...,2.),(2,2,23,...,2),...,(l,l,x3,...,2.) ist monochrom nach der Vorausset-
zung iiber x, und zwar mit der Farbe A; (dajal < mzy <l gilt). Da (I+1,14+1,23,...,1))
Fortsetzung dieser [-AP ist, gilt also A3 # A;.

Induktiv ergibt sich: Die Farbe A,, .1 von

(g—l—1,l+1,...,l+1j,xn+1,...,xc)

n Stellen
n<c

ist verschieden von den Farben Ay, ..., A,; insbesondere hat (I 4+ 1,...,l+ 1) eine Farbe
Ac1 # Aq, ..., Ae. Somit fithrt die in (iii) gemachte Annahme auf einen Widerspruch. [

Bemerkung 2.11. Bisher sind folgende Werte von W (e, 1) bekannt:

c\l| 34| 5 6
9 | 35| 178 | 1132
27
76

A~ N

Der Kenntnistand auf diesem Feld hat sich in den letzten Jahrzehnten nicht mehr veran-
dert mit Ausnahme des Wertes fiir W (2,6), der 2007 gefunden wurde.
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3 Was heilst Zahlen?

Die Leitfrage der abzéhlenden Kombinatorik lautet:

| Auf wieviele Weisen kann man. .. 7 |

— wobei fiir die Plinktchen jeweils eine bestimmte Aufgabenstellung einzusetzen ist. Es
gibt verschiedene Mé&glichkeiten, Antworten auf diese Leitfrage anzugeben.

Die erste magliche Antwort ist: eine Zahl.

Frage 3.1. Auf wieviele verschiedene Weisen kénnen wir vier numerierte Objekte in drei
numerierte Féacher legen, so daf in jedem Fach wenigstens ein Objekt liegt?

“Mathematischer” formuliert lautet die Frage: Wieviele surjektive Abbildungen N5 — Nj
gibt es? Die Antwort wird auf dem 1.Ubungsblatt in Aufgabe 2 gegeben; sie ist: 150.

Man kann sich nun fragen, wie befriedigend diese Antwort ist. Sie hat einige Nachteile:
Man sieht ihr nicht unmittelbar an, auf welcher kombinatorischen Struktur des Problems
sie beruht, und kann sie dementsprechend auch nicht auf “a4hnliche” Probleme iibertragen.

Hieraus ergibt sich die zweite mdagliche Antwort auf die Leitfrage: Fiir Probleme P(n),
die von dem Parameter n € N abhéngen, ist die Zahl f(n) aller moglichen Arrangements
zu P(n) gegeben durch eine “explizite Formel” fiir f(n); dhnlich fiir mehrere Parameter.
Hierbei wire zu definieren, was “explizite Formel” eigentlich heiffen soll; wir wollen uns
der etwas vagen Formulierung “etwas, womit man die gesuchte Zahl auf einfache Weise
ausrechnen kann, wenn man n kennt” bedienen.

Frage 3.2. Welchen Wert hat die Zahl f(n, k) aller Injektionen N, — N,,?
Antwort: Sei 0.B.d.A. k < n (sonst ist f(n, k) =0); dann gilt:

f(n,k) = nn—1)---(n—Fk+1)

()

n!

(n—k)! -

Diese Antwort ist “befriedigend” (denn sie ist sowohl explizit im Sinne unserer obigen
Definition dieses Ausdrucks als auch durchsichtig: man erkennt sogleich, wie die Formel
zustandekommt). So befriedigend sind nicht alle expliziten Formeln, wie die néchsten
Beispiele zeigen werden.

Frage 3.3. Welchen Wert hat die Zahl f(n, k) aller Surjektionen N,, — N7

Es gibt vieles, was den Begriff der Surjektion als “dual” zum Begriff der Injektion erschei-
nen laft; von daher ist es erstaunlich, daf es auf die Frage nach f(n,k) keine ebenso
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einfache Antwort gibt wie im Falle der Injektionen. Wie wir spéater noch sehen werden,

gilt namlich
s = 3 o (F)w-ar
0<i<k
Diese Formel ist zwar explizit, aber relativ undurchsichtig: Man sieht nicht sofort, wie

sie zustandekommt; man kann nicht direkt erkennen, was beispielsweise fiir n = 2k bei
k — oo passiert etc. Die Antwort ist also weniger befriedigend als die auf die Frage 3.2.

Frage 3.4. Welchen Wert hat die Zahl f(n) der n x n-Matrizen (fiir n > 3) mit Eintrdgen
0,1, so dafs in jeder Zeile und in jeder Spalte der Matrix genau 3 Einsen auftreten?

Die Antwort (die wir in dieser Vorlesung nicht herleiten werden), lautet

(—1)2(b + 3¢)! 2°3"

Jm) =670 D, e

a,b,c>0
a+b+c=n

Diese Antwort kann kaum als befriedigend gelten, denn eine Berechnung ist wohl nur noch
mit einem Computer realisierbar, und die Formel ist extrem undurchsichtig (beispielsweise
ist vollig unklar, wieso die a, b, ¢ einerseits einer symmetrischen Bedingung unterworfen
sind — a + b+ ¢ = n —, andererseits aber in den Summanden in sehr unterschiedlicher
Weise auftreten). Bereits die Frage, wieviele Summanden die Summe tiberhaupt hat (d.h.
wieviele Losungstripel der Gleichung a + b+ ¢ = n es gibt), ist ein eigensténdiges, wenn
auch einfaches, kombinatorisches Problem (das hier zur Ubung empfohlen sei).

Doch es kann noch “schlimmer” kommen: bei vielen expliziten Formeln verlangt die
Auswertung z.B. die Summation {iber die Losungen eines diophantischen Gleichungs-
systems, dessen Losung (anders als im Falle der obigen sehr einfachen diophantischen
Gleichung a + b + ¢ = n) die gleiche Komplexitét haben kann wie die Auflistung aller
Objekte des gesuchten Typs! (Man gewinnt also durch die explizite Formel tiberhaupt
nichts mehr: man kann die gesuchte Anzahl ebenso einfach durch Herstellen und Abzéah-
len der fraglichen Objekte bestimmen.) Diese Phanomene deuten darauf hin, daf explizite
Formeln nicht die einzig moglichen Antworten auf die Leitfrage der abzahlenden Kombi-
natorik sind.

Eine dritte magliche Antwort auf diese Leitfrage ist eine Rekursion.

Frage 3.5. Welchen Wert hat die Zahl f(n) der Teilmengen von N,,, die keine zwei
aufeinanderfolgenden Zahlen enthalten?

Antwort: Es ist offenbar f(1) = 2, f(2) = [{{}, {1}, {2}] = 3. Ist S C N,, wie verlangt,
und ist n > 3, so gilt entweder S C N,,_1 odern € S und SNN,,_; C N,,_5. Dies hat zur
Folge

fn)=fln=1)+f(n—2),n=3. (1)
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f(n) ist also die n + 1-te Fibonaccizahl F,, ;1 (mit Fy = F; = 1 und Fj, = Fy_q + Fy_» fiir
alle k > 2).

Wir fragen wie iiblich: ist diese Antwort auf die Frage befriedigend? Die Antwort ist
nicht sehr explizit, dafiir aber sehr durchsichtig. Das Problem der fehlenden expliziten
Formel lafst sich im vorliegenden Fall 16sen: Aus (1) erhdlt man durch vollstandige Induk-

tion
Tt — 2 : 1+vh _ 145
————  wobeiT:= , T = 5 )

=T —. . 2)
Die Rekursion aus (1) ist sehr einfach: sie bestimmt f(n) aus f(n —1),..., f(1) linear
und mit Tiefe 2 (d.h. nur die beiden letzten vorangehenden Werte werden benétigt; dies
ist etwa relevant fiir die Implementierung: geringe Speicherplatzkomplexitit). Es gibt
natiirlich Rekursionen, die solche angenehmen Eigenschaften nicht haben. Aus solchen
und anderen Griinden betrachtet man eine vierte maogliche Antwort auf die Leitfrage der
abzahlenden Kombinatorik: erzeugende Funktionen.

Definition 3.6. Ist

f(n):Ng — C
n o= f(n),

so heifit die formale Potenzreihe

F(X) =) f(n)X"

n>0
die erzeugende Funktion von f. Weiter heifit
X’n
E(X) = Zﬂ”)F
n>0 '
die exponentielle erzeugende Funktion oder die erzeugende Exponentialfunktion von f.

(Bemerkung: Dies sind strenggenommen gar keine Funktionen, sondern eben formale
Potenzreihen; sie tragen ihren Namen also zu Unrecht. Diese Namensgebung ist allerdings
die historisch gewachsene und wird daher — eingedenk der Ungenauigkeit — beibehalten.)

Erinnerung: Mit C[X] bezeichnet man den Ring der Polynome in der Unbestimmten X
mit Koeffizienten in C, also die Menge

{ > aX

0<i<n

nENo,&iEC} s
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die C-Vektorraum ist und mit der offensichtlichen Multiplikation sogar Ring. Eine Basis
des Vektorraums bilden die Monome X° (i € Ny).
Man erweitert diesen Ring folgendermafsen zum Ring der Potenzreihen in X: man

betrachtet die Menge
ClIX1) = {ZazX" a; € C} :

1€Np
auch dies ist mit der offensichtlichen Addition ein komplexer Vektorraum (man kann
allerdings nicht mehr ohne weiteres eine Basis hinschreiben, da der Raum iiberabzahlbare

Dimension hat). Sind ferner f, g € C[[X]] mit f =7, a:X*, g =D oy, b; X7, s0 ist

frg=> aX mite =) ab

keNg 5120
1+J=

J€No

ein wohldefiniertes Element von C[[X]]. (Hier sind keine Konvergenzbetrachtungen erfor-
derlich, da die Summe in der Definition der ¢, endlich ist.) Mit diesem Produkt versehen,
ist C[[X]] ein kommutativer Ring, der C[X] als Unterring enthélt; man hat also eine
Einbettung C[X] — C[[X]].

Fir f =37, .y, a:X" € C[[X]] heift die Zahl

p(f) == sup {

TE]RZO

Z |a;|r* konvergiert } € Ryo U {oo}

>0

der Konvergenzradius von f. Ist 2 € C mit |z| < p(f), so konvergiert f(2) := >, a:?’,
und z — f(z) ist eine komplex differenzierbare Funktion von {z € C| |z] < p(f)} — C.
Es gilt die Formel von Abel-Hadamard:

-1
-— 1
o) = (Tmllad?t)
Auberdem gilt das Identitatsprinzip fir Potenzreihen: Existiert fiir f € C[[X]] eine un-
endliche Teilmenge S C {z € C| |z] < p(f)}, die einen Haufungspunkt besitzt, und ist
f(s) =0 fur alle s € S, so ist f = 0. Dies eroffnet die Moglichkeit des Koeffizientenver-
gleichs.

Durch Manipulation von F'(X) bzw. E(X) zu einem f : Ny — C (also durch Konver-
genzbetrachtungen, Einsetzen von Werten, Untersuchung von Differential- und Funktio-
nalgleichungen fiir F(X) oder F(X)) erhalten wir Aussagen iiber f.

Beispiel 3.7. Sei e(X) := Y ., 27 Bekanntlich ist p(e) = co. Sei e : C — C die
zugehorige Funktion; es gilt e(z 4+ y) = e(x)e(y), insbesondere e(x)e(—z) = 1. Das Iden-
titdtsprinzip sagt uns e(X)e(—X) = 1 (hier bezeichnet 1 die Eins des Ringes C[[X]]).
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Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir aus

Xt - X
- (E7) ()
>0 5>0
dak fiir alle £ > 0 gilt

1(—1) [k
ZET:O’ also Z(—l)]<,):0.
i,j>0 0<j<k

iti=k

Mit anderen Worten: 1+ (S) + (Z) + = (’f) + (g) +---; d.h. es gibt ebensoviele Teilmengen

gerader Ordnung wie Teilmengen ungerader Ordnung in N}, (also jeweils 281 Stiick).

Beispiel 3.8. Betrachte die Funktion f aus 3.5. mit “richtigen” Indizes (d.h. f(n) = F,);
setze f(n) =0 fiir n < 0. Es ist

Zf = F(X), also

Zf(n—l)X” — XF(X) und
d fn-2)X" = X*F(X).

Die Rekursion (1) fiir n > 2 ergibt
F(X)=1+XF(X)+ X*F(X),
1
— — 2 o — .
also F(X)(1—X —X*)=1 bzw. FI(X) T % %2
1
(1-7X)1-7X)

Man kann die explizite Formel (2) fiir f jetzt durch Berechnung der Taylorentwicklung
von F'(X) erhalten (denn dabei ermittelt man ja den n-ten Koeffizienten der Potenzreihe).

Kombinatorische Identititen. Betrachte die f(n) aus 3.5 mit der Rekursion (1). Die
f(n) sind Kardinalitdten von Mengen, und (1) kommt von einer Bijektion von Mengen.
In einer solchen Situation spricht man allgemein von einer kombinatorischen Identitdt.
Der Beweis von (1) ist ein kombinatorischer, wohingegen der Beweis der Identitét aus 3.7
nicht kombinatorisch ist.

Beispiel 3.9. Mit der Konventlon ’ZL

=065 -07)
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Erster Beweis. Beweis durch Induktion nach a + 0. Ein solcher Beweis ist moglich, aber
“dumm”. O

Zweiter Beweis. Beweis liber erzeugende Funktionen:

(2 0)) (F0x]-oro

(.

(1) (1)
Koeffizientenvergleich. O
Dritter Beweis. (kombinatorisch.) (“:b) ist die Anzahl der n-Teilmengen von N, ;. Teile
Ng1p auf in die a Zahlen 1,. .., a einerseits und die b Zahlen a +1,...,a + b andererseits;
fertig! O

Oft sind wir an Angaben {iber die Groéfenordnung von f(n) interessiert; solche Anga-
ben konnen eventuell durch Formeln, Rekursionen oder erzeugende Funktionen gewonnen
werden — dies muf$ aber nicht der Fall sein!

Betrachten wir als ein Beispiel f(n, k) aus 3.2, also f(n, k) = (nf—'k), Allgemein gilt die
Stirling-Formel

nl & (g)"\/zm, an, fim (V2T

Diese Formel liefert eine fiir praktische Zwecke brauchbare Approximation fir n!; z.B. ist
der relative Fehler bei n = 5 kleiner als 2 %.

Damit gilt
n" n
k) ~ .
f(n,k) (n—k)ynkeb\l n —k 7

Ahnlich gute Approximationen fiir 3.3 und 3.4 sind nicht bekannt. Man kann aber
noch im Beispiel der Fibonacci-Zahlen (3.5 bzw. 3.8) etwas aussagen. Es ist dort

1 1

PX) =3 f)X" = =

n>0

T =) -7X)

ferner weiff man, daff F(X) konvergiert fiir alle z € C mit |z| < min{|7|,|7|}. Dieses

Minimum ist —7 = %; es gilt also p(F) = \/52’1. Daraus folgt mit der Formel von
Abel-Hadamard

1 V41
oF) 2
Heuristisch heifst dies: “ f(n) wéchst nicht schneller als 7”. Diese Aussage ist schérfer als
diejenige, die man aus der expliziten Formel bekommen wiirde (diese Formel lautete ja

fln) = Lzt 7o),

Tim|f (n)|~ =
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Im Zusammenhang mit Angaben iiber die Grofenordnung von f(n) werden wir fol-
gende Sprechweisen benutzen:

Definition 3.10. Seien f,g: N — C gegeben. Schreibe

frg e ggrgo%zl; (i)
f=0(g9) & FC>0mit|f(n)] <C-lg(n)|VneN; (ii)
=olg) - im 1) _ iii
f=olg) e lm Zii=0. (i)

Diese Definitionen gelten sinngemaéfs auch fiir solche f,g, die nur auf unbeschriankten
Teilmengen von N definiert sind.
Beispiele:

Zu (i): (

Zu (ii): (n) =0O(t ) fir f ( ) aus 3.5/3.8 ;
Zu (iii): 2" =o(n!) .

4 Elementare Zahlprobleme

Definition 4.1. Fir eine Menge X sei Sym(X) die symmetrische Gruppe von X, also die
Gruppe aller Bijektionen m: X — X. Die Elemente von Sym(X) heiffen Permutationen
von X. Wir schreiben S, fir Sym(N,).

Es gilt:

o | X| =1]Y|= Sym(X) = Sym(Y) (dies erlaubt es haufig, bei |X| = n ohne Ein-
schrankung X = N,, anzunehmen);

e |S,|=nn—1)(n—2)---2-1=:n! fir n € N; weiter definieren wir 0! := 1 ;
e |S,| = n!ist die Zahl aller Anordnungen von N,,.

Satz 4.2. (hier ohne Beweis)

n! ~ <E> 2mn .
e

Eine noch bessere Naherung liefert der Ausdruck (g)n V2 - et

Beobachtung 4.3. Die Zahl der Abbildungen einer k-Menge in eine n-Menge ist n*; diese

Zahl ist gleich der Anzahl der Worter der Lange k aus einem Alphabet mit n Buchstaben.
Anwendung: |'B(N,)| = 2", da eine Bijektion zwischen PB(N,,) und der Menge der

Abbildungen N,, — {0,1} (“charakteristische Funktionen” der Teilmengen) existiert.
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4.4. Die Zahl der injektiven Abbildungen einer k-Menge in eine n-Menge (also die Zahl
der k-Worter aus einem n-Alphabet, wobei jedes Wort jeden Buchstaben nur hochstens
einmal enthélt) ist gleich

nn—1)n—-2)---(n—k+1)=:(n)

(. 7

~
k Faktoren

(fiir k£ > n setzen wir (n); = 0).

4.5. Die Zahl der k-Teilmengen einer n-Menge (also die Zahl der Moglichkeiten, aus
n numerierten Objekten & Objekte auszuwéhlen) ist gleich der Anzahl der injektiven
Abbildungen einer k-elementigen Indexmenge in diese n-Menge unter Absehen von der
Reihenfolge der Werte einer solchen Abbildung, also gleich

(M nn—1)---(n—k+1) _ (Z)

k! 1-2---k
») =0 fiir k > n).

=)

k>0

(auch hier setzen wir (
Anwendung:

4.6. Was passiert, wenn beim “Urnenexperiment” in (4.5) jedes Objekt nach Ziehen zu-
riickgelegt wird?

Definition: eine Multimenge (X, m) ist eine Menge X, versehen mit einer Abbildung m :
X — Ny; fir z € X heikt m(z) die Multiplizitat oder Vielfachheit von z in (X, m). Ist X
endlich, so heit > _ m(z) die Kardinalitit von (X, m).

Unsere Frage lautet also: Auf wieviele Weisen kénnen wir Multimengen der Kardina-
litdt k aus einer n-Menge X bilden?

n+k71> )

Satz 4.7. Die Zahl der k-Multimengen aus einer n-Menge ist ( ]

Beweis. Wir konstruieren eine Bijektion von der Menge der k-Multimengen in N,, mit der
Menge der k-Mengen in N, 1. Sei dazu (X, m) eine k-Multimenge in N,;; X hat eine
Darstellung

X ={ay,...,a,} mita; <--- <a, fureinr <k,n.

Fiihre nun zu jedem a; so viele “Kopien” ein, wie die Multiplizitdt von a; angibt:

512522"'=bm(a1) = ar;
bm(a1)+1 == bm(al)—i-m(aQ) = a2,
bkfm(ar)+1 == bk: = Qr
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fiir diese k Zahlen by, ..., by gilt offenbar b; < by < -+ < by, Man kann (X, m) durch
(b;)1<j<k représentieren.
Setze jetzt Y := {b1,bo +1,b3+2,...,b; +j —1,...,by + k — 1}. Man iiberlegt sich:

e die Elemente von Y (die Zahlen der Form b; + j — 1) sind paarweise verschieden;
e sie liegen alle in Ny, 1;

e jede Teilmenge von N, ,;_; tritt als ein solches Y auf (die Abbildung (X, m) — Y
ist also surjektiv);

e Die Abbildung (X, m) + Y ist injektiv.
Daraus ergibt sich die Behauptung. O]

Satz 4.8. (Binomialsatz) Sind X,Y Unbestimmte, so gilt

n __ n ky n—k
(X+Y) =Y (k)XY .
0<k<n

Erster Beweis. Induktion nach n. OJ

Zweiter Beweis. (kombinatorisch) Multipliziere das Produkt

(. J

(X+Y)(X4+Y) - (X+Y) ()

n Faktoren

aus; da es jeweils 2 Summanden gibt, erhalt man 2" Terme. Diese Terme entsprechen den
Teilmengen von N,,, und zwar entspricht die Teilmenge S C N,, dem Term [[, ..., Zi(s),
wobei -

Z9) .—

(2

{X, fallsi € S ;

Y sonst.

Dies ist eine Bijektion (eine Injektion gleichméachtiger Mengen). Deshalb ist der Koeffizient
von X*Y"k in (x) gleich der Zahl der k-Teilmengen von N, d.h. (}). O

Bemerkung: Das Interesse des zweiten Beweises liegt darin, dafl sich das dort zur
Anwendung gebrachte Prinzip besser zur Verallgemeinerung eignet als das Vorgehen des
ersten Beweises.
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Proposition 4.9. Es gelten z.B.

() -G
= 2" (i) ==

3y k(Z) = n.onl (vi)

(2
g zhn - e

= Ofir n>1 (i) i+j—k k

() = G)

Beweis. (i): Dies kann man mit 4.8 oder alternativ tiber die kombinatorische Bedeutung
der Binomialkoeffizienten (Stichwort Teilmengen; vgl. 4.5) zeigen.

(ii): Man erhélt eine Bijektion auf B(N,,), wenn man jeder Teilmenge ihr Komplement
in N,, zuordnet.

(iii): Uber 4.8.

(iv): Uber die Definition der Binomialkoeffizienten oder alternativ iiber Teilmengen
(in Analogie zum Beweis von 3.5).

(v): Jede k + 1-Teilmenge von N, ;; enthdlt als Maximum eine Zahl j + 1 zwischen
k+ 1 und n + 1. Lakt man diese Zahl weg, so erhdlt man eine k-Teilmenge der ersten j
Zahlen fiir ein k£ < j < n.

(vi): Man kann die Moglichkeiten, in N,, eine Teilmenge und ein Element daraus aus-
zuwéhlen, auf zwei verschiedene Arten zdhlen. Wahlt man zuerst eine Zahl x aus, so hat
man hierfiir n Méglichkeiten; das Komplement N,, — {x} hat 2"~! Teilmengen. Wihlt
man zuerst eine Teilmenge mit k£ Elementen aus, so hat man noch & Mdoglichkeiten, ein
Element aus dieser Teilmenge auszuwéhlen.

(vii): Dies wurde schon bei 3.9 gezeigt. O

Diese Sammlung von Beweisen verdeutlicht, dafs man in der Kombinatorik oft mehrere
verschiedene Beweise fiir eine Aussage erbringen kann; es wird daher als Ubung empfoh-
len, fiir die oben zusammengestellten Aussagen moglichst viele verschiedene Beweise zu
erbringen.
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Als Pascalsches Dreieck bezeichnet man folgendes Zahlenschema:

1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Numeriert man die Zeilen mit n und die “Schrigen” mit k& durch, so steht an der (n, k)-
Stelle des Schemas der Wert (’;) Man erhélt also weitere Zeilen des Schemas durch An-
wendung von Proposition 4.9 (iv). 4.9 (v) bedeutet: Summiert man eine Schrége auf bis
zur Zeile n, so steht das Ergebnis der Summation dort, wo sich die néchste Zeile und die
néchste Schriage schneiden.

Definition 4.10. Seir € N. Fiir r Zahlen kq, ..., k, aus Ny und n = Zlgigr k; sei

n o n!
ki koo ke ) Eylko!e -k,

der Multinomialkoeffizient von n und kq, ..., k,.
Bemerkungen:

e Fiir r = 2 ist also

n o\ _ (kitk)  [(n)\ [(n
ki k) Rilk!  \k/)  \k)

Wir haben nun also zwei Schreibweisen fiir (Z) Aus diesem Grund lassen manche
Autoren das redundante k, in der Bezeichnung des Multinomialkoeffizienten weg
und schreiben entsprechend (kl,kz,.r.l.,kr_l) = W’lkr” sie erreichen so eine grofsere
Konsistenz in der Notation. Andererseits wird durch diese Schreibweise die prinzi-
pielle Symmetrie der k; verschleiert, die in der von uns gewéhlten Notation zum

Ausdruck kommt.

e Man konnte annehmen, die Festlegung unserer neuen Schreibweise sei fiir r = 1
nicht statthaft, da nun das Symbol (Z) zwei verschiedene Bedeutung haben konne;
tatsdchlich ist aber aufgrund der Nebenbedingung an die k; der einzig mdgliche
Multinomialkoeffizient bei r = 1 der Ausdruck (Z), der als Multinomialkoeffizient
ausgewertet den selben Wert hat wie als Binomialkoeffizient ausgewertet (ndmlich
jeweils 1). Unsere Festlegung ist also auch fiir r = 1 zuléssig.
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Definition: Eine Zerlequng einer Menge X ist eine Darstellung

X - UlgigrSi .

Mit k; = |S;| heifst (kq,..., k) der Typ der Zerlegung.

Proposition 4.11. (k1 kQ”m kr) st die Zahl der Zerlegungen einer n-Menge in numerierte
Teilmengen Sy, . .., S, mit |S;| = k;. Insbesondere ist (k1 kz”.__ k) € N als Kardinalitat einer
Menge. o

Bemerkung: Die Numerierung der S; hat zur Folge, dafs beispielsweise die beiden Zer-
legungen S; = {1,2}, 5, = {3,4} und S, = {3,4}, 5, = {1,2} von Ny als verschiedene
Zerlegungen gezahlt werden.

FErster Beweis. Induktion nach r; Fir r = 2 (also fiir Binomialkoeffizienten) haben wir
die Aussage in 4.5 bewiesen. Der Rest wird als Ubung empfohlen (Hinweis: Fasse zwei der
r Teilmengen zu einer zusammen). [

Zweiter Beweis. (Kombinatorisch) O.B.d.A sei die n-Menge die Menge N,,. Ordnen wir
alle Elemente von N,, den Mengen 57, Ss,...,S, zu, so haben wir fiir S; genau

nn—1)---(n—Fk +1)

(. /

~
k1 Faktoren

Moglichkeiten, die in k;! Reihenfolgen auftreten. Fiir S, haben wir noch

(n—k‘l)(n—k‘l—l)(n—(k1+k2)+1)

. 7/
~~

ko Faktoren

Moglichkeiten, die in ko! Reihenfolgen auftreten etc. Fiir S, haben wir schlieflich nur noch

((zA)-(2)) -

TV
k, Faktoren

Moglichkeiten, die in k,! Reihenfolgen auftreten. Zusammen haben wir also W"k' Mog-

lichkeiten. O

Einige der Eigenschaften von Binomialkoeffizienten aus Proposition 4.9 lassen sich
analog fiir Multinomialkoeffizienten nachweisen. Wir stellen hier zwei solche Eigenschaften
zusammen (weitere seien zur Ubung empfohlen):
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Proposition 4.12.

> () - )

k1,....,kr€Ng
ki+..+k-=n

n n
= Yo e S, . i
(o) = (") g

(i) bringt zum Ausdruck, daf eine Zerlegung von N,, in r disjunkte numerierte Teilmengen
letztlich eine Abbildung N,, — N, ist.

Satz 4.13. (Multinomialsatz) Fir Unbestimmte X1, ..., X, gilt
(X4 + X)) = > (k " k)Xle;“?---Xjfr .
ki kn€Ng N Lrcroo B
ki+...+kr-=n

Erster Beweis. Induktion nach n; von diesem Weg wird abgeraten! O]

Zweiter Beweis. (Kombinatorisch; hier kommt nun zum Tragen, dafs der zweite Beweis
von 4.8 sich leicht verallgemeinern 1&t.) Multipliziere das Produkt

(X1_|_..._|_Xr)(X1_|_..._|_Xr)...<X1_|_...+XT) (*)

S

~
n Faktoren

aus; da es jeweils » Summanden gibt, erhélt man r™ Terme. Diese Terme entsprechen bi-
jektiv den Zerlegungen von N,, in r disjunkte numerierte Teilmengen, und zwar entspricht
der Zerlegung N,, = S;U- - US, der Term ngign ZZ.(Sl""’ST) mit

ZE5r) = X;, fallsi € S; .

Deshalb ist der Koeffizient von X f 1X§ 2... X gleich der Zahl der Zerlegungen von N,
vom Typ (ki,..., k), d.h. (klnkr) O

Bisher war n stets ein ganzzahliger Exponent; wir gehen nun zu reellen und komplexen
Exponenten iiber. Die Potenz a” ist wohldefiniert mit den {iblichen Eigenschaften der
Potenzrechnung, falls:

*acRy;

e rcRbzw. z € C.
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Sei a = 1+t mit ¢t € R, |t| < 1; betrachte die Funktion ¢ — (1 +¢)* fiir festes x (definiert
z.B. vermittels der Logarithmusfunktion und der Exponentialreihe). Was ergibt sich fiir
die Reihenentwicklung der Funktion?

Definition 4.14. Fir x € R,k € Ny sei

() =2z —1)-(x—k+1);

/

k Fa?c;oren
(diese Definition verallgemeinert die Ausdricke aus 4.4 bzw. 4.5).

Satz 4.15. (allgemeiner Binomialsatz; Newton.) Die Reihe ), (i)tk konvergiert fir
x € R (sogar fir x € C) und |t| < 1 gegen (1 + t)*. (Hier ohne Beweis; dieser Satz wird
in der Analysis bewiesen.)

Korollar 4.16. Fir Unbestimmte X,Y gilt (z.B.)

-2 0)0)

i+j=k

(vgl. 4.9 (vii).)

Erster Beweis. Betrachte die Potenzreihe in drei Unbestimmten (1 + T)X*; diese ist

gleich (1 +T)X(1+T)". Als Koeffizient von 7" links findet man (*1"); als Koeffizient

von T im ersten Faktor rechts bzw. TV im zweiten Faktor rechts findet man ()f ) bzw.

(5)- 0

J

Zweiter Beweis. Polynome stimmen dann iiberein, wenn sie an geniigend vielen Stellen
tibereinstimmen; verwende 4.9 (vii). O

5 Die Siebformel

Problem 5.1. n Personen sitzen auf n Stiihlen, erheben sich und suchen sich zufillig
einen neuen Sitzplatz. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf alle auf anderen Platzen
als zuvor sitzen?

Mathematisch formuliert: Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit P, fiir eine zufillig ge-
wihlte Permutation o € S, fixpunktfrei zu sein (d.h. dafiir, daf gilt o(i) # ¢ fir alle
i e€N,)?

Man iiberlegt sich leicht, dak P, = 0, P, = %, P; = % und P, = % ist. Wie sieht das

Verhalten von P, bei n — oo aus? Man unterscheidet sinnvollerweise die folgenden vier
Moglichkeiten: lim,, ., P, = 0,lim, o P, = 1,lim, ,o B, = C fiir C' € (0,1) oder die
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Folge konvergiert iberhaupt nicht.

Zur Losung dieses Problems bietet sich folgender Ansatz an: Sei A; := {o € S,|o(i) = i}.
Dann gilt

U A

1<i<n

P,=1-
n!

bestimme also |, «;.,, Ai-

Satz 5.2. (Siebformel; Inklusions-Exklusions-Prinzip.) Seien X eine endliche Menge und
Aq,..., A, C X. Dann gilt:

U 4

n

=S Y AN A NN A (%)

1<i<n 7=1 {k1,-.,kj}CNp
[{F1 ek }|=3
Erster Beweis. Induktion nach n (“dumm?”). O

Zweiter Beweis. Sei x € X in genau m der Teilmengen A; enthalten. Welchen Beitrag
liefert  zu (x)?

m = 0: Der Beitrag zur linken Seite ist 0, der zur rechten ebenfalls;
m > 0: Der Beitrag zur linken Seite ist 1; bleibt zu zeigen, daf sich dies fiir
den Beitrag zur rechten Seite ebenso verhilt.

Und in der Tat ist dieser Beitrag zur rechten Seite

o (5)- Lo ()= [en() -] -on-e

1<j<n 1<j<m 0<j<m

Korollar 5.3. In der Situation von 5.2 sei

Njiz Z ‘AklﬂAkQQQAkJ‘

Dann gilt

U 4

1<i<n

< Z1§j§t(—1)j“]\7j, falls t < n ungerade;
> I , falls t gerade.

(Diese Ungleichungen heiffen Bonferroni-Ungleichungen. )
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Beweis. Nach 5.2 gilt Gleichheit, falls ¢ = n ist. Es geniigt also zu zeigen, dafs gilt:

, < 0 fiir t ungerade;
> o .

t<j<n >0 fiir t gerade.

Dazu betrachten wir, dhnlich wie im Beweis von 5.2, den Beitrag von z € X zu (x). Fiir
m = 0 ist alles in Ordnung. Ist m > 0, so ist der Beitrag von z zur linken Seite von ()

= n(5)- S () - 2 () S ()

t<j<n t<j<m 0<j<m 0<j<t

Nun gilt

S (7)= (")

wie man sich leicht iiber Potenzreihen klarmacht. Man vergleicht hierzu die Koeffizienten
der beiden Potenzreihen (1 + X)™ ! und (1 + X)™(1 — X + X% — X3...) (der rechte
Faktor der zweitgenannten Reihe ist ja nichts anderes als =+).

Also gilt auch
> (M) =c(" ).
0<j<t J

und damit ist man fertig. m

Korollar 5.4. Die Wahrscheinlichkeit P, aus 5.1 ist

0<j<n

Die Zahl der fizpunktfreien Elemente von S, ist also D, = n!P, = Zogjgn #
Beweis. Sei A; erklart wie zuvor; es gilt |4;| = (n — 1)! (die Anzahl der Permutationen
der iibrigen, nicht festgehaltenen Elemente). Sind die £y, ..., k; alle verschieden, so ist

|Ak1 ﬂAk2 Mn--- ﬂAkj| = (n—])' Also

U A Siehformel Z (=1 Z(n—j)!

1<i<n 1<j<n TCNp
|T|=j

- e (M)w-a

1<j<n
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Damit

D,=nl— > (_1)j+1”_! =nl+ ) (—1)]'%! = > (—D@ -

i
1<j<n J: 1<j<n 0<j<n

]

Damit hat man nun auch die Frage des Grenzverhaltens von P, entschieden: Es ist
oo .
limy, oo P = D>, (G

j!
j=0 ?

Satz 5.5. Der Erwartungswert E, fir die Zahl der Fizpunkte einer zufdllig ausgewdhlten
Permutation o € S,, ist 1.

Bewezs.

Byo= o 37 i € Naloli) = i}

’ O'ESn

1
= Z k-|{o € S,|o hat genau k Fixpunkte}|

T 1<k<n
1 n
ol >k (k)D nok

" 1<k<n

(wobei (Z) die Anzahl der k-elementigen Fixpunktmengen ist)

Ly [k(z) > “)i—“]

T 1<k<n 0<j<n—k
, 1 o1
_ 1\ — 1\ _.
= > 1 k—1)y! >, (1 T (*)
1<k<n 0<k<n-—1
0<j<n—k 0<j<n—k-—1

Setze k + j :=1, also k =t — j. Damit ist
= ! p(t) =1
w= 3 ax ()1
0<t<n—1 0<j<t
O

Solcherlei Ergebnisse sind von grofser Bedeutung, da das Rechnen in S,, Ausgangspunkt
fiir viele kombinatorische Uberlegungen ist.
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Satz 5.6. Die Zahl der Surjektionen von N; — N,, ist
(n .
> (1) -

Beweis. Setze dazu

X = {f:N;—=N,} ;es gilt also | X| = n’;
A; = {f:Ny = N,|f “vermeidet” i € N,,} Vi € N,, .

Gesucht ist also | X —(J Ay|; es gilt |A;] = (n—1)" fiir alle  und |4;, N---NA; | = (n—j)",

falls die 41, . ..,4; paarweise verschieden sind. Mit der Siebformel ermittelt man
U4l = ¥ o So-i= ¥ e (T)o-ir
1<i<n 1<j<n sctin 1<j<n J
=J

Daher

x-Ual=n' = 3 e (Na-ir = ¥ e -

1<j<n

Bemerkung: Die Formel gilt fiir beliebige t,n € N. Fiir t < n ist also
> -1y @f 0.
0<j<n J

Satz 5.7. Sei X eine endliche Menge, und seien f, g Funktionen von B(X) nach C. Dann
sind dquivalent:

VS € B(X) gilt g(S) = Y F(T): (i)
TCS

S € P(X) gilt f(S) = Y (=15 Tg(T). (i1
TCS

Das Verhéltnis zwischen f und g ist vergleichbar dem zwischen einer Funktion und ihrer
Fouriertransformierten. Aus dem ausgesprochenen Satz kann die urspriingliche Siebformel
als Korollar erhalten werden (Ubung). Eine Theorie, die solche Siebformeln verallgemei-
nert, ist die Theorie der M&bius-Funktionen.
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Beweis. Wir zeigen (i) = (ii); die andere Richtung geht “genauso” und wird zur Ubung
empfohlen.
Angenommen, f und g geniigen der Bedingung (i). Dann ist fiir festes S

DTy =Y ()Y pRy =) | Y (FY)ETTA(R)

TCS TCS RCT RCS T
RCTCS

Uber den Koeffizienten von f(R) behaupten wir

Z (—1)/5-TI — 0, falls RG S ;
1, falls R=9;

T
RCTCS
ist diese Behauptung gezeigt, so sind wir fertig. In der Tat ist

SN = S (LS |7 - Rl = )]

0<i<|S—R]

_ (1S — R 1, falls |[S — R| =0;
= -1 [S—R| -1 l(| ) — ) )
(=1) Z (=1) 1 0 sonst .

0<i<|S—R|

T
RCTCS

]

Beispiel 5.8. Fiir 0 € 5, sei D(0) := {i € N,,_|o(i) > o(i+1)}. Wir fragen: fiir wieviele

o € Sy gilt D(o) C {1,4,6}, fir wieviele gilt D(o) = {1,4,6}7 Wegen |Ss| = 8! = 40320

empfiehlt es sich nicht, das Problem direkt anzugehen. Wir 16sen es in folgenden Schritten:
(i) Seien fir S C Ny

9(5) = Ho €S| D(o) C S} ;
f(8) = Ho eS| Do) =S}

Die so definierten Funktionen stehen offensichtlich in der Beziehung (i) von Satz 5.7, also
auch in der Beziehung (ii) dieses Satzes.
(ii) Bestimme ¢({1,4,6}). Fiir o € Sy gilt:

D(o) C {1,4,6} & 0(2) <0(3) <o(4),0(5) <o(6),0(7) < o(8) .

Wie viele derartige o gibt es? Man hat folgende Wahlmoglichkeiten:

Wiihle (1) beliebig (1) Moglichkeiten
Wiihle ¢(2) < 0(3) < o(4) beliebig in Ng — {o(1)} (%) Méglichkeiten
Wiéhle o(5) < 0(6) beliebig in Ng — {o(1),0(2),0(3),0(4)} (3) Moglichkeiten
Wiéhle o(7) < o(8) beliebig in Ng — {o(1),0(2),0(3),0(4),0(5),0(6)} (3) Moglichkeiten
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Insgesamt hat man also 8 - 35 - 6 = 1860 Moglichkeiten, d.h. g({1,4,6}) = 1860.
(iii) Nach 5.7 ist f({1,4,6}) = Yrc a6 (—1)* Tg(T). Man hat folgende Tabelle:

T Bedingung an o mit D(o) C T Zahl der Moglichkeiten | ¢g(T")
%) o(l)y<---<a(8) 1 1
{1} |o@<o@B) < <o) BI6) 8
{4} o(l) < <o),o(6)<--<a®) | () 70
{6} | o(1)<---<0(6),0(7) < o(8) (6) ) 28
L4} |o@) < -<o@),o(65)<---<a®) | GO 280
{1,6} | Ubung 1) 168
{4,6} | Ubung )6 420
{1,4,6} | s.o. S.0 1680

Alsoist f({1,4,6}) = 1680—420—168 —280+28+70+8—1 = 917; es gibt demnach genau
917 Elemente o von Ss mit (1) > 0(2) < o(3) < o(4) > 0(5) < a(6) > a(7) < (8).

6 Permutationen

Definition 6.1. Es sei G eine Gruppe, X eine nichtleere Menge. Eine Operation von G
auf X ist eine Abbildung G x X — X, (g,x) — gx mit den Eigenschaften

(i) lg-x=xVer e X ;
(i1) (gh)x = g(hx) Vg, h € G,z € X .
Lemma 6.2. Sei eine Operation von G auf X gegeben. Es gelten:

(i) Fiir alle g € G ist w(g) : X — X,z +— gx eine Bijektion von X auf sich; die Inverse
von m(g) ist m(g7t).

(i1) Die Abbildung m: G — Sym(X), g+ w(g) (definiert wie in (i)) ist ein Gruppenho-
momorphismus.

(i1i) Ist ein Homomorphismus m : G — Sym(X) gegeben, so definiert fir g € G,x € X
die Abbildung gx = (m(g))x eine Operation von G auf X. Auf diese Weise erhalten
wir eine kanonische Bijektion zwischen der Menge der Operationen von G auf X

und Hom (G, Sym(X)).
Beweis. Ubung. O
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Beispiele 6.3. (i) S, operiert tautologisch auf N,, durch die Vorschrift oi := o(i) fiir
o€ S, i1eN,.

(ii) Sei X := R™ mit Standardbasis B := {ey,...,e,} gegeben. S,, operiert auf B durch
Umnumerieren: oe; := eq(;) fiir alle 7 € N,,.

Entsprechend operiert S,, auf R™ durch lineare Fortsetzung:

g ( Z aiei) = Z @i€q5(5) = Z aa_1(i)ei .

1<i<n 1<i<n 1<i<n

(iii) Ist G eine beliebige Gruppe, so operiert G auf X := G durch Multiplikation: Fiir
geG,re Xist gr:=gqg-x.

(iv) Ist G eine beliebige Gruppe, so operiert G auf X := G durch Konjugation; schreibt
man fiir die Operation das Zeichen *, so ist also ¢ x 2 := gzg~ ! fiir g,z € X.

Definition /Lemma 6.4. G operiere auf X. Es gelten:

(i) Firz,y € X sei
r~gy e dge Gmity =ga .

2 b2

Dann ist “~7 eine Aquivalenzrelation auf X . Die Aquivalenzklassen beziiglich “~
heifen Bahnen oder Orbits von G in X. Die Bahn von x wird mit Gz oder [x]
bezeichnet, die Menge aller Aquivalenzklassen mit G\ X .

(ii) Ein x € X heifit Fixpunkt von g € G, falls gx = x gilt.
(i1i) Firxz e X heifst G, = {g € G|gz = =} die Fixgruppe von x.

(iv) Die Abbildung G/G, — Gz, gG, — gz ist fir alle v € X wohldefiniert und bijektiv.
Ul

Folgerung: Ist |G| < oo, so ist |Gz| ein Teiler von |G| fiir alle z € X.

Bemerkung: Wir haben bisher nur Operationen von G auf X von links betrachtet. Analog
definiert man Operationen von rechts als Abbildungen von X x G nach X mit Eigenschaf-
ten entsprechend denen aus 6.1. Die Lemmata 6.2 und 6.4 gelten dann sinngeméf auch
fiir solche Operationen; die Bahnen werden mit G und die Menge der Bahnen mit X/G
bezeichnet.
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Satz 6.5 (Burnside-Lemma). Die endliche Gruppe G operiere auf der endlichen Menge
X. Dann gilt:

geG

wobei ¢4 die Anzahl der Fizpunkte von g bezeichnet. Insbesondere ist also der Mittelwert
tiber die Fizpunktzahlen eine ganze Zahl.

Beweis. Sei S :={(g,z) € G x X| gx = x}. Dann gilt einerseits |S| =3, ¢y; anderer-
seits ist

51= 310 = X i =161 X g =16 1= 6@\ )

zeX G\X

(wobei sich die vorletzte Gleichheit daraus ergibt, dafs jedes der |Gz| Elemente einer Bahn
G einen Summanden 7 beitréigt). O

Korollar 6.6. (vgl. 5.5) Der Erwartungswert fir die Zahl der Fixpunkte einer zufillig
gewdhlten Permutation aus S, ist 1.

Beweis. Es gibt nur eine Bahn der tautologischen Operation von S, auf N,,. m

Korollar 6.7. Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt

|{ Konjugationsklassen in G}| = Z | Zenta(g)] ,

geG’
wobei Zents(g) := {h € G| hg = gh}. O

Definition 6.8. Ein Element m von S, wird geschrieben

(a) als Wort: m = (1), m(2),...,7(n). In dieser Darstellung werden die Kommata meist
weggelassen.
1—=1
o , . . 24
Beispiel: 1423 bezeichnet die Permutation
32
4+— 3

b) als Zykelprodukt: Hierbei sind folgende Nebenbedingungen vorgegeben:

— 1; ist der kleinste positive Exponent | von m mit wlz; = x;;

— die durch die Klammern beschriebenen Teilmengen von N,, sind disjunkt;

- Zlgigk li=n
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Die Teilausdriicke der Form (xs, m(x;), 72(x5), . .., 7 1(x;)) heifen Zykel von 7; sie
werden meist ohne Kommata geschrieben.

Die Darstellung (x) ist fiir m € S, nicht eindeutig, denn 1) die Zykel kénnen beliebig
vertauscht werden und 2) jedes Element eines Zykels kann an dessen erste Stelle
geschrieben werden, ohne m zu verdndern.

Z.B. ist my := (134)(25)(67) = (76)(413)(25) in S;.

Die Standarddarstellung von w € S, ist die Darstellung als Zykelprodukt, wobei Eindeu-
tigkeit hergestellt wird durch die zusdatzlichen Nebenbedingungen.:

e in jedem Zykel steht das gréfite Element vorn;

o die Zykel werden ansteigend nach der Grofie thres gréfiten Elements geordnet.
Die Standarddarstellung von my ist also (413)(52)(76).

Die verschiedenen Zykel einer Zykeldarstellung von 7 entsprechen den Bahnen auf N,, von
(m), der von 7 in S, erzeugten Untergruppe.

Lemma 6.9. Die Abbildung (") : S, — S, ™ +— 7 sei folgendermafSen definiert:
habe als Wortdarstellung das Wort, das man aus der Standarddarstellung von w durch
Weglassen der Klammern erhdlt. Dann ist diese Abbildung bijektiv.

Beispiel: Zu my € S; wie oben ist 7y = 4135276 = (1452)(3)(67) = (3)(5214)(76) in
Standarddarstellung.

Beweis. Sei ein Wort ajas - - - a, gegeben; es ist also {aj,as,...,a,} = N,. Fiige vor a;
eine linke Klammer ein, wenn gilt a; > a; fiir alle ¢ < j; ergdnze durch passende rechte
Klammern. Dann hat man die Standarddarstellung des Urbildes von a; - - - a, unter der
Abbildung (7). O

Hat 7 die Wortdarstellung a; - - - a,, so heilt a; ein Links-Rechts-Maximum, falls gilt
a; > a; fiir alle ¢ < j. Nach dem Lemma hat die Teilmenge von S, aller Permutationen
mit einer vorgegebenen Zahl von Links-Rechts-Maxima genauso viele Elemente wie die
Teilmenge von S,, aller Permutationen, die (dieselbe) vorgegebene Zahl von Zykeln haben.
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Definition 6.10. Fir 7 € S, sei ¢; = c¢;(w) die Zahl der Zykel der Linge i in einer
Zykeldarstellung von w. Dann heiffen

typ(m) := (c1,...,cn) der Zykeltyp von m und
() =3 iy Ci(T) die Zykelzahl von .
Der Zykeltyp liefert eine Zerlequng

14+ 1424 2+t thk=n;
w_/

NV TV
c1 Cc2 Ck

solche Zerlegungen von n als Summen heiffen Partitionen von n.
Setze p(n) := |{Partitionen von n}|. Es ist
p(3) = 3, denn die Partitionen von 3 sind 3,1+ 2,141+ 1;
p(4) = 5, denn die Partitionen von 4 sind 4,1+ 3,24+2,14+1+2,1+14+1+ 1.

Proposition 6.11. (i) Zwei Permutationen w,n" € S,, haben genau dann den gleichen
Zykeltyp, wenn sie konjugiert sind. Es qilt also

{ Konjugationsklassen von S, }| = p(n) .

(ii) Die Zahl der m € S,, mit Zykeltyp ¢ = (¢1,...,¢,) ist

n!

1a .Cl!.202 .02!...ncn.cn! ’

Beweis. (i) “<”. Sei 7' = oro™! mit ¢ € S,. Aus einem Zykel (ajas---@;) in einer
Zykeldarstellung von m wird durch die Konjugation der Zykel (o(ay)o(as)---o(a)); w
und 7’ haben also gleichen Zykeltyp.

“=7 Sel m = (ay---a;)(by---by)(-- ) eine Darstellung fiir 7. Dann gibt es eine Dar-
stellung 7' = (@} ---a))(b] ---0.,)(---). Definiere o € S,, durch o(a;) := a; fir 1 <i </,
o(bj) = b fiir 1 < j < m ete. Dann ist nach dem Vorhergehenden 7’ = omo L.

(ii) Betrachte die Abbildung

Sn — Sn,g = {7T € Sn‘ typ(ﬂ') = Q}

ap---Qp (al) e (acl) (ac1+1a01+2> T (a01+02*1a61+62) SR

(. . v

Vv Vv
Wort c1 Zykel der Léange 1 c2 Zykel der Lange 2

wegen y <i<n Ci~@ = n ergibt sich insgesamt ein Zykelprodukt der Lange n, bestehend aus
jeweils ¢; Zykeln der Lange ¢. Die Abbildung ist wohldefiniert und surjektiv (dies tiberlegt
man sich durch Weglassen der Klammern). Die Zahl der Urbilder eines festen Elements
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m € Sy ist gleich der Zahl der verschiedenen Zykeldarstellungen von 7 mit Zykeln, die
der Lénge nach angeordnet sind, also gleich 1€ - ¢1!- 2% - ¢yl -+ - n - ¢! (diese Zahl kommt
so zustande, dafl man zum einen nur noch Zykel gleicher Lange miteinander vertauschen
kann — daher die Faktoren ¢;! — und zum andern jeweils i Moglichkeiten fiir das erste
Element eines der ¢; Zykel der Lange i hat — daher die Faktoren ).

O

Definition 6.12. Fir ganze Zahlen n,k seien Zahlen c(n,k) und s(n,k) wie folgt defi-
niert:

Zahl derm € S, mitc(w) =k, fallsm,k € Nyn >k ;

0, fallsn < k ;

0, fallsm > k, wobein < 0 oder k <0 und (n, k) # (0,0) ;

1 fiir (n,k) = (0,0) ;

s(n,k) = (=1)"e(n, k) .

c(n,k) =

Diese Zahlen heiffen Stirling-Zahlen erster Art. Die c(n, k) heiffen unsigniert, die s(n, k)
signiert.

Proposition 6.13. Firn,k > 1 gelten die Rekursionsformeln

cnyk) = (n—1De(n—1,k)+cn—1,k—1);
s(nyk) = —(n—1s(n—1k) +sn—1k—-1).

Beweis. Sei 7’ € S,,_1 mit genau k Zykeln durch seine Standarddarstellung gegeben. Wir
konnen n hinter jede der n—1 Zahlen dieser Darstellung einfiigen, wodurch wir genau n—1
Elemente 7 von S,, erhalten, in denen n in Zyklen der Lénge > 2 erscheint; man erhélt
so alle derartigen 7 von S,,. In den verbleibenden Permutationen 7” € S,, mit k& Zykeln
ist 7’(n) = n, d.h. 7" ist Fortsetzung einer Permutation von N,,_; mit £ — 1 Zykeln. O

6.14. Wertetabelle fiir ¢(n, k):

cnyk) | k=112 3 4
n=1 |1 0 0 0
2 1 1 0 0
3 2 3 1 0
4 6 11 |6 1
) 24 50 |35 | 10
6 120 274 | 225 | 85

Bemerkung: Es gelten

Zc(n,k) =nl!; c(n,1)=(n—-1)!.

k
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Proposition 6.15. Fiirn > 1 gelten

Z e B)X" =X(X+1)--- (X4+n—-1)=X+n—-1), ;

1<k<n .
(i)

Y s kX =X(X 1) (X —n+1)=(X), .

1<k<n

Beweis. (ii) folgt direkt durch Ersetzen von X durch —X in (i); (i) ergibt sich durch
Induktion nach n unter Verwendung der Rekursionsformel 6.13. [

Fiir die s(n, k) sind bekannt:
e verschiedene explizite Formeln;
e crzeugende Funktionen fiir festes n oder festes k;
e verschiedene Identitéten.
Solche Ergebnisse finden sich in “besseren” Formelsammlungen.

6.16. Seien n, k > 1. Es gilt:

cn,k) = |{me S, c(r) =k} (1)
= |{m € S,| ™ hat genau k Links-Rechts-Maxima}| (2)
O k-Koeftizient von (X +n — 1),, = |k-Koeffizient von (X),,| (3)
= |{Folgen (a;)1<i<n|a; € Z,0 < a; < n —i, genau k der a; verschwinden}|(4)
= |{Folgen (a;)1<i<n|a; € Z,0 < a; <i—1, genau k der a; verschwinden}|(5)

Beweis. Noch zu zeigen sind (4) und (5); (5) folgt durch Induktion nach n mittels 6.13.
Im Blick auf einen kombinatorischen Beweis von (4) konstruieren wir eine Bijektion von
Sy, auf die Menge A der Folgen (a;)1<i<, mit a; € Z und 0 < a; < n —i fir alle i € N,,.
Hierbei heifst fiir 7 € S,, das Bild I(7) unter dieser Bijektion die Inversionstafel von .

Sei zunéchst eine Folge (a;)1<i<n aus A gegeben. Sei w; das Wort mit dem einzigen
Buchstaben n, und fiir 1 < i < n—1 sei w; 1 das Wort, das aus w; entsteht durch Einfiigen
von n—1 derart, dafs links von n—1 genau a,,_; Buchstaben stehen. Es ergibt sich ein Wort
w, := by ---b, der Lange n; dieses Wort enthélt alle Elemente von N,, genau einmal als
Buchstaben. Durch den Ubergang zu derjenigen Permutation 7 = 7((a;)) von N,,, deren
Wortdarstellung w,, ist, ist also insgesamt eine wohldefinierte Abbildung A — S,, erklart.
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Beispiel: n =7, (a;) = 4,0,2,3,0,1,0. Es ist

w, = T;

wy = 76 ;

ws = bHT6 ;
wy = 5764 ;
ws = 57364 ;
wg = 257364 ;

wy; = 2573164 .
Nach Konstruktion gilt:

a; = Zahl der 5 >, die in w, links von ¢ stehen
= >dnG) <7 @)}
= Zahl der “Inversionen” (vgl. Def. 6.18) von 7', die i enthalten.

D.h. (a;) ist vollstdndig bestimmt durch 7. Wir haben insgesamt bewiesen:

Proposition 6.17. Die Abbildungen A = S,,(a;) — 7((a;)),m — I(m) sind inverse
Bijektionen, die die Zahl der Nullen in (a;) in die Zahl der Links-Rechts-Mazima von
tberfiihren. O

Damit ist also die Identitét (4) bewiesen, da man (2) = (4) bewiesen hat.
Die Rede von der “Inversionstafel” erkléart sich durch folgende

Definition 6.18. Eine Inversion von 7 € S, ist ein Element (i,7) von N, x N,, miti < j
und w(i1) > mw(j). Wir schreiben i(m) fir die Zahl aller Inversionen von .

Beispielsweise ist i(id) = 0, und fiir die Permutation 7 mit der Wortdarstellung n,n —
L,...,2,1isti(m) = @; dies ist offenbar der maximal mogliche Wert von .
Nach 6.17 bestimmt die Inversionstafel von 7 dieses 7 eindeutig; es reicht sogar schon,

die Zahl der j > 4, fiir die 771(j) < 7 '(4) ist, zu kennen, um 7 eindeutig festzulegen.

Zum Abschluf des Kapitels sei noch an einige Sachverhalte zur Struktur der Gruppe S,
erinnert, die iiblicherweise in der Anfangervorlesung erarbeitet werden:

e Eine Transposition in S, ist eine Permutation, die genau zwei Elemente 7,7 € N,,
miteinander vertauscht und alle sonstigen Elemente festléfst, also eine Permutation
mit einzigem nichttrivialem Zykel (ij).
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e Die Gruppe S, wird erzeugt von den Transpositionen; es gilt sogar

Sp=(reS,|t=(>i,i+1),1<i<n-—-1).

o [st o € 5, geschrieben als Produkt von Transpositionen:
o= H Ti s (%)

so gilt (unabhingig von der Darstellung (*)!) (=1)! = (—1)"(?); diese Zahl heift die
Signatur von o, geschrieben sgn(o).

e Fiir n > 2 ist die Abbildung

S, — {1,-1}
o — sgn(o)

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern A, C S,,; hierbei heifst A,, die
alternierende Gruppe auf n Elementen.

e A, ist einfach, falls n > 5 ist.

7 Der zwolffache Weg

Problem 7.1. Verteile n Kugeln auf » Boxen. Auf wieviele verschiedene Weisen ist dies
moglich bei Einhaltung gewisser Nebenbedingungen? Hierbei konnen die Bedeutung des
Wortes “verschieden” sowie die Nebenbedingungen variieren.

Mathematisch formuliert besteht das Problem darin, anzugeben, wie viele verschiedene
Abbildungen von N,, nach N, es unter Beachtung der Nebenbedingungen gibt.

Schreibe kurz N,, =: X, N, =: Y. Auf YX = Abb(X,Y), der Menge der Abbildungen
X — Y, operieren die Gruppen Sym(Y) = S, := G und Sym(X) = S, := H durch
Umnumerieren; genauer:

e G operiert von links auf Abb(X,Y’) durch (o, f) — o o f. Zwei Abbildungen f,g
sind unter (der Operation von) G dquivalent (kurz: f ~g g) genau dann, wenn es
ein 0 € G gibt mit ¢ = o o f. Wir schreiben G \ Abb(X,Y) fiir die Menge der
Aquivalenzklassen; |G\ Abb(X,Y)]| ist die Zahl der Moglichkeiten, die Kugeln in
ununterscheidbare Boxen abzulegen.

Beuspiel: Seien X = Ng, Y = N3, und seien

f:({l,s,ﬁ} {2,4) {g}) |

1 2

<{2,14} o) {Lgﬁ}) |

Dann gilt f ~g g wegen (123)f = g.
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e H operiert von rechts auf Abb(X,Y’) durch (f,7) — f om. (Bemerkung: H ope-
riert nicht von links, da nicht alle Elemente von S,, miteinander vertauschen). Zwei
Abbildungen f, g sind unter H dquivalent (kurz: f ~g ¢) genau dann, wenn es ein
7 € H gibt mit g = f o m. Wir schreiben Abb(X,Y)/H fiir die Menge der Aqui-
valenzklassen; | Abb(X,Y")/H| ist die Zahl der Moglichkeiten, n ununterscheidbare
Kugeln in r unterscheidbare Boxen abzulegen.

Beispiel: Seien wieder X = Ng, Y = N3, sei f wie oben, und sei

g,:({l,zll,a (2.0) {g}) |

Dann gilt f ~y ¢’ wegen ¢’ = f(23465).

Definition 7.2. Seien G, H Gruppen, die auf einer Menge S operieren (G von links, H
von rechts), wobei gilt

(cf)yr=0(fr) VoeG,TeH, feSs.

Dann definiert
f~G:edoeG,re Hmitg=o0ofr

eine Aquivalenzrelation auf S. Die Menge der Aquivalenzklassen (“Doppelnebenklassen”)
wird mit G\ S/H bezeichnet.

Beispiele:
(i) S =Abb(X,Y),G =Sym(Y), H = Sym(X) ;
(ii) S Gruppe, G, H Untergruppen.

Bemerkung: Es gilt G\ S/H = G\ (S/H) = (G \ S)/H. G operiert ndmlich von links
auf S/H durch o(fH) := (of)H fir f € S,0 € G.

Mit den Bezeichnungen von 7.1 und 7.2 ist also |G\ Abb(X,Y)/H| die Zahl der
Moglichkeiten, n ununterscheidbare Kugeln in » ununterscheidbare Boxen abzulegen.

Beispiel 7.3. Seien n = 4 und r = 2; es sind also G = S, und H = 5,.

o [ADD(X,Y)| =16 ;
e [S2\ Abb(X,Y)| =8;
o |Abb(X,Y)/S4 =5 (diein Frage kommenden Verteilungen sind (4, 0), (3,1), (2,2),

(1,3),(0,4); als Ubung empfiehlt sich, die einzelnen Bahnen zu beschreiben);

1S5 \ Abb(X,Y)/S4| =3 .
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Fir X,Y wie in 7.1 seien folgende Bezeichnungen erklart:

In(X,Y) = {f: X = Y| finjektiv} ;
Sur(X,Y) = {f:X —Y]| fsurjektiv} ;
Bi(X,Y) := {f:X —Y] f bijektiv} .
In(X,Y)
Fir o € G,7 € H und f € ¢ Sur(X,Y) 3 sind auch of und fr sowie of7 in der
Bi(X,Y)

entsprechenden Menge. Deshalb operieren G und H auch auf allen diesen Teilmengen von
Abb(X,Y).

7.4. Der “zwolffache Weg.” Seien nun wieder |X| = n,|Y| = r. Wir haben gesehen,
daf es sinnvoll ist, vier wesentlich verschiedene Bedeutungen des Wortes “verschieden”
im Problem 7.1 zu unterscheiden (sowohl die Kugeln als auch die Boxen kénnen unter-
scheidbar oder ununterscheidbar sein); ferner wollen wir drei verschiedene Nebenbedin-
gungen betrachten, namlich f € Abb(X,Y") (keine Nebenbedingungen), f € In(X,Y’) und
f € Sur(X,Y). Der Fall f € Bi(X,Y) interessiert uns weniger, weil hier die Anzahl der
Moglichkeiten schnell anzugeben ist: ist n 2 r, so gibt es kein solches f; fiir n = r hat man,
je nach getroffener Unterscheidbarkeitsannahme, eine Moglichkeit oder n! Moglichkeiten.

Somit ergibt sich die folgende Tafel mit zwolf Eintragen mit den Zahlen der jeweiligen
Moglichkeiten; bei den einzelnen Eintrégen ist entweder angegeben, an welcher Stelle der
bisherigen Vorlesung wir sie begriindet haben, oder die Begriindung wird unten nachge-
liefert.

Elemente von X | Elemente von Y | f beliebig f injektiv | f surjektiv

unterscheidbar unterscheidbar r" (r)n ZO<j<r(_1)j <r> (r—g)"
- J

@® 43) | @ (44 B (5.6)

ununterscheidbar | unterscheidbar (T e 1) T) <n B 1> = <n B 1)
n n n—r r—1
@ 47 | ® © (4.7)
<
unterscheidbar ununterscheidbar | > ;<. S(n, 1) (1)’ Z N : S(n,r)
@ ©
terscheidb terscheidb (n) Lonsrd o m)
ununterscheidbar | ununterscheidbar | p,(n 0 n>r |
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Hierbei wird die Bedeutung der Ausdriicke S(n, ), p,(n) und ¢,(n) gleich noch erklart
werden.

Definition 7.5. Firr <n sei
1 M n
st i= 5 30 0 (7)o

dies ist eine natirliche Zahl. Fir r > n sei auferdem S(n,r) := 0 gesetzt. Die Zahlen
S(n,r) heiffen Stirling-Zahlen zweiter Art.

S(n,r) ist die Zahl der Zerlegungen von N,, in 7 nichtleere disjunkte nicht numerierte
Teilmengen. Der Eintrag (3) in der Tafel 7.4 konnte auch als r1.S(n, r) geschrieben werden.

Definition 7.6. Fir r,n € N seien p,.(n) die Zahl der Partitionen von n mit hochstens r
Termen und q,(n) die Zahl der Partitionen von n mit genau r Termen.

Es sind noch einige Beweise zu den Eintrdgen der Tafel nachzuliefern; dies soll nun
geschehen.

@ : Es kommt fiir die Beschreibung einer Verteilung nur an auf die Zahl m(i) der
Kugeln, die in die Box mit der Nummer 4 fallen. Dann bilden die m(i) eine Multimenge
auf Y der Kardinalitét ), .., m(i) = n.

(B : Die gesuchte Zahl ist die Zahl der n-Teilmengen von N,..

®) : Sei f surjektiv gegeben; jede Box enthélt also mindestens eine Kugel. Laft man
aus jeder Box eine Kugel weg, so entsteht eine Multimenge der Kardinalitat n —r auf Y,
die f bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt.

(@ : Ein f wie gesucht ist dasselbe wie eine Zerlegung von X in 7’ nichtleere nichtnu-
merierte Teilmengen, " < r. Nach (9) gibt es davon genau ), .., S(n,r’) viele.

Die tibrigen Falle sind klar. o

8 Partitionen

8.1. Sei S eine endliche Menge mit |S| = n. Wir haben in 4.11 Zerlegungen von S in r
disjunkte numerierte Teilmengen S; # &, 1 < i < r betrachtet. Wir hatten gesehen, dafs

Man kann die Numerierung der .S; “vergessen”, d.h. solche Zerleéﬁﬂgen identifizieren,
die sich nur in der Reihenfolge der beteiligten Teilmengen unterscheiden. Man ist dann in
der Situation von Fall 9 des zwolffachen Wegs: es gibt S(n,r) solche Zerlegungen.

Definition 8.2. Eine Zerlegung einer endlichen Menge S in nichtnumerierte Teilmengen
S; # @(1 < i < k) heiffe fortan eine Partition von S.

Ist S = |JS; eine derartige Partition, so heifst (ki,...,k,) mit k; = |S;| der Typ
der Partition, und die S; heiffen die Blocke der Partition. Weiter heifit fur |S| = n die
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Zahl B(n) aller Partitionen von S die n-te Bell-Zahl. B(n) ist zugleich die Zahl aller
Aquivalenzrelationen auf S; wir setzen B(0) := 1.

Da S(n,r) die Zahl aller r-Partitionen von N,, ist, gilt

B(n) = Z S(n,r) fir neN.

1<r<n
Proposition 8.3.
S(n,1)=8(n,n)=1 fir n>1; S(n,n—l)z(Z) fir n>2. (i)
Sn,r)=Sn—-1r—1)+rSn—1,r) fir 1<r<n. (ii)

Beweis. Betrachte das Verhalten des Elements n € N in einer r-Partition von N,,.

e Die Zahl der r-Partitionen, in denen n zu einem 1-Block {n} gehort, ist S(n—1,r—1),
denn {n} kann auf genau S(n — 1,7 — 1) Weisen zu einer r-Partition fortgesetzt
werden.

e Gehort n zu einem Block der Grofe > 2, so liefert Weglassen von n eine r-Partition
von N,,_1. Die so entstehende Abbildung von der Menge der r-Partitionen von N,
bei denen n zu einem Block der Grofse > 2 gehort, in die Menge der r-Partitionen
von N,,_; hat Urbilder der Kardinalitdt r, denn r Blocke kommen fiir n in Frage.

U
8.4. Wertetabelle fiir S(n,r):

Sn,r) |r=1[2 |3 4 5 6 | 7| B(n)
n=1 |1 0 [0 0 0 0 [0]1

2 1 1 10 0 0 0 [0]2

3 1 3 |1 0 0 0 [0]5

4 1 7 16 1 0 0 [0]15

) 1 15125 |10 |1 0 [0]52

6 1 31190 |65 |15 |1 |0O/|203
7 1 63 | 301 | 350 | 140 | 21 | 1 | 877

Insbesondere gilt S(n,2) = 2"~ — 1.

Proposition 8.5. Firn > 1 gilt

B(n+1) = O;n C,L)B(i) .
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Erster Beweis. Durch Induktion nach n unter Verwendung von B(n) = >, .., S(n,7)
und 8.3 (ii). O

Zweiter Beweis. (kombinatorisch) Betrachte das Verhalten von n + 1 in Partitionen von
N, ;1. Liegt n 41 in einem Block der Grofse n — i+ 1 fiir ein ¢ zwischen 0 und n, so gibt es
( " ) = (?) Moglichkeiten, die n — ¢ iibrigen Elemente des Blocks zu wahlen. Weiter gibt

n—i

es wegen n + 1 — (n — i+ 1) = i genau B(i) Moglichkeiten, die verbleibenden Elemente
zu partitionieren. O

Proposition 8.6. Firn > 1 gilt

X" =" Sn,r)(X), .

0<r<n

Beweis. Wir zeigen, dafs beide Seiten ausgewertet auf m € N iibereinstimmen.

Die linke Seite gibt m™; es ist nun zweckméfig, sich daran zu erinnern, daff m” =
| Abb(N,,,N,,,)| ist. Jede Abbildung f : N,, — N,, ist surjektiv auf ihr Bild B C N,;;
hierbei hat B eine Kardinalitit r zwischen 1 und m. f ist bestimmt durch

e die Wahl von B (dafiir gibt es (T) Méglichkeiten) und

e die Wahl einer surjektiven Abbildung von N,, nach B (dafiir gibt es r!- S(n,r)
Moglichkeiten).

Also gibt es insgesamt () - r!- S(n,r) = (m),S(n,r) Abbildungen f mit |B| =r. u

In 6.15 hatten wir ein zu 8.6 recht dhnliches Ergebnis, ndmlich

> s(n k)X* = (X), .

1<k<n

Die beiden Mengen { X, X2, ..., X"} und {(X)1, (X)a2, ..., (X),} sind Basen des Q-Vektorraums
der Polynome des Grades < n ohne Absolutglied; die beiden Gleichungen 8.6 und 6.15
beschreiben den Basiswechsel. Folglich sind die beiden n x n-Matrizen

s = (s(4,7))1<ij<n und S :=(5(4,7))1<ij<n
zueinander invers.

Korollar 8.7. Fiir alle k,© zwischen 1 und n gult

> S(i,)s(i k) = 8(ik) ;

1<j<i

> s(i,§)S( k) = 6(ik) .

1<j<i
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Dies geht alles auch ohne Gradbeschrankung (also fiir den entsprechenden unendlich-
dimensionalen Q-Vektorraum); bei der Multiplikation der zugehorigen Matrizen ist keine
Konvergenzbetrachtung erforderlich, weil es sich um untere Dreiecksmatrizen handelt (vgl.
z.B. die Tabellen). Korollar 8.7 gilt sogar fiir k,7 € N.

Korollar 8.8. Sind f,g Funktionen von N — C, so sind dquivalent:

vn: o gn) = 3 S(nk)f(R) ; (i)

1<k<n

Vn: f(n)= Z s(n,k)g(k) . (ii)

1<k<n

Beweis. Fasse f,g als Spaltenvektoren auf. Die Aussage (i) ist dann ¢ = Sf, die Aussage
(ii) ist f = sg; die auftretenden Summen sind endlich. O

Definition 8.9. Fiir n € N seien folgende Bezeichnungen eingefihrt:

w(n) = Zahl der Ordnungsrelationen auf N,, ;
7(n) := Zahl der t-Relationen (d.h. der transitiven und reflexiven Relatio-
nen) auf N, ;
w*(n) = Zahl der Ordnungsrelationen auf N,, bis auf Isomorphie ;
7(n) = Zahl der t-Relationen auf N,, bis auf Isomorphie .

Proposition 8.10. Es gilt

T(n) = Z S(n, k)w(k) (also auch w(n) = Z s(n, k)T(k) ).

1<k<n 1<k<n
Beweis. (i) Sei R eine t-Relation auf N,,. Definiere eine Relation R’ durch

aR'b = aRb A\ DRa .

Man iiberzeuge sich davon, dak R’ eine Aquivalenzrelation ist.
(ii) Die Klassen von R’ sind die [a] := {b € N,| aRb A bRa}. Fiir ay,as, by, by mit
(IlR/CLQ und blR/bg gllt
(Ilel <~ CLQRbQ .

(iii) Man erhilt also t-Relationen R aus Aquivalenzrelationen R’ durch Einfiigen von
Pfeilen zwischen den Aquivalenzklassen von R'. Die t-Relation R induziert eine Ordnungs-
relation auf der Menge der Aquivalenzklassen von R'; umgekehrt gibt jede Ordnungsrela-
tion auf der Menge der Aquivalenzklassen von R’ eine ¢-Relation.

(iv) Deshalb ist
T(n) = Z Sk ;

1<k<n
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hierbei bezeichnet s, die Zahl der ¢-Relationen, zu denen eine Aquivalenzrelation R’ mit
k Klassen gehort, und jedes sy, ist das Produkt der Zahl S(n, k) der Aquivalenzrelationen
mit k£ Klassen und der Zahl w(k) der Ordnungsrelationen auf der k-elementigen Menge
der Klassen. ]

8.11. Wertetabelle:

n 1123 [4 |5 6
wn) | 1319219 | 4231 | 130023
win) [1]2]5 |16 |318 | 2045
7(n) | 1[4 29355 6942 | 209527
) [1]3]9 |32

Bemerkung: 7(n) ist die Zahl aller Topologien auf N,, (Ubungsaufgabe).
Satz 8.12. Es gelten:

B ="' 5 (=1 )

e i)
n>0

Bei (ii) ist an eine Identitdt formaler Potenzreihen gedacht; dazu ist zunéchst zu kléren,
inwiefern der rechte Ausdruck iiberhaupt eine formale Potenzreihe ist. Man kann eine
Potenzreihe in eine andere formal einsetzen, wenn sie kein Absolutglied hat. Es gilt also

(%4_)2(_'2_’_) (%4_)2(_'2_'_)
1 + 2!

1 2

| +

Beweis. Zu (i): Es ist

B(n):ZSnk ZSnk ZSnk
1<k<n 0<k<n 0<k<oco
da S(n,0) =0 fir n > 1 und S(n, k) = 0 fiir £ > n. Damit

- (e r-Sir iy

O<k<oo O<z<k

(wobei sich die letzte Gleichheit aus dem Umordnungssatz ergibt aufgrund der absoluten
Konvergenz der betreffenden Doppelsumme)

Zﬁ
i

i>0 g>0 i>0
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Zu (ii): Fir z € C ist

B(n)x™ 1 1 "t 1 1 )"
D B D DL SR D SE P

n>0 ’ n>0 i>0 i>0  n>0

(auch diese Umordnung ist zuléssig)

Bemerkungen:

e Beide Teilaussagen benotigen zum Beweis analytische Operationen, obgleich (ii) eine
formale Identitét ist ;

e beide Aussagen haben nur theoretischen Wert, sind also fiir praktische Rechnungen
ungeeignet. Denn die Summendarstellung in (i) konvergiert so schlecht, daf ein
Berechnen von B(n) mit der Rekursionsformel schneller moglich ist, und bei (ii)
bringt die Taylor-Strategie nichts neues gegeniiber der Rekursionsformel.

Im weiteren Verlauf des Kapitels wollen wir uns nun noch mit Partitionen von Zah-
len beschéftigen. In 6.10 bzw. 7.6 wurden die Zahlen p(n), p,(n) und ¢.(n) definiert als
Anzahlen bestimmter Arten von Partitionen von n. Eine Partition von n in r Terme war
eine Darstellung der Form

n=a;+ay+---+a, ()
mit a; € N, also ein r-String (a1, as, ..., a,) € N mit Y a; = n, wobel wir zusétzlich noch
verlangt haben, dak a; < a;4q fir alle i = 1,2...,7 — 1. Der Typ der Partition (x) ist
(c1,¢9,...,¢), wobei ¢; die Zahl der Terme ¢ in (x) ist.

Es besteht folgender Zusammenhang zwischen Partitionen von Mengen und Partitio-
nen von Zahlen: Sei X Menge mit |X| = n, und sei X = |J,., ., X eine Partition von
X. Dann ist bei geeigneter Numerierung der X; der String (| X[, |Xa|,...,|X,|) (also der
Typ der betreffenden Partition von X im Sinne von Definition 8.2) eine Partition von n.

Konvention: Wir dndern den Begriff der Partition einer Zahl so ab, dafs in (x) gelten soll
a; > a;4q fiir alle ¢ = 1,2...,r — 1. Dies dndert nichts an den bisherigen Uberlegungen.

Definition 8.13. Das (Ferrers-)Diagramm einer Partition (x) ist eine Figur mit a; Kdst-
chen in der 1.Zeile, ay Kdistchen in der 2.Zeile, ...a, Kistchen in der r-ten Zeile.

Die konjugierte Partition 7 zu einer Partition m von n st diejenige Partition von n,
deren Diagramm durch Spiegelung des Diagramms von 7 an der Hauptachse hervorgeht.

Zum Beispiel entspricht der Partition (7,5,4,2,2) von 20 das Diagramm
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I

und die konjugierte Partition von (7,5,4,2,2) ist (5,5,3,3,2,1,1) mit dem Diagramm

Durch Betrachtung des Diagramms einer Partition erhalten wir

Korollar 8.14. (i) pi(n) ist gleich der Zahl der Partitionen von n mit grofstem Term
<k;

(i1) qr(n) ist gleich der Zahl der Partitionen von n mit grofitem Term =k ;

(ii) pr(n) = qp(n +k) .

Beweis. Zu (iii): Schreibe eine Partition von n in hochstens k& Termen in ein Diagramm
mit k Zeilen (manche davon eventuell leer); fiige in alle Zeilen des Diagramms (auch die
leeren) ein Késtchen hinzu. Es ergibt sich das Diagramm einer Partition von n + k in
genau k Termen. Streiche umgekehrt aus dem Diagramm einer Partition von n + k in
genau k Termen in jeder Zeile ein Késtchen; es ergibt sich das Diagramm einer Partition
von n in hochstens & Termen.

Alternativ kann man so argumentieren: (iii) folgt aus (ii) (lasse den héchsten Term k
in der Partition von n + k weg). O

Korollar 8.15. Sei q(n) die Zahl der Partitionen von n mit Termen > 2. Firn > 2 gilt
g(n) = p(n) —p(n —1) .
O

Proposition 8.16. Die Zahl der Partitionen von n in verschiedene ungerade Terme ist
gleich der Zahl der selbstkonjugierten Partitionen von n.
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Beweis. Wir konstruieren eine Bijektion

{r|m=7"} — {p=(p1,pe,-..)| pi alle verschieden und ungerade}
T = pr.

Sei m = (my,m9,...) gegeben mit m = 7*. Streiche die erste Zeile und die erste Spalte
des Diagramms von 7 (man streicht also 2m; — 1 Késtchen) und setze p; := 2m — 1,
entsprechend p; := 2m; — (20 — 1). Aufgrund der Selbstkonjugiertheit von 7 kann man
dieses Verfahren fortsetzen, bis alle Késtchen verbraucht sind. Dann ist p, := (p1, po, .. .)
eine Partition von n mit ungeraden und verschiedenen Termen; m — p, ist also eine
wohldefinierte Abbildung.

Die Konstruktion ist umkehrbar: Ist p = (p1, p2, . . .) mit den obigen Nebenbedingungen
gegeben, so ist es moglich, jedes p; in der Form 2m;—(2i—1) zu schreiben; 7, := (m, 72, .. .)
ist dann selbstkonjugiert, und die Abbildungen 7 +— p, und p — 7, sind invers. O]

8.17. Wertetabelle fiir g;(n) und p(n).

an) |k=1]2[3]4|5]6|7]8]9]10]pn)
n=1]1 1
2 1 1 2
3 1 11 3
4 1 211 5
5 1 2211 7
6 1 3[3 211 11
7 1 3[4 (3211 15
8 1 4553211 22
9 1 A]7l6[5 (321 30
10 |1 518|975 3]2 1 [42

Man iiberlegt sich leicht ¢i(n) = ¢,—1(n) = 1 und g2(n) = | 5].
Satz 8.18. Mit p(0) = p,(0) := 1 gelten

S opm)xt=JJa-x" =T+ X+ X 40 ; (i)

n>0 keN keN

> pmxt= [ a-x5": (i)
n>0 1<k<r

d gmXt=x" ] 1 -xH7". (iii)
n>r 1<k<r

Beweis. Zu (i): Fir n > 1 gilt: Der n-Koeffizient der rechten Seite ist gleich dem n-
Koeffizienten von [ [, (1 =X ¥)=1 und zwar ist dieser Koeffizient die Zahl der Losungen
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(my,ma,...,my,) € Ny von m;+2-mg+---+n-m, =n (vom k-ten Faktor des Produkts
wihlt man den Term X™ % als Beitrag zu X"), also gleich der Zahl der Partitionen von
n (eine Partition ist durch ihren Typ eindeutig charakterisiert).

Bemerkung: Multipliziert man die rechte Seite aus und fafst zusammen, so konvergiert
die entsprechende Reihe bei Einsetzen von = € C,|z| < 1 absolut; die Konvergenz ist
gleichméfig fir |z| < p, falls 0 < p < 1.

Zu (ii): Fir n > 1 gilt: Der n-Koeffizient der rechten Seite ist gleich der Zahl der
Losungen (mgq,ma,...,m,) € Nj von my +2-mg+---+1r-m, =n, also gleich der Zahl
der Partitionen von n mit Termen < r; diese Zahl ist nach 8.14 (i) gleich p,(n).

Zu (iii):

dYoamX" = Y amX = p()X" =Y pa(n)X"

n>r n>1 n>1 n>1

(man beachte p,.(n) = 0 fir n <0)

= Zpr(n)X" - ZpT_l(n)X”

n>0 n>0
= Jla-xH"— ] a-xH"'=x" ] a-x"H",
W) Zer 1<k<r—1 1<k<r
wobei man die letzte Gleichheit zur Ubung nachrechnen sollte. [

Korollar 8.19. Fir S C N bezeichne p(n, S) die Zahl der Partitionen von n mit Gliedern
in S und pyersen(n, S) die Zahl der Partitionen von n mit lauter verschiedenen Gliedern,
alle aus S; setze p(0,S) :=1 fir alle S. Es gelten:

Y o, S) X" =TJ0-xH";

n>0 keS (1)
vaersch(ny S)Xn - H(l + Xk)
n>0 keS

Beweis. Zu (ii): Die Terme von 1 + X* sind gerade diejenigen Terme aus der Menge der
Terme {1, X% X?% ..} von (1 — X*)~1 die zu Losungen (my,ma,...,m,) € Ni von
mi+2-mg+---+n-m, =n gehoren mit m; € {0,1} fiir 1 <i < n. O

Korollar 8.20. Fir U :=N — 2N und n € N gilt:

p(”a U) = pversch(n)
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Bewezs.

1 1 1

;p(”’ UX S T=X) =X G=x9

(1-X?) (1—-X%)
(I-X)1-X?) (1-X3)(1-X")
(1—X2)(1— X%
Umordnung (1 — X)(I — X2)(1 — X3)(1 — X%)---
=(1+X)(1+XH1+X?)--

- H(l t Xk) 8.13(1'1') vaerSCh(n)Xn

E>1 n>0
O
Definition 8.21. Firn € Z sei
3n —1
I/(?”L) = TL( r ) €Ny
2
die n-te Fiinfeckzahl.
Man hat also
n | —4|-3[-2|-1|0|1]|2]3 |4
v(n) [26 |15 |7 [2 [0[1]5][12]22
Weiter sei
By(X) = (1-X7);
1<i<n
Sp(X) = ()X =14 ) (—1)(X70 4 X
—n<i<n 1<i<n
Po(X)  imioiy (A1)
Fo(X) = —1) s X0 it g (i) =
(X) OB mit (i) = =

0<i<n

Da v(n) € Ny fiir alle n € Z, ist S,,(X) ein Polynom; dasselbe gilt auch fiir F,,(X), denn
man hat folgendes

Lemma 8.22. Fir alle n € N ist F,, = S,,.

Beweis. Induktion nach n.
n=1:

Si = 1—(X+X?);

Fy

P - X" =1-X-X?.
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n > 1: Wir berechnen F,, — F,, 1 und S,, — S,,_1. Wegen P, = (1 — X")P,_; ist

P, ) . P, . )
F,—F,1 = Z (—1)23 - Xt Z (—1)ZT1 - X =D+9()
0<i<n ’ 0<i<n—1 i
P ) )
_ -1 an2+g(n) 1— X" 1)z 1 in—"_g(z)
(-1) ra-xn Y ot
0<i<n—1
‘Pn—l i(n—1 1
— Z (—1) . X i(n=1)+g(i)
0<i<n—1 PZ
2 P,y . . ) . ) .
= (—1)nxmHem) iln—l ryrintg(i) _ x(i+Dntg(i) _ xritn—1)+g(i)
(1) p> ol ]
0<i<n—1
2 P —1 . . .
= (=1)"X" +9(n) i n Xl(n71)+g(z) X1
(=1) D ol (X = 1)
1<i<n—1
_ Z z 1 P 1Xm+g(z 1) _ (*) .
1<i<n

Nun sind i(n — 1) 4+ g(i) = in + g(i — 1) und

Xi-1 -1
P Py’

die meisten Terme der beiden Summen stimmen also iiberein und heben sich weg. Die
iibrigbleibenden Terme lassen sich wegen

s nn+1) n@Bn+1)

w gy = g MR _nOED
n+gn—1) = n’+ n(nQ— D = n(3n2— D =v(n)

so umrechnen:
(*) _ ( 1)an 24+g(n) +< 1)an2+g(n71)
— S, =S

Satz 8.23 (Jacobi 1831). FEs gilt die Potenzreihenidentitit

PX)=[Ja-x" = 1+ (-1 ) xv(=n)y

n>1 n>1

= ) (~1)nxv

nel
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Beweis. Sei x € C,|z| < 1. Wir zeigen, daf bei Einsetzen von x beide Seiten der behaup-
teten Identitédt absolut konvergieren und dafs die Identitdt dann auch giiltig ist.

(i) Es gilt lim,, o P,(x) = P(z) punktweise; fiir |z| < p < 1 liegt sogar gleichméfige
Konvergenz vor.

(i) Fiir festes € R,0 <z < 1ist |S,(z) — Pu(x)| < nz™™!, denn

P,(x)

Po(z)
Sn(z) = Fo(x) = P,(z) + 5 —1) gmtel)
( ) 8.22 ( ) .V_(O) 1<i<n( )\Pi x) <gntl
= <1 -

(iii) Wegen nz™"! — 0 gleichmiRig fiir x € R,0 <z < p, p < 1 gilt dort

[J(1 -2 = lim Py(z) = lim S,(z) =) (—1)"2"™) .
nS1 n—o0 n—o00 ez

]

Korollar 8.24. Seien p?(n) bzw. p“(n) die Zahlen der Partitionen von n mit einer geraden
bzw. einer ungeraden Zahl von lauter verschiedenen Termen. Es gilt:

p*(n), falls n keine Fiinfeckzahl ist;

p’(n) = k(3k —1
p“(n) + (=1)F  fallsn = kBk = 1) fir eink € Z .
Beweis. Einerseits gilt nach Satz 8.23

0, fallsn# "D fiip allek € Z ;
P(X):ZanX” mitan:{’ alls n # ==— fiir alle k € Z ;

(—1)* sonst ;
andererseits ist
PX) = (1-X)01-X)1-X°)--
s - (X + X2+ X34+ )+ (X2 XM )y — 4 et
mordnung
- Z(_l)r Z HXz Umoinung Z ann ’
r>0 \g‘IC:Nr €S n>0

wobei der Koeffizient b,, die Differenz der Zahl der Darstellungen n = ky + ko + - - - + k.
mit einer geraden Anzahl r von verschiedenen Gliedern und der Zahl der Darstellungen
n = ki + ko + - -+ + k, mit einer ungeraden Anzahl r von verschiedenen Gliedern ist; es
gilt also

n>0
und die Behauptung ergibt sich aus einem Koeffizientenvergleich der beiden Summendar-

stellungen fiir P(X). O
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Beispiel 8.25.

n=7. Esist p(7) = 15, wobei genau die 5 Partitionen (7), (6,1), (5,2), (4,3), (4,2,1)
verschiedene Terme haben. Also ist p?(7) = 3 und p*(7) = 2, in Ubereinstim-
mung mit 7 = v(—2) und 8.24.

n=238. Esist p(8) = 22 und p?(8) = p*(8) = 3, was mit 8.24 iibereinstimmt, da 8
keine Fiinfeckzahl ist.

Korollar 8.26. Fir p(n) gilt die Rekursionsformel

p(n) = Y (=1"p(n—v(k)) +p(n —v(=k)], n=>1

E>1
= pn—1)+pn—2)—pn—>5)—pn—7) +pn—12) + p(n — 15)
—p(n —22) — p(n — 30) +

(Hierbei werden p(0) := 1 und p(m) := 0 fiir m < 0 gesetzt; die Summe ist also endlich.)

Beweis. Nach 8.18 und 8.23 gilt

1= (Zp(l) ) (1+Z Flxr® 4 xe kq) ;

>0 k>1
die Behauptung ergibt sich aus einem Koeffizientenvergleich. O]

Bemerkung 8.27. Es seien hier noch einige Ergebnisse zu p(n) genannt, die im Rahmen
der Vorlesung nicht bewiesen werden konnen:

e Hardy und Ramanujan haben 1918 gezeigt, dak gilt

A/ 20

e 3
4\/§-n’

solche Ergebnisse hangen mit sogenannten Rogers-Ramanujan-Identitdten zusam-
men, von denen die oben benutzte Jacobi-Identitéat ein Spezialfall ist;

p(n) ~

e man kann Kongruenzaussagen machen:
p(bk+4)=0mod5; p(7Tk+5)=0mod7; p(l1lk+6)=0mod11;

solcherlei Aussagen sind allerdings nicht fiir die Primzahlen 2 und 3 moglich.
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9 Mehr uiber Permutationen

Erinnerung: Ein o € S,, ist gegeben durch
(a) eine Zykeldarstellung (im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt);
(a’) die Standarddarstellung (eindeutig bestimmt);
(b) die Wortdarstellung;
(c) die Inversionstafel.
Zu o € S,, sind definiert

e typ(o), der Zykeltyp oder die Konjugationsklasse von o ; ein Teil der Information
tiber den Typ ist in ¢(o) enthalten;

e die Menge der Links-Rechts-Maxima;
e I(0);
e D(o);
e sgn(o) .
Lemma 9.1. Fir o € S, gilt:

sgn(o) = +1 < Die Zahl der Zykel gerader Ordnung von o ist gerade;
sgn(o) = —1 < Die Zahl der Zykel gerader Ordnung von o ist ungerade.

Beweis. Es reicht zu zeigen

(a1,...,a.) = (ar1a9)(azas) - - - (a,_1a,) ,

. S
-~

r—1 Transpositionen

und das ist klar. ]
Proposition 9.2. Fir o € S, bezeichne c¢;(o) die Zahl der Zykel der Linge i von o. Es
o 3r € S, mit 7> = 0 < Alle Zahlen cy(a), cy(0), . .. sind gerade.
Beweis. “=": Sei (a1, ...,a;) ein Zykel von 7. Unter 72 wird dieser Zykel zu

(araszas . ..ap_1)(agaqaq ... ay) fiir t gerade;

(a1as...aaza4 . ..a;—1) fir tungerade.
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D.h. Zykel ungerader Lange gehen in Zykel ungerader Lénge iiber, und ein Zykel gerader
Lange zerfillt in zwei Zykel der halben Linge. Zykel gerader Linge von 72 kénnen also nur
von einer Aufspaltung von Zykeln gerader Lange von 7 herkommen; sie treten demnach
immer in Paaren auf, und ihre Zahl ist gerade.

“<" Sei 0 = (aag...ap)(Arq1-..) ... (...) mit cg = ¢4 = -+ = 0mod 2 fiir ¢; :=
c;(0). Wir konstruieren ein 7 mit 72> = ¢. O.B.d.A. kann man annehmen: es gilt entweder

(a) o ist ein Produkt (aq,...,a,)(by,...,b,) zweier Zykel gerader Lénge r oder

(b) o = (a1,...,a,) mit ungeradem r = 2m + 1.
Im Fall (a) leistet 7 = (ay, by, as, ba, ..., a,,b,) das gewlinschte; diese “Quadratwurzel” ist
allerdings nicht eindeutig.
Im Fall (b) ist 7 = (a1, Gmi2, A2, A3, - - -y Ay A2t 1, Gmr1) eine eindeutige Quadrat-
wurzel. []

In diesem Zusammenhang ergeben sich einige Fragen kombinatorischer Art:

(1) Wie viele “Quadratwurzeln” 7 von o gibt es, falls die Bedingung (a) aus dem Beweis
von 9.2 erfiillt ist?

(2) Wieviele o € S, gibt es, die eine Quadratwurzel 7 besitzen?
(3) Wieviele Elemente 7 der Ordnung 2 (also Quadratwurzeln der Identitét) gibt es?
(4) Ersetze k =2 1in (1), (2), (3) durch k € N .
Eine Antwort auf (3) wird in der folgenden Proposition gegeben:
Proposition 9.3. Sei r(n) :=|{c € S,| 0® = 1}|. Dann gelten r(1) = 1,7(2) = 2 und
r(n+1)=rn)+nr(n—1), n>2.
Beweis. Zunachst gilt:
0 = 1 < o enthilt nur Zykel der Linge 1 und 2 . (%)
Ferner 1ikt sich {0’ € S,;1| 0'* = 1} disjunkt zerlegen in
{o€Slo*=10n+1)=n+1}U{c € Spy1lo* =1,0(n+1) =i € N}.

Mit (%) zeigt man die Wohldefiniertheit der Abbildungen

{0 €Su|c*=10n+1)=n+1} > {c' €8, c* =1}

o~ Jln,
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und
{o€81lc>=1,0(n+1)=ieN} = {(i,6")|i € Ny,0" € Sym(N, —i),0"* =1}
o= (o(n+1),0lN, (o)) »
und es gilt

H{o' € S, o = 1} = r(n);
{(i,0")| i € N,,, 0" € Sym(N, —i), 0> =1} = n-r(n—1).

Proposition 9.4. Seien i,j € N,,,i # j (d.h. insbesondere n > 2). Die Wahrscheinlich-
keit, daf j fiir eine zufillig gewdhlte Permutation o € S,, im gleichen Zykel wie © liegt, ist
1

5
Beweis. O.B.d.A. sei {i,j} = {n,n — 1}. Die Wortdarstellung von o € S, sei

0 =a1Q9 " Qy ; (*)
ferner sei o = 7, wobei (") : S,, — S,, die Abbildung aus 6.9 ist, d.h.

T=(arag...)(...) ... (...ap_1a,) in Standarddarstellung

((7) “1akt die Klammern weg”). Der letzte Zykel in der Standarddarstellung von 7 beginnt
mit n, und die Elemente dieses Zykels (n,...,a,) sind genau die in (%) rechts von n
stehenden ay. Also gilt:

n — 1 und n liegen im selben 7-Zykel < n — 1 steht in () rechts von n |
und wir haben eine Bijektion

{o| n — 1 steht links von n in (x)} <> {o|n — 1 steht rechts von n in (*)}

an...al <> a/l...an‘
Also ist die Kardinalitét jeweils %' O]

Proposition 9.5. Die Wahrscheinlichkeit, daff ein festes v € N,, in einem k-Zykel der
zufdllig gewdhlten Permutation o € S,, liegt, ist % (unabhdngig von k).

Beweis. O.B.d.A. sei i = n. Wie im Beweis von 9.4 sei

oc=aay-a, =7, T=_(aj,az,...)(...)...(n,... a,).
Sein = a;. Der Zykel, der n enthalt, hat dann Lénge n—j+41 =: k; es gilt also j := n—k+1.
Aber die Zahl der o, bei denen n an der Stelle n—k+1 steht, ist offensichtlich (n—1)!. O
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Frage 9.6. Was ist der Erwartungswert fir die Zahl c(o) einer zufillig gewdhlten Per-
mutation o € S, ?

A priori ist dieser Erwartungswert = L3, ¢(n, k)k, denn ¢(n, k) war ja die Zahl
der o € S, mit ¢(c) = k. Uber diese Summe kénnen wir uns mit einem Resultat zur
erzeugenden Funktion fiir die ¢(n, k) bei festem n Information beschaffen:

d
_ k s
X(X+1)- (X+n-1) = > cln, k)X -
1<k<n
n—1 n—1 1
H(X +1) - = Z k-c(n, k)X | 1 einsetzen
i=0 i=0 X+ 1<k<n
n![l—kl—i----—i-l} = Zc(nk)k
2 n ’
N L 1<k<n

TV
=:H,,= Erwartungswert

O

Es wird daran erinnert, daf es eine Konstante v (die sogenannte Fuler-Konstante) gibt
mit
lim (H, —logn) =~ ,

n—0o0

und zwar ist 7 = 0,577215. . .. Beispielsweise ist fiir n = 100 der Erwartungswert fiir ¢(o)
die Zahl Hygy ~ log 100 + v ~ 4,605 + v ~ 5, 182.

Definition 9.7.

G, = {o € S,| o hat nur Zykel gerader Linge} ;
U, = {o€S,| 0o hat nur Zykel ungerader Linge} .

G, und U, sind zunéchst Teilmengen von S,,; U, kann ausnahmsweise sogar Untergruppe
sein.
Beispiele:

e Firn=3ist G, = @ und U, = {(123), (132), 1}. Generell ist fiir ungerades n die
Menge G, leer, wie man sich sofort klarmacht.

e Fiir n = 4 enthélt S, — (U,,UG,,) nur Elemente der Form (ab)(c)(d) und hat demnach
Kardinalitéit () = 6.

Proposition 9.8. Fir alle geraden Zahlen n = 2m gilt |Gap| = |Usp|.
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Beweis. Wir konstruieren eine Bijektion ¢ : Us,, = G- Sei also m € Us,,; die Standard-
darstellung von 7 sei 7 = C1Cy ... Cy mit Zykeln C;. Sei ¢(7) die Permutation C|C} . ..
mit Zykeln

Cs;,_; = C9_1 ohne sein letztes Element a; ;

Ch; = C9 mit a; angehingt .

(Enthélt Cy;_; nur ein Element, so ist C%, ; leer und wird weggelassen, ohne dafs sich an
der Numerierung der Cj, etwas éndert.)

Beispiel: Zu = (4)(513)(726)(8) € U ist ¢(r) = (5134)(72)(86) € Gs.
Es gilt:
o () € Goy, d.h. ¢ : Uy, — Gapy, ist wohldefiniert;
e die Darstellung von ¢(m) durch die C7 ist in Standardform.

Es bleibt also noch zu zeigen: zu o € Gy, gibt es genau ein 7 € Us,, mit ¢(7) = o.
Sei 0 = D1Ds...D, die Standarddarstellung eines ¢ mit geraden Zykeln D;; schreibe
D; = (a;...b;). Verdndere die D;, beginnend von rechts, wie folgt ((*) bedeutet: “steht
nicht da”):

by, > ap—1 : ersetze D = (ayp, ...by) durch (by)(ay ... bAh) :
weiter mit Dy_o, Dj,_1 ;
by, < ap_1 : ersetze Dy_1D), = (ah—l . bh_l)(ah . bh) durch (ah_l R bh_lbh)(ah e bh) ;

weiter mit Dy_3, Dj_o .

In jedem Schritt verbleibt eine gerade Anzahl verdnderter Zykel ungerader Lénge. Bleibt
bei Abbruch des Verfahrens ein Zykel (a . .. b) iibrig (notwendigerweise von gerader Lange),

~

so ersetze ihn durch (b)(a...b). Ist
7=D;...D, (%)
mit den so erhaltenen Zykeln D}, so gelten:
o € Uy, ;
e (x) ist in Standardform;
° ¢(m)=0;
7 ist durch ¢(7) vollstdndig bestimmt.
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Bemerkungen:
(i) die Zykelzahl von ¢(7) ist < der Zykelzahl von 7 ;

(ii) ist X eine beliebige endliche Menge mit 2m Elementen, so erhalten wir fiir jede
Numerierung v : Na,, — X eine Bijektion ¢, : U(X) — G(X) mit

U(X) = {o € Sym(X)| o hat nur Zykel ungerader Linge} und
G(X) = {0 € Sym(X)| o hat nur Zykel gerader Linge} .

Aber ¢, hingt von v ab.
2
Satz 9.9. (Z) |G2m| _ |U2m| =12.32.52..... (2m _ 1)2 = (M) ;

(i) \Uzmsa| = (2m + 1)|Unpm| -

Beweis. Zu (i): Fir o € Gy, setze

by = 1;
by := irgendein Element aus Ny, — {Elemente des Zykels, der b; enthélt} ;
b1 = irgendein Element aus Ny,, — {Elemente der Zykel, die by, ..., by enthalten} .

Wir beschreiben o durch

(O'(bl), 0'2(b1), ...,bl) (O'(bg),O'Q(bg),...) ( ) )
abgekiirzt geschrieben
aq a9 e Qp,

Wie viele solche o gibt es?
e fiir a; = o(b;) haben wir 2m — 1 Méglichkeiten: alles aufser b; ;
e fiir ay = 0?(by) haben wir 2m — 1 Mdglichkeiten: alles auer o (b;) .

Hier sind nun allerdings zwei Félle zu unterscheiden:

Fall 6%(by) = by: o= (o(1),1)(az,...)...(...).

e fiir a3 gibt es 2m — 3 Moglichkeiten: alles aufer o(1),1,bs ;
o fiir a4 gibt es 2m — 3 Moglichkeiten: alles auker o(1),1,a3 = o(bs) .
Fall 0?(by) # by: o= (0(1),0%(1),03(1),...)...(...).

o fiir az = 03(1) gibt es 2m — 3 Moglichkeiten: alles aufier ay, as, by ;
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e fiir ay = o*(1) gibt es 2m — 3 Moglichkeiten: alles auker ay, as,as .

Entsprechend fahrt man fort und findet jeweils

o fiir ag; 1 gibt es 2m — 2i + 1 Moglichkeiten: alles aufier aq, ..., as_o und dem zuge-
horigen by, ;
o fiir ay; gibt es 2m — 27 + 1 Moglichkeiten: alles aufser aq, ..., a9_1 .

Lauft ¢ zwischen 1 und m, so erhélt man als Gesamtzahl der Mo6glichkeiten fiir ein o € G,

I] em—2i+1?= [ 5.

1<i<m 1<5<2m
j ungerade

Zu (i1): Zunéchst erklaren wir den Begriff der Liicke oder Liickenposition. Ist m =
(ay...ar)(aps1...)...(...a,) in Standarddarstellung, so ist eine solche Liicke von 7 € S,
die Position links von a; im gleichen Zykel oder eine Position rechts von 7. Es gibt also
genau n + 1 solche Liickenpositionen.

Beispiel: Sei n =5 und m = (321)(54) € S5. Die Liickenpositionen sind

Wir konnen nun mit Hilfe dieses Begriffs eine Bijektion ¢ : Us,, X Nop,iq = Uzt
konstruieren. Sei ¢(m) € G, wie in 9.8; fiige 2m + 1 in die k-te Liicke ein; wir erhalten
T € Somy1 mit genau einem ungeraden Zykel C'. Die Menge der in (' enthaltenen Elemente
von Ny, 11 bezeichnen wir mit C'; es ist dann Ny, 1 — C' eine Menge mit einer geraden
Anzahl von Elementen mit einer bestimmten Numerierung.

Wir wenden jetzt ¢! an auf die Permutation 7|y, ,,—c und erhalten ein 7 € U(Nagpy1—
C). Wir setzen

7:% auf N2m+1 -C 3
k) = -
Yim k) {C’ auf C .

Die so definierte Abbildung v geht nach U, 1, ist also wohldefiniert. Um die Umkehr-
abbildung zu finden, entwickeln wir einen Algorithmus zur Bestimmung von (m, k) mit
Y(m k) =0 € Ugpma:

e streiche denjenigen Zykel C von o, der 2m + 1 enthélt;

e wende ¢ an auf die verbleibende Permutation von Ny,,.; — C (einer Menge mit
gerader Kardinalitét); die entstehende Permutation hat lauter gerade Zykellangen;
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e fiige C' wieder hinzu;

e k ist die Position von 2m + 1 in der Standarddarstellung der entstehenden Permu-
tation; es gilt k € Nop,41;

e streiche 2m + 1, das erste Element des letzten Zykels; es verbleibt ein Element von
Som, das sogar zu G, gehort;

e wende ¢! auf dieses Element von G, an; man erhilt ein Element m € Us,,.
Man iiberlegt sich, daft man so tatséchlich eine Umkehrabbildung von v erhélt. [

Beispiel 9.10. Fiir n = 5 ist |Us| = 45, wie man aus |Us| = 5 - |Uy| ableitet, in Uber-
einstimmung mit der Gestalt der Elemente von Us: ein solches Element ist entweder die
Identitét oder hat eine der Formen (abcde) oder (abe)(d)(e); davon gibt es 1+41+(3)-2 = 45
Stiick.

Korollar 9.11. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die folgenden Ereignisse sind gleich:

(i) eine zufdllige Permutation o € S, hat eine gerade Anzahl von Zykeln, die alle
ungerade Ldnge haben;

(i’) Eine zufillige Permutation o € S,, hat lauter gerade Zykellingen;,

(ii) Eine Miinze werde n mal geworfen und liefert genav § mal “Zahl”.

Bevor wir dieses Korollar beweisen, ist ein Exkurs in die elementare Wahrscheinlich-
keitstheorie angebracht:

Exkurs 9.12. Ein Versuch liefere zwei mogliche Ergebnisse, “Treffer” (1) und “kein Tref-
fer” (0), mit Wahrscheinlichkeiten p bzw. 1 — p, 0 < p < 1. Fithrt man den Versuch n
mal aus, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Ergebnisvektor (eq, ..., e,) (e; € {0,1}) das
Produkt p* - (1 — p)"~*, wobei k die Zahl der Einsen unter den e; ist.

Die Wahrscheinlichkeit, nach n Versuchen genau k Treffer zu haben, ist

|{Vektoren (e;)1<i<, mit genau k Einsen}|-p*(1—p)" % = (Z) pF(1—p)"~* .= Bin(n, k,p) ;

diese Wahrscheinlichkeitsverteilung heifst Binomialverteilung, das Verfahren Bernoulli-
Prozefs.
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Beispiele:

: . . ’. __ Zahl der markierten Kugeln |,
e Urnenexperimente “mit Zuriicklegen” p = ZahT allor Kugoln ;

o Wiirfeln: p = % .

(Ende des Exkurses)

Beweis von 9.11. Alle Wahrscheinlichkeiten sind 0 fiir ungerades n; fir n = 2m ergibt
sich

2m)1\ 2 .
o mm ) 2m)! 1 [n) (1
o @2m)! omiml 22 \2)\2)
Unter Verwendung der Stirling-Formel n! ~ v/27mn (%)n erhélt man die Abschétzung

2m o-2m 1
m - N Tm

(die Rechnungen seien zur Ubung empfohlen). Diese Abschitzung ist recht brauchbar:

m ‘ exakter Wert ‘ Néherungswert

2| 2 =0,375 0,399. ..
3| 4 =0,3125 0,325...

Wir “wissen”:
e wieviele o € S, mit ¢(o) = k gibt es? Antwort: ¢(n, k) Stiick;
e wieviele ¢ € S, haben nur gerade bzw. nur ungerade Zykel? Antwort: vgl. 9.9;

e wieviele o € S, haben mindestens bzw. genau eine vorgegebene Anzahl r von Fix-
punkten? Die Antwort ist implizit in 5.4 enthalten: Mit

A
0<j<n J:
gilt

|{o € S,| o hat genau r Fixpunkte}| = (n) Dy y
r
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e der Erwartungswert fiir die Zahl der Fixpunkte von o € S, ist 1; dies haben wir in
5.5 und 6.6 auf zwei verschiedene Weisen bewiesen.

Es ergeben sich zwei “natiirliche” Fragen:
e wieviele ¢ € S, haben genau eine vorgegebene Anzahl r von k-Zykeln?
e welches ist der Erwartungswert fiir die Zahl der k-Zykel?

Fiir den Rest des Kapitels, den wir der Beantwortung dieser Fragen widmen, fixieren wir
n € Nund k£ € Ng.

Definition 9.13. Fin k-Zykel aus oder von N,, ist eine k-Teilmenge von N,,, versehen
mit einer Anordnung bis auf zyklische Vertauschung; es gibt (Z) (k=1 = (nf]i)!k solche
k-Zykel von N,,.

Sei I die Menge der k-Zykel aus N,,; fiir eine Teilmenge A C T sei

A(A) :={o € S,| o enthdlt die Elemente von A}

(Wir setzen A(A) = @, falls A nicht disjunkt ist, d.h. falls die Elemente von A nicht
paarweise disjunkt sind). Ferner seien

o =Y A
ACT disjunkt
|Al=r
B, = {o € S,| o enthdlt genau r verschiedene k-Zykel} ;

57“ = ‘Br|

Wir bestimmen zunéchst die o,
Fiir die Wahl des ersten k-Zykels in A C T, |A] = r, A disjunkt gibt es (}) - (k —1)! =
ﬁ Moglichkeiten. Fiir die Wahl des zweiten k-Zykels in A gibt es entsprechend %

Moglichkeiten; so verfahrt man weiter und erhélt (n=(r=L)k)! Moglichkeiten fiir die Wahl

(n—rk)!k
des r-ten k-Zykels, solange rk < n.
Es gibt also insgesamt
n! (n—k)! (n—(r—1k)! n!
(n—k)\k (n—2k)k (n—rk)lk  (n—rk)kr

Moglichkeiten, eine geordnete Menge von r disjunkten k-Zykeln zu wahlen. Fiir die Wahl
von A, fiir die die Reihenfolge der k-Zykel keine Rolle spielt, gibt es demnach ( !

nfrZ)!kTT!
Méglichkeiten. Weiter ist |A(A)| = (n — rk)!. Wir erhalten also
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9.14.

a, = |A(A)| x Zahl der disjunkten A mit |A| =7
nl(n—rk)!  nl
(n —rk)lkrr!  krk!’

Proposition 9.15. Der Zusammenhang zwischen o, und (3, ist

= Z (;)Bt :

t>0

Beweis. Sei 0 € B, , d.h. A € T'||A| = ¢, A disjunkt, so dak o genau die k-Zykel aus A
enthélt. Sei 0 < r < t. Dann enthélt A genau (i) r-Teilmengen A , d.h. ¢ tritt in genau
(1) der Mengen A(A) auf und trégt (‘) zu o, bei. O

Korollar 9.16. Seien f(X) = > o X" und g(X) := 37,508 X". Dann ist f(X) =
g(X +1) und g(X) = f(X —1).

Beweis. 9.15 und Koeffizientenvergleich (unter Verwendung des Binomialsatzes). ]

Korollar 9.17. Fiir 1 < k < n ist der Erwartungswert E fiir die Zahl der k-Zykeln einer
zufillig gewdhlten Permutation o € S, gleich %

Beweis. . . | .
n!
P S STk

0
Korollar 9.18.
r 1
= n thalt hiedene k-Zykel}| = n! —1)t :
By := |{o € S,| o enthdilt genau r verschiedene k-Zykel}| = n Z (t)< ) T
0<r<n
Beweis. 9.16 und Koeffizientenvergleich. O

Korollar 9.19. Die Zahl %, also die Wahrscheinlichkeit, daf$ eine zufdllige n-Permutation

genau t verschiedene k-Zykeln enthdlt, konvergiert bei festem t und k fiir n — oo gegen

1

_1
e Fo

Bewezs.

B r—t 1 1 vt 1
nl 918 Z (=1) (r —t)1tlkr Kt Z (=1) (r —t)kr—t

t<r<% t<r<%

1 s 1 1 1
e 2 Vo s

OSSS%—t
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Exkurs 9.20. Die Poisson-Verteilung Poi(A,t) mit Parameter A > 0 ist die Wahrschein-

lichkeitsverteilung auf Ny mit
t

Poi(\, t) = % et

Der Erwartungswert von Poi(), - ) ist A.

Es gilt also: % konvergiert fiir n — oo gegen Poi(z, t).

Poi( -, - ) beschreibt die Haufigkeiten von Summen von Einzelereignissen, die alle mit
der gleichen kleinen Wahrscheinlichkeit eintreten; Beispiele:

e Unter fabrikneuen Gliihbirnen sind erfahrungsgemafs 0, 1% defekt. Die Wahrschein-
lichkeit, in einer Stichprobe von 50 Gliihbirnen genau r defekte zu haben, ist ~
Poi(A, r) mit A =50-p =0, 05.

e Radioaktiver Zerfall (Zahl der Ausschlége des Geigerzéihlers pro Zeiteinheit).

e Zahl der Anrufe pro Zeiteinheit in einer Telefonzentrale.

10 Graphen und Untergraphen

Die grundlegenden Begriffe der Graphentheorie sind bereits in Definition 1.9 zusammen-
gestellt. Einige weitere Begriffe dieser Theorie bringt die folgende

Definition 10.1. Sei G = (V, E) ein Graph.
o Firv eV heifit d(v) := [{e € E| e trifft v}| der Grad von v;

e v heifit isoliert genau dann, wenn d(v) = 0, und Endpunkt genau dann, wenn d(v) <
1;

e cine orientierte Kante ist eine Kante versehen mit einer Orientierung, d.h. einer
Anordnung der beiden Knoten v,w von e. Wir schreiben (v,w) bzw. (w,v) fir die
beiden Orientierungen auf e = {v,w} und symbolisieren (v, w) durch einen Pfeil
von v nach w. Ist e eine orientierte Kante, so sei € dieselbe Kante mit inverser
Orientierung. Fine Orientierung auf G ist die Wahl einer Orientierung fir alle
ec k.

e [in Weg der Lange r € N auf G ist eine Folge v = (ey,...,e,) von orientierten
Kanten e; = (vi_1,v;). Dabei heiffen vy bzw. v, der Anfangs- bzw. Endpunkt von
v (geschrieben A(y) bzw. E(v)). Ein Weg der Linge 0 ist ein Knoten v, er hat
Anfangs- und Endpunkt v. Fir einen Weg v sei l(y) € Ny die Linge von .
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Ein Weg ~ heifit reduziert genau dann, wenn fir alle 1 = 1,...,r — 1 qilt e; #
€ir1 (“keine Riickwege”) und geschlossen genau dann, wenn Anfangs- und Endpunkt
tbereinstimmen.

Zu jedem Weg erhalten wir durch Streichen der Paare e;,e;1 1 mit e; = €;11 einen
wohlbestimmten reduzierten Weg (eventuell der Linge 0). Zwei Wege 7y, § der Lingen
r, s konnen zu einem Weg y*d (oder einfach 0 ) der Linge r+s komponiert werden,
falls E(y) = A(9) ist.

G heifit zusammenhangend, wenn zu je zweir v,w € V ein Weg v existiert mit

v=A(y),w=E().
Durch
v~ w e Iy mit A(y) = v, E(y) =w
wird eine_Aquivalenzrelation auf V definiert. Fir die Aquivalenzklassen Vi(i € 1)
gilt E = JE; mit E; = ENPa(V;) in Po(V), und die Graphen G; .= (V;, E;) sind

zusammenhdngend. Sie heiffen die Zusammenhangskomponenten von G.

Ist G zusammenhdingend, so ist d(v,w) = min{l(~y)| v ist ein Weg mit A(y) =
v, E(y) = w} eine Metrik auf V.. Wir setzen d(G) = sup{d(v,w)| v,w € V} und
bezeichnen diese Zahl als den Durchmesser von G.

Ein Zykel von G der Ldnge v > 3 ist ein Untergraph isomorph zu C,., also ein
reduzierter geschlossener Weg der Linge r, in dem alle Knoten vy, . .., v, verschieden
sind, modulo zyklischer Vertauschung der v; sowie der Orientierung.

Ein Euler-Weg in GG ist ein geschlossener Weq in GG, der alle Kanten genau einmal
durchlduft.

Ein Hamilton-Zykel in G st ein Zykel in G, der alle Knoten enthdilt.

Wir treffen folgende Verabredung: Alle betrachteten Graphen G seien endlich, falls nicht
ausdriicklich anderes gesagt wird.

Beispiel 10.2. In der Stadt Konigsberg sind die beiden Ufer A, D des Flusses Pregel und
zwei in diesem Flufs gelegene Inseln B, C so durch sieben Briicken verbunden wie in der
folgenden schematischen Darstellung:

B — Pregel
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Gibt es einen geschlossenen Weg, der jede Briicke genau einmal benutzt? Um das
Problem mathematisch zu formulieren, bietet sich auf den ersten Blick eine graphen-
theoretische Sichtweise an; allerdings ist das folgende Gebilde kein Graph nach unserer
Definition:

A

man kann es aber zu einem Graphen machen, indem man auf den zwei Kanten zwischen
A und C sowie auf den zwei Kanten zwischen D und C' jeweils einen zusétzlichen Knoten
einfiihrt; man erhélt einen Graphen G mit 8 Knoten und 11 Kanten. Die Frage ist nun:
Gibt es einen Eulerweg in G? Nein, denn es gilt folgender

Satz 10.3. Fin zusammenhdingender Graph G besitzt genau dann einen Fulerweg, wenn
gilt: fir alle v € V ist d(v) gerade.

Beweis. “=" ist klar; “<="

(i) Ist E # @, so existiert ein geschlossener Weg der Linge > 0 in G, in dem alle
Kanten verschieden sind. Starte hierzu mit e; = (vg,v;). Es existiert eo = (vy,v2) mit
vy # vp; man kann entsprechend solange eine Kante e;1; = (v;,v;41) finden, die als
nichtorientierte Kante verschieden von den bisher verwendeten nichtorientierten Kanten
ist, wie v; # vo,...,v;—1 ist. Irgendwann ist v;4; = v;_; fiir ein j < ¢. Dann ist v =
e;j€jt1 - - - €1 ein geschlossener Weg mit A(y) = v,_1 = E(v).

(ii) Induktion nach der Zahl der Kanten |E|. Fiir |[E| = 0 ist nichts zu zeigen. Im
Fall |E| # 0 seien v ein geschlossener Weg maximaler Léange, in dem alle auftretenden
Kanten verschieden sind, und C' der entsprechende Untergraph.

Behauptung: C' = G.

Angenommen, es wire C' # G. Dann ist fir G' := G — E(C) die Menge E(G') # @;
sei also €’ ein Element von E(G").

(iii) Weil G zusammenhéngend ist, existiert in C' ein Knoten v mit einer Kante
e = {v,w}, die in C nicht vorkommt. Denn es gibt zwei Moglichkeiten fiir €':

1) einer der Knoten von €’ gehort zu C; dann kann man diesen Knoten als v nehmen
und e := ¢’ setzen;

2) keiner der Knoten von €’ gehort zu C'; es gibt dann aus Zusammenhangsgriinden
einen Weg von einem der Knoten von €’ nach irgendeinem Knoten ¢ von C. Man
setzt dann v := ¥ und nimmt als e die erste Kante dieses Wegs, die nicht mehr zu
C gehort.
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(iv) O.B.d.A sei A(y) = E(v) = v.

(v) Sei H die Zusammenhangskomponente von G’, die e enthélt. H ist zusammen-
héangend, und alle v' € H haben geraden Grad.

(vi) Nach Induktionsvoraussetzung existiert in H ein Euler-Weg §; 0.B.d.A. sei A(0) =
E(6) =wv.

(vii) « und 6 haben gleiche Basispunkte und sind kantendisjunkt. Also ist y*d ein Weg
der Lénge > I(7y), in dem alle Kanten verschieden sind, im Widerspruch zur Maximalitét
von . O

Beobachtung 10.4. Die Zahl der v € V| fiir die gilt, daf d(v) ungerade ist, ist gerade.
Beweis. Wegen )\ d(v) = 2|E] ist
>, dw)=21E[- > dv);
veV veV
d(v)=1 mod 2 d(v)=0 mod 2

insbesondere ist die links stehende Summe gerade, da der rechts stehende Ausdruck gerade
ist. 0

Satz 10.5. Gilt in einem Graphen G mit |V| > 3, daff d(v) > |2ﬂ fiir alle v € V, so
enthalt G einen Hamilton-Zykel.

Beweis. (i) Die Aussage ist richtig fir G = K, mit n > 3 (triviale Induktion nach n).

(ii) Angenommen, die Aussage sei falsch; fiige zu G weitere Kanten e hinzu, solan-
ge dies geht, ohne dak ein Hamilton-Zykel entsteht. Es entsteht ein Graph G’, fiir den
folgendes gilt:

o V' =V, also |V'| > 3;
e (&' ist zusammenhéngend ;

V/
d(v) > ¥l vw e v

G’ hat keinen Hamilton-Zykel;

jede weitere Kante erzeugt einen Hamilton-Zykel.

0.B.d.A sei von jetzt an G := G

(iii) Da G # K,, gibt es 2,y € V, die nicht benachbart sind. Sei G der Graph mit
V(G) := V(G) und E(G) := E(G) U {{z,y}}. Dieser Graph G enthélt einen Hamilton-
Zyklus, also enthélt G selbst einen Weg x = 21, 25,...,2, = y, der alle Knoten von GG
genau einmal trifft.

(iv) Esist d(z) 4+ d(y) > n. Verteile wie folgt d(z) + d(y) — 1 Kugeln auf {i| 2 <i <
n—1}:
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e nach i kommt eine Kugel, falls {z, z;} € E (dies sind d(x) viele);
e nach i kommt eine Kugel, falls {z;_1,y} € E (dies sind d(y) — 1 viele).

Nach dem Schubfachprinzip gibt es ein i zwischen 2 und n — 1 mit {x, 2} € E und
{zi-1,y} € E.

Zi1 “n—1
— @ —_— [ ] — @
z ) Zi Y
(v) Dann bildet x, z9,..., 21,9, 2n_1,- - -, 2, ¢ einen Hamilton-Zykel in G, im Wi-
derspruch zur Annahme. O

Bemerkungen, Beispiele 10.6. (i) Es gibt zusammenhangende Graphen ohne Hamilton-
Zykeln, z.B. wenn ein v € V' mit d(v) = 1 existiert, oder

/\/\

(ii) 10.5 ist hinreichend, aber bei weitem nicht notwendig. Dies sieht man am Beispiel
des Wiirfels (der Hamilton-Weg verlduft entlang der doppelt gezeichneten Kanten):

S

7
7
2
Z

es ist hier |V| =8 und d(v) = 3 fiir alle v € V.

ete.

(iii) Es ist also ziemlich undurchsichtig, welche Graphen Hamilton-Zykeln besitzen. Es

ist kein in n = |V| polynomialer Algorithmus bekannt, der fiir einen gegebenen
Graphen entscheidet, ob ein Hamilton-Zykel existiert, und diesen gegebenenfalls
konstruiert.
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Definition/Satz 10.7. Sei G = (V, E) ein endlicher zusammenhdingender Graph. Es
sind dquivalent:

(i) G ist minimal zusammenhdngend, d.h. [t man eine Kante e weg, so ist G — {e}
nicht mehr zusammenhdngend;

(ii) G besitzt keine Zykel;
(i) |E|=|V]|—-1.
Solche Graphen heiflen Baume.

Beweis. (i1)=(ii): Man kénnte in einem Zykel C' eine beliebige Kante weglassen, ohne den
Zusammenhang von C' zu zerstoren.

(il)=(iii): Weil G zusammenhéngend ist, ist |E| > |V| — 1; wir zeigen die Gleichheit
durch Induktion nach |E|. Fiir |[E| = 0 ist nichts zu zeigen; wir behaupten: fiir |E| > 0
existiert v € V mit d(v) = 1.

Zum Beweis dieser Behauptung starten wir mit vy und laufen entlang eines Wegs
Vg, V1, . - ., U, mit lauter verschiedenen Knoten v;, solange dies mdoglich ist. Bei Abbruch
ist d(v,) = 1, denn sonst gidbe es einen Nachbarn w von v,, der schon besucht wurde,
also w = v, fiir ein 7. Damit hitte man einen geschlossenen reduzierten Weg v; . .. v,v; im
Widerspruch zur Voraussetzung (ii). Insgesamt konnen wir also v := v, setzen.

Setze ferner G’ := (V/, ') mit V' :=V — {v} und E' := E — {e}, wobei e die einzige
Kante ist, zu der v gehort. Dann ist 7 zusammenhéngend und zykelfrei, so dak nach
Induktionsannahme |E’| = |V’| — 1 ist; also ist auch |E| = |V]| — 1.

(iii)=-(i): Liefe man eine Kante weg, hétte man im verbleibenden Graph die Unglei-
chung |E| < |V| — 1; dieser wére also nicht mehr zusammenhéngend. O

Korollar 10.8. Sei T ein Baum.

(i) Zu v,w € V(T) existiert ein eindeutiger reduzierter Weg ~v mit A(vy) = v und
E()=w;

(i) Fv € V(T) mit d(v) = 1.
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Beispiel 10.9. Es gibt folgende Isomorphieklassen von Baumen mit n Knoten:

|

N
/

o o
'
o o

|
i N\

Die Frage, wieviele solche Isomorphieklassen es bei beliebigem n gibt, ist nicht ohne wei-
teres zu beantworten; die Beantwortung wird leichter, wenn die Knoten mit Nummern
versehen sind.

Korollar 10.10. Sei G = (V, E) und |V| = n.

(i) Ist G zykelfrei, so gilt |E| <n —1 und

|E| =n— 1< G ist Baum < G ist zusammenhdngend;
(ii) Ist G zusammenhdingend, so gilt |E| > n —1 und
|E| =n— 1< G ist Baum < G ist zykelfrei.
Beweis. Zu (i): Sind G; = (V;, E;) fiir 1 < i < r die Zusammenhangskomponenten von
G, so gilt _
G= U1§ingi ;

aufkerdem sind die G; zusammenhéngend und zykelfrei, also Baume. Es ist

B[ =) |El= > (Vil-1)= (Z |m|> —r=n—r.

1<i<r 1<i<r
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Zu (ii): Ist G Baum, so ist |E| = n — 1. Andernfalls kann eine Kante weggelassen
werden, ohne daf die Zusammenhangseigenschaft verloren geht, und zwar solange, bis ein
Baum 7" mit derselben Knotenmenge V' entsteht. Bezeichnet s die Zahl der weggelassenen

Kanten, so ist
|E|=|E(T)|+s=n—1+s.

]

Satz 10.11 (Cayley um 1860). Die Zahl der Biume T = (V,E) mit V =N, ist t, = n"2
fiirn > 2.

Beweis. Zunéachst iiberlegt man sich: Man kann anstelle der Baumstrukturen insgesamt
auch die zwei-markierten Bdume zdéhlen, d.h. die Bdume T mit zwei ausgezeichneten
Knoten v, w (die gleich sein kénnen, deren Reihenfolge aber festliegt). Es gibt n? Zwei-
Markierungen auf jedem T'; es geniigt also zu zeigen, daft es n" zwei-markierte Baume
gibt.

Wir konstruieren eine Bijektion von Abb(N,,,N,,) auf die Menge der zwei-markierten
Béaume zu N,,. Sei dazu f € Abb(N,,,N,,); wir setzen

C:={z € N,|Ji € Nmit f'(z) = 2}
={a<c<- <}
( C ist nichtleer, denn z, f(x), f*(z), ... muf sich irgendwann wiederholen.
Weiter ist f|c bijektiv auf C'.) und

di == f(ci) .

Fir 1 <7 <k — 1 zeichnen wir je eine Kante von d; nach d;;; (zusammen also k& — 1
Stiick); wir setzen v := d; und w := dj. Fir alle weiteren j € N,, — C' verbinden wir
J mit f(j) durch eine Kante (dies ergibt n — k Kanten). Wir erhalten einen Graphen
T mit n Knoten und n — 1 Kanten. Da in j, f(5), f2(4), ... irgendwann Wiederholungen
auftreten, sind der Knoten j und einer der Knoten d; verbunden. Der entstehende Graph
T ist also zusammenhéngend; da er n — 1 Kanten hat, ist er ein Baum, der durch v und
w zwei-markiert ist.

Sei umgekehrt (7', v, w) ein zwei-markierter Baum auf N,,. Sei v der wohlbestimmte
reduzierte Weg von v nach w, v = (v = dy,dy, .. .,dr = w). Die d; seien der Grofe nach
geordnet als ¢; < ¢g < -+ < ¢. Fir j € N,,,j # d; sei f(j) der Nachbar von j auf dem
wohlbestimmten Weg von j nach ~; ferner sei f(c;) := d;. Dann ist f eine wohldefinierte
Abbildung von N,, nach N,,, und f <> (T, v, w) ist bijektiv. O
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Bemerkungen:

(i) Hat der ausgezeichnete Weg v = (v = dy,ds,...,dy = w) in (T,v,w) die Lénge
k —1, so ist k = |Bild(f*)| = |Bild(f"!)|. Insbesondere gilt: T ist genau dann
isomorph zu P,, der Strecke von v nach w, wenn f bijektiv ist, und dafiir gibt es
genau n! Moglichkeiten.

en

(ii) Die Zahl der Isomorphieklassen von Baumen mit n Knoten ist > ”77:2 > e
Z.B. ist diese Zahl 823065 fiir n = 20, wihrend 20'® /20! den Wert 107750 liefert.

Beispiel 10.12. Die Konstruktionen des Beweises sollen an einem Beispiel veranschau-
licht werden. Sei n =5 und f : N5 — Nj gegeben durch

keNs |1 2 3 4 5
fky|2 4 5 1 27

12 ist also

keN; |1 2 3 4
k)[4 1 2 2

Insgesamt ist hier C' = {1,2,4}. Der im Beweis konstruierte Baum hat die Darstellung

)
4

e — o
2 4
\

°5

?

°
1

®3
wobel v der Knoten mit der Nummer 2 und w der Knoten mit der Nummer 1 ist.

Definition 10.13. Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender endlicher Graph. Ein Un-
tergraph T' heifit maximaler Unterbaum (oder spannender oder erzeugender Unterbaum),
wenn gilt:

(i) T ist Baum;
(i) V(T)=V .

Nach 10.11 hat K,, genau n"~? maximale Unterbiume. Jeder zusammenhingende end-
liche Graph besitzt einen maximalen Unterbaum. Dieser entsteht nach 10.10 durch Weg-
lassen von |E| — |V| 4+ 1 Kanten; allerdings miissen die weggelassenen Kanten gewissen
Bedingungen unterworfen werden. Z.B. hat der K, genau 42 = 16 maximale Unterbiume;
es gibt aber (g) = 20 Moglichkeiten, 3 Kanten wegzulassen (die Zusammenstellung der

maximalen Unterbiume wird zur Ubung empfohlen).
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Maximale Unterbdume kommen in technischen Problemstellungen vor:

e clektrische Netzwerke: ein Potential auf den Knoten kann durch Potentialdifferenz
auf den Kanten eines maximalen Unterbaums festgelegt werden.

e Telefonnetze, Datennetze, Transportnetze.

Die grundlegenden Probleme im Zusammenhang mit diesem Begriff bestehen darin, einen
Algorithmus zu finden

e zur Bestimmung eines maximalen Unterbaums zu einem gegebenen Graphen G,
eventuell mit Nebenbedingungen;

e zur Bestimmung der Zahl aller maximalen Unterbdume.

Beispiel 10.14. Sei G der folgende Graph, wobei die Kanten mit den eingezeichneten

Gewichten versehen sind.
3 8
oQ—O
€6
€5 6 €4

2 2

ezl 1 /
3

@

Ein maximaler Unterbaum ist mit den doppelt gezeichneten Kanten gegeben. Suche den
maximalen Unterbaum 7" mit minimalem Gewicht (d.h. ) c ) w(e) ist minimal unter
allen T)!

Sei im folgenden G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph mit |V| = n und w :
E — R>( eine Gewichtsfunktion.

Algorithmus 10.15. (“Greedy-Algorithmus” zur Bestimmung des maximalen Unter-
baums minimalen Gewichts)

0) =2 .

(1) Wahle e; mit w(e;) minimal (diese Wahl ist nicht notwendig eindeutig; wéhle ein
solches e1); fiige e; zu E’ hinzu.

(2) Waihle e; mit minimalem Gewicht in E' — E’; fiige e5 zu E’ hinzu.
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(3) Fir ¢ > 3 wihle e; mit:
(i) e & £ ;
(ii) (V, E'U{e;}) hat keinen Zykel;
(iii) w(e;) minimal mit (i), (ii);
fiige e; zu E' hinzu.
(4) Falls dies nicht geht: breche ab.
ergrofere ¢ um 1 und gehe nac :
5) Vergrofere i 1 und geh h (3

Satz 10.16. Dieser Algorithmus liefert einen mazimalen Unterbaum minimalen Gewichts
des zusammenhdngenden Graphen G. Insbesondere bricht das Verfahren genau beit =n =

|V| ab, d.h. bei Abbruch ist E' = {ey,... en_1}.

Lemma 10.17. Seien Hy, Hy zykelfreie Untergraphen von G mit derselben Knotenmenge
V wie G und |E(Hy)| < |E(H3)|. Dann ezistiert e € E(Hy) — E(Hy), so daf$ auch
(V,E(Hy) U{e}) zykelfrei ist.

Beweis. Angenommen, die Aussage sei falsch. Dann gilt fiir alle e € E(H,), dak e bereits
zu E(H;) gehort oder in H; einen Zykel erzeugt. In beiden Féllen verbindet e Knoten, die
schon in H; durch einen Weg verbunden sind, also zur selben Zusammenhangskomponente
gehoren.

Dies hat zur Folge, dafs jede Zusammenhangskomponente von Hs in einer Zusam-
menhangskomponente von H; enthalten ist. Deshalb besitzt H, mindestens so viele Zu-
sammenhangskomponenten wie H; im Widerspruch zu 10.10 (i), wonach Hj, da es mehr
Kanten hat, weniger Zusammenhangskomponenten besitzen muf. O]

Beweis von 10.16. (i) Der Algorithmus bricht ab bei E = {ey,...,¢e;_1}, wenn kein e;
existiert mit e; ¢ E' und (V, E' U {e;}) zykelfrei. Wird in 10.17 Hy := (V, E’) gesetzt und
flir Hy ein maximaler Unterbaum 7' genommen, so folgt ¢ > n, und wegen 10.10 dann
sogar ¢ = n. Dies zeigt, dals der Algorithmus jedenfalls einen maximalen Unterbaum T
liefert; es bleibt zu zeigen, dafs dieser minimales Gewicht hat.

(i) Angenommen, H wire ein maximaler Unterbaum mit w(H) < w(T).
Seien hy,...,h,_1 die Kanten von H, so geordnet, daf gilt

w(hy) <w(hy) < - < w(hp-) ,
und seien eq, ..., e,_; die Kanten von 7" in der Reihenfolge ihrer Auswahl, so daf also gilt

w(er) <w(eg) < -+ <wley_q) -
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Sei 7 der kleinste Index mit

> why) < > wley)

1<j<i 1<j<i
dann ist i > 2 und w(h;) < w(e;).
(iii) Seien
T,y = (V.{e1,...,€i-1});
Hi = (V, {hl, ceey hz}) .
Nach (10.17) existiert ein j zwischen 1 und i, so dak fiir h; gilt
o hy ¢ E(Ti-1) ;

e h; produziert zusammen mit 7;_; keinen Zykel (d.h. (V,{e1,...,e;_1, h;}) ist zykel-
frei).

Es gilt jedoch w(h;) < w(h;) < w(e;), im Widerspruch dazu, daf der Algorithmus im
i-ten Schritt e; gewahlt hat. m
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11 Abzahlaussagen iiber Graphen

Wir kennen bereits die Zahl der Biaume T mit V(T) = N,, (es sind n"~? Stiick) und die

Zahl der Graphen G mit V(G) = N, (es sind 2(3) Stiick). Es stellt sich nun die Frage,
wieviele dieser Graphen zusammenhangend sind. Zunéchst stellt man fest, dak die Zahl

aller Graphen auf N,, (die wir kennen) gleich folgender Zahl ist:

Z H (Zahl der zusammenhéngenden Graphen auf V;) .

(Voo Vp) 1<y
UVi=Nn

Um diese Feststellung ausnutzen zu konnen, entwickeln wir zunédchst einige abstrakte
Begriffe (links), die wir parallel sogleich an der Beispielsituation der zusammenhéngenden
Graphen illustrieren (rechts).

11.1. Definition. Sei P eine nichtleere Menge,

(1)

(i)

(i)

FEine Karte C' = (S, p) ist ein Paar, be-
stehend aus einer endlichen Teilmenge
S C N (der Nummernmenge) und einem
Bild p € P. Das Gewicht w(C') einer
Karte ist die Kardinalitdt von S. Der
Standardrepriasentant der Karte C =
(S,p) ist die Karte (Nyc),p).

FEine Hand H st eine endliche Men-
ge von Karten (S;,p;), deren Nummern-
mengen S; eine Zerleqgung von N, fir
ein n € N bilden. In diesem Fall ist
w(H) :=n das Gewicht von H.

FEin Deck D des Gewichts w(D) = n ist
eine endliche Menge von Standardkar-
ten (d.h. standardnumerierten Karten)
C; = (N,,p;) mit lauter verschiedenen
Di-
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die Bildermenge.

Ein numerierter Graph ist ein endlicher
Graph mit V(G) € N. Wir ordnen jedem
numerierten Graphen G den standard-
numerierten, Graphen G mit V(G) =
N\V(G)\ zu, wobel wir V(G) mit N|V(G)|
in der wohlbestimmten ordnungserhal-
tenden Weise identifizieren.

Als Bildermenge P nehmen wir hier
die Menge aller standardnumerierten zu-
sammenhdngenden Graphen; eine Kar-
te ist ein Paar (S,p) mit S = V(G) fur
einen numerierten zusammenhéngenden
Graphen G und p = G. Die Angabe ei-
ner Karte ist also dquivalent zur Angabe
eines zusammenhdngenden numerierten
Graphen.

Eine Hand vom Gewicht n ist ein Graph
G = (V,E) mit V = N,;; die Karten die-
ser Hand sind die Zusammenhangskom-
ponenten von G.

Die Menge aller zusammenhéngenden
Graphen G mit V(G) = N,, ist ein Deck
vom Gewicht n.



(iv) Eine Exponentialfamilie F zur Bildermenge P ist
eine Folge Dy, Dy, ... von Decks mit w(D;) = i.
(v) Fir eine Exponentialfamilie

.F: (Dl,DQ,...)

seien
d, = |D,| firn>1;dy:=0;
Xn
D(X) = Yd N o]
n>0
h(n,k) = Zahl der Hinde des Gewichts n

mit k Karten, wobei alle auf-
tretenden Karten C' = (S,p) einen
Standardreprasentanten in D)

besitzen ;

h(n) = Y hnk);

HX,Y) = > h(n,k)%Yk.

n,k>0

Im Beispiel sind d,, die Zahl
der zusammenhéangenden
Graphen mit Knotenmenge
V = N, weiter h(n,k) die
Zahl der standardnumerier-
ten Graphen mit V' = N,, mit
genau k Zusammenhangs-
komponenten, schlieflich
h(n) die Zahl aller standard-
numerierten Graphen mit

V =N, also 2(2)

Definition/Lemma 11.2. Seien zwei Ezponentialfamilien F' = (Dy, D), ...) und F" =

(D], Dy, ...) mit Bildermengen P', P" gegeben. Seien P' =

UP!, P" = UP/, wobei P! bzw.

P! die Bilder sind, zu denen es in F', F" Standardkarten des Gewichts i gibt. Fir alle
i sei P/ N P/ = (. Betrachte die Exponentialfamilie F = (D1, Ds,...) zu P = P' U P”

mit D; :== D}UD!. Dieses F heifit die direkte Summe F’ &

erzeugenden Funktionen H, H', H" gilt

F" von F' und F". Fiir die

H(X,Y)=H'(X,Y) H'(X,Y) .

Beweis. Betrachte eine Hand H des Gewichts n in F. Einige der Karten von H kommen
von F’, die anderen von F”. Die von ' herkommenden Karten bilden eine “Unterhand” H’
von H mit Gewicht n’ < n mit &’ < k Karten und in ordnungstreuer Weise umnumeriert
durch eine Teilmenge S C N,,; ebenso fiir F”. Die Angabe von H ist dquivalent zur

Angabe

e von H' vom Gewicht n’ mit & Karten zu F’ ;

e der Teilmenge S’ von N,,, mit der H' umnumeriert wird;
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e von H” vom Gewicht n” :=n —n' mit k" := k — £k’ Karten zu F” ;
e der Teilmenge S” :=N,, — 5" von N,,, mit der H” umnumeriert wird

— wobei die letzte Angabe offensichtlich redundant ist. Versehen wir die Funktion h(n, k)
mit Strichen je nachdem, von welcher Exponentialfamilie die jeweils gezdhlten Hande
herkommen, so gilt also

h(n, ]{?) _ Z h'(n', k;')h"(n", k”) ’
(’n/,k/),(n//,k//)
nl+n//:n,k/+k//:k

und dies ist der Koeffizient von £:Y* in H'(X,Y)- H"(X,Y) . O
Satz 11.3. Es sei F eine Exponentialfamilie mit erzeugenden Funktionen D(X) bzw.
H(X,Y). Dann gilt die Exponentialformel

H(X,Y)=¢"PE)

(Hierbei ist die rechts stehende formale Potenzreihe wohldefiniert, denn die einzusetzende
Reihe hat kein Absolutglied, da jeder einzelne Term durch Y und durch X teilbar ist.)

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir Spezialfille, die zusehends allgemeiner werden, bis
sich schliefslich der allgemeine Fall ergibt.
(i) Spezialfall: F besitze nur ein Deck D, (d.h. D; = @ fiir ¢ # r) mit d, = 1. Dann

ist
XX’
D(X)=) dimr="7 . (*)

Eine Hand H besteht aus einer gewissen Anzahl £ von umnumerierten “Kopien” der Karte
C'in D,; genauer gilt H = {C1,...,Cy} mit C; := (S;, p), |S;| = r fiir alle i und JS; = N,,.
Das Gewicht von H ist k- r. Es ist also h(n, k) = 0, wenn n # kr; bleibt zu untersuchen,
welchen Wert h(kr, k) hat. Wir haben folgende Abzéhlungen:

k
Zahl der Numerierungen S5; fir C; = (T>;

kr —r
SQ 02 - ( r ))

Da die Reihenfolge der Karten keine Rolle spielt, gilt also

kr\ (kr —r r .
s r)! r—r)! rl
h(k?”, k‘) — r r r;) r!((k:rzr)! r!((kr—Q)r)! ST . (k”f’)'

k! k! (r))kk!
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und damit fiir unser spezielles F

H(X,Y) :zk:h(n, k)%Y’“ = Xk:%%yk

— exp (X;Y) = exp(Y D(X)) .

(ii) Spezialfall: d,. € N; alle d; sind = 0 fir ¢ # r. Wir machen Induktion nach d,;
der Fall d, = 1 wurde unter (i) behandelt. Sei also d, > 1. Schreibe F = F' @ F” mit
d! :=d,—1und d! := 1. Dann gilt die Behauptung nach Induktionsvoraussetzung fiir 7
und F”; es ist (wenn wir wieder durch Striche kennzeichnen, zu welcher Exponentialfamilie
welche erzeugende Funktion gehort)

HX,)Y) = H(X,)Y) H'(X,Y)=¢P'X) . YD)

11.2

Y(D'(X)+D"(X)) — Y (d-DE+50) _ v(d2F) _ YD(X)

- €

(iii) Spezialfall: Nur endlich viele Decks sind nichtleer, d.h. es existiert ein r € N, so
dal D; = @ fiir i > r. In diesem Fall schreiben wir F = F/ § F" & --- & F), wobei F
die Exponentialfamilie ist, an deren i-ter Stelle D; steht und sonst die leere Menge. Der
Beweis erfolgt dann iiber Induktion nach r unter Verwendung von 11.2 und (ii).

(iv) allgemeiner Fall: Sei h*(n, k) der Koeffizient von 2-Y* in e¥P(X). Zu zeigen ist
h*(n, k) = h(n, k) fiir alle (n, k) € N2 Klar ist

h(n,k) =0=h*(n,k) firk>n. (xx)

Sei F die Exponentialfamilie (Dy, Dy, ..., D,,@,,...). Dann gilt (mit einer offensichtli-
chen Kennzeichnung der Herkunft der h-Funktionen) fir n < r:

h(n,k) = h(n,k) ; h*(n,k) = h*(n, k) .

Fiir F gilt die Behauptung nach (iii). Daher ist h(n,k) = h*(n,k) und damit auch
h(n,k) = h*(n,k) fir & < n < r, sogar fir alle (n,k) mit n < r wegen (*x). Da diese
Uberlegung fiir jedes beliebige r durchgefiihrt werden kann, gilt insgesamt die Behauptung
fiir alle n € N.

O

Korollar 11.4. .
) X D(X)
H(X):= E h(n)—n! =H(X,1)=e .

n>0
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n

Bemerkung 11.5. Im Beispiel der Graphen sind h(n) = 2(2) und d,, die Zahl der
zusammenhéngenden Graphen (V) F) mit V = N,,. Nach dem Satz gilt also die Potenz-

reihenidentitét
ny X" X"
S22 — e <qu) .
n>0 n>0
Die naheliegendste Strategie wére nun, zu den von den Potenzreihen dargestellten Funk-
tionen tiberzugehen und mithilfe der Logarithmusfunktion nach d,, aufzul6sen. Leider

funktioniert diese Strategie nicht, da die links stehende Potenzreihe Konvergenzradius 0
hat, wie man sich zur Ubung klarmachen mége. Gliicklicherweise gibt es hierfiir Abhilfen:

Erinnerung 11.6. Seien f(X) = 3. a; X' mit ap = 1 und g(X) = 7., b; X" Potenz-
reihen mit Koeffizienten in C. Definiere log(f) = log(1 + (f — 1)) durch Einsetzen von

f—1linlog(l1+ X) =X — X72 + XTS — ---. Dann gelten, unabhéngig von Konvergenzbe-
trachtungen:
elos+X) — 1 4 x| log(e®) = X ; (i)
et = (X)) ; (if)
log (/M) = g(X); (iii)
d f'(X) ,
—(1 = .

Sei speziell f(X) die linke Seite von 11.4, also H(X), und sei g(X) der Exponent der
rechten Seite von 11.4, also D(X). Es gelten dann (jede der Aussagen ist unmittelbare
Folge ihrer Vorgéngerin):

FX) = e og f(X) = g(X) ; Fx(log f(X)) = F9(X) ;

F8) = o) XIE) = Xiko(X) 1 XJ(X) = Xg/(X)7(X)

Koefhizientenvergleich liefert

b =3 (?)i-di~h(j): 3 <7Z)i.di.h(n—i);

i,5>0 0<i<n
itj=n

hieraus erhalt man direkt

-1
h(n) = Z <7Z_ 1)di hn — )
0<i<n
und schliefslich mit ~(0) = 1

dy=hin)— 3 (?:f)di-h(n—i). (%)

1<i<n—1

Dies ist eine in beide Richtungen lesbare Rekursion fiir n > 2. Wir haben bewiesen:
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Satz 11.7. Fir eine beliebige Exponentialfamilie F und n > 2 gilt (x).
Korollar 11.8. Fir die Zahl d,, der zusammenhdngenden Graphen mit Knotenmenge N,
gilt die Rekursion
n —1 n—i
dn:2(2)— n 2(2)di.
> (2]
1<i<n—1
Die Tafel der d,, in der graphentheoretischen Situation beginnt folgendermafien:

n [1]2][3]4] 5| 6
d, | 1]1]4]38]728]26704

Bemerkung: Beschrankt man sich auf den graphentheoretischen Begriffsapparat, ist die
Zerlegung von F in eine direkte Summe keine sinnvolle Operation. Der allgemeinere be-
grifliche Rahmen war also der Schliissel zur Losung des Problems. Dariiberhinaus gibt
es weitere Beispiele von Exponentialfamilien, in deren Behandlung der Satz 11.3 niitzlich
ist:

Beispiele 11.9. 1) Sei F die folgende Exponentialfamilie:

e cine Karte ist ein beliebiger Zykel in S, fiir n € N (hat der Zykel r Glieder, so ist
die zugehorige Standardkarte das Element von S, mit der passenden Reihenfolge);

e cine Hand vom Gewicht n ist ein Element von S,,;

e cin Deck vom Gewicht n ist die Menge aller Standardkarten vom Gewicht n, d.h.
die Menge der Zykel der Lange n in .S,,.

Mit diesen Festsetzungen sind offenbar h(n,k) = c(n, k), h(n) = >, h(n,k) = n! und
d, = (n —1)!. Aus 11.7 erhalten wir zunéchst nur

(n—1) =n!— z: C:;yn—DW—lﬂ:m— EZ(n—M

— also nichts Spektakuléres. Doch sieht man sich anstelle von H (X, 1) allgemeiner H(X,Y')
an, so ergibt sich mit

n>1 n>1

Z:dnJJ%;Yk:em3<Ykg(Ii;?))::?rigay,

n,k

aus 11.3

also eine erzeugende Funktion fiir die ¢(n, k), die wir bisher noch nicht kannten.
2) Eine weitere Exponentialfamilie ergibt sich mit folgenden Setzungen:
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e cine Karte ist eine nichtleere Teilmenge von N,,;
e cine Hand ist eine Zerlegung von N,,; die Zahl der Héande ist also die n-te Bell-Zahl.

Man erhélt hier, ganz dhnlich wie in 1), eine erzeugende Funktion in zwei Variablen fiir
die S(n, k); dies sei zur Ubung empfohlen.

3) In Abwandlung von Beispiel 1) kann man anstelle aller Zykel von S,, auch nur die
geraden oder nur die ungeraden Zykel betrachten.

12 Polya-Abzahlung

Wir wissen nun, wieviele Graphen, Bdume oder zusammenhéngende Graphen mit Kno-
tenmenge N,, es gibt; was wir bisher noch nicht wissen, ist, wieviele Isomorphieklassen
solcher Graphen etc. es gibt.

Definition 12.1. Die endliche Gruppe G operiere auf der endlichen Menge X mit |X| =
n. Fir g € G sei c(g) = (c1(g9),...,calg)) der Zykeltyp von g auf X. Betrachte n ver-

schiedene Unbestimmte X, ..., X, und ordne g € G das Monom Xfl(g)X262(g) LX)
zu. Der Ausdruck

Zaw(X1, .. X)) ZXcl(g L X (9)

geG
heifit der Zykelzeiger von G auf X .

Bemerkung: Ordnen wir X; das Gewicht ¢ zu, so ist Zg x ein isobares Polynom vom
Gewicht n, denn es gilt > i -¢;(g) = n.

Seien |X| = n und |Y| = r. Operiert G auf X, so operiert G auch von links auf
Abb(X,Y) =: V¥ durch (gf)(z) = f(g ') fiir fe Y¥ 2 € X und g € G.

Satz 12.2. Die Zahl der Bahnen von G auf Y ist

Z Tyooo,T) 1= qu g)++ealy
G7X(7 9 ’G|

geG

Beweis. Nach dem Lemma von Burnside ist die Zahl der Bahnen auf Y% gegeben durch

Z |{Fixpunkte von g auf Y}/ .

gEG

Fiir ein g € G gilt folgende Kette von Aquivalenzen:

100



f X — Yist g-invariant
& f ist konstant auf allen Zykeln von g
& f ist Funktion auf der Menge der Zykel von g .

Hat g den Zykeltyp (ci,...,c,), so gibt es genau ¢; + - - - + ¢, Zykel; da es ferner r
mogliche Werte gibt, die f auf einem Zykel annehmen kann, gibt es genau ™" solche
g-invarianten Funktionen f € Y¥. m

Anwendung 12.3. Ein Graph mit Knotenmenge V' = Ny, ist gegeben durch die Kanten-
menge £ C PBy(Ng), d.h. durch eine charakteristische Funktion xg : P2(N,) — {0,1}. Es
gilt

(Ny, B) 2 (N, E') & FJoeSymito(E)=E <& Joe€ Symito(xe)=xg .

Daher gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen von Graphen mit
k Knoten und der Menge Sy, \ Abb(B2(Ng), {0,1}). Zu bestimmen ist also

. k
ZSkﬁBQ(Nk)(Xb cen 7Xn) mit n = |m2(Nk)| = (2> .

Satz 12.4 (Polya 1937). Seien X,Y und G wie in der Situation von 12.2; wir schreiben
Y=A{y, ..,y ) und Y* = F. Fira=(ay,...,a,) € Ny mit w(a) ==Y, a; =n sei

Fla) :={f e FIIf ()l = a;} ,

so daf$ also gilt F = Uw(g):n}'(g); ferner ist F(a) stabil unter der Operation von G, d.h.
F(a) ist disjunkte Vereinigung von Bahnen von G auf F.
Fiir jedes y; € Y set Y; eine Unbestimmte. Dann gilt:

2@X<§3%72323~7232ﬁ=:ij\fmwwwy~ww. ()

1<j<r 1<j<r 1<j<r aeNg

w(a)=n

Beweis. (i) Beide Seiten sind homogene Polynome in den Y; vom Grad n (fiir die rechte
Seite ist dies klar; fiir die linke folgt dies daraus, dak der Zykelzeiger allgemein ein isobares
Polynom vom Gewicht n ist, und aus der speziellen Gestalt der eingesetzten Ausdriicke).
Zu zeigen ist also die Gleichheit der Koeffizienten.

(ii) Nach 6.5 ist

!MﬂwﬂéZ%,

geG
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wobei ¢, hier die Anzahl der Fixpunkte von g bei festgehaltenem a bezeichnet. Sei f €

F(a) und g € G mit Zykeltyp (¢q,...c,) auf X. Dann ist f invariant unter g genau dann,

wenn jeder Zykel von g auf X' ganz in einem f~'(y;) liegt. Daher ist ¢, die Zahl der

Zusammenfassungen der Zykel von g zu einer Zerlegung von X vom Typ (aq,...,a,).
Sind C;j, die Zykel der Lénge 4, indiziert nach k£ (d.h. 1 <k < ¢;), so ist

X = Ulﬁisn Ci,k: )
1<k<c;

damit ist ¢, die Zahl der Zusammenfassungen zu einer Zerlegung
X = UlSjSTDj mit |D;| = a; .

(iii) Das Polynom links in () ist gleich |_cl;| > ogea X1 @ ... X9 wobei der Ausdruck
> i YJ’ in X; eingesetzt wird, also gleich

ci(g)
1 )
o2 1 (Z Y) ‘
geG 1<i<n J

Fiir festes g entsteht jeder Term von [[,,, (Z i Yj) ) durch die Wahl eines Index j
(dh. eines der Terme Y}) fiir jeden Faktor; die Faktoren sind durch (i, k) indiziert mit
1 <i<nund 1l <k <¢(g). Der Beitrag zu Y --- Y% ist die Zahl derjenigen Wahlen
unter den r1(9) . pe2(9) . ... pen9) m@glichen Wahlen, fiir die sich die Exponenten von Y;
zu a; aufsummieren.

(iv) Die Beitrdge von g € G zur linken und rechten Seite von (x) sind gleich. Denn
hat man in (iii) an der (7, k)-ten Stelle den Faktor Y} gewihlt, so gehort der Zykel Cy zu
D;. Umgekehrt gehort zu jeder Zerlegung wie in (ii) ein Satz von Wahlen wie in (iii): An
der (i, k)-ten Stelle soll Y} gewihlt werden, falls Cj zu D; gehort. O

Beispiele 12.5. Seien X = N,, und G C 5, eine Untergruppe. Wir berechnen Zg , in
den folgenden Fillen:

(i) G = C,, die zyklische Gruppe mit n Elementen; d.h. G = (o) mit o = (12...n);

(ii) G = Ds,, die Diedergruppe mit 2n Elementen; d.h. G = (o, 7) mit o wie in (i) und
7= (1,n)(2,n —1)--- (es gilt also Dy, = C,, U 7C,, und es wird daran erinnert,

daf 70771 = 707 = 07! gilt);
(i) G = Sy;
(iv) G = A,.
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Zu (i): Es ist ord(0?) = =T = k. Dann hat o/ genau % Zykel, alle der Linge Fk,

und es gibt genau ¢(k) solcher j zwischen 0 und n — 1 (wobei ¢ die Eulersche ¢-Funktion
bezeichnet). Deshalb gilt

1 o 1 n
o = L3 X5~ LSt

geChn k|n

Zu (ii): Fiir ungerades n hat jedes Element von D,,, — C,, Zykeltyp (1, ”T_l, 0,...), d.h.

einen Fixpunkt und "T_l 2-Zykel (man tiberzeuge sich hiervon). Daher gilt

1 1 nT—l
ZD27L7Nn = 5 Cn,Nn + §X1X2 .

Fiir gerades n gibt es in Dy, — C,, genau 7 Elemente mit je ¢ 2-Zykeln und genau 7

Elemente mit Zykeltyp (2, 25%,0,...) (man iiberzeuge sich hiervon). Daher gilt in diesem

Fall ) . 72
ZDyy N, = gZonm t 7 (Xf + XszT> :

Zu (ii): Sei ¢ = (c1, ..., ¢,) ein Zykeltyp zun, d.h. 37 . i ¢; =n. Es gilt
1 C1 C
PREES IR

hierbei bezeichnet h(c) die Zahl der o € S, mit ¢(0) = ¢, und nach 6.11 gilt

n!

h(c) =

- 101.Cl!.202.c2!...ncn.cn!‘
Zu (iv): Man {iberlege sich dies zur Ubung selbst (man beweise und verwende, daf
eine Permutation o genau dann gerade ist, wenn ) | co; eine gerade Zahl ist).

Unser Ziel ist die Berechnung von

1 di(o o
s ot (X, Xo) = 5 D 0 X X )

’ €Sk

wobel n = (g) ist und d;(o) die Zahl der i-Zykeln von Sy auf P2(Ny) bezeichnet. Wir
berechnen den Beitrag zu (*) fiir festes o € Sy mit Zykeltyp ¢ = (¢, ..., ¢) auf Ny und
{z,y} € Pa(Ny) (also x,y € Ny und z # y); dazu unterscheiden wir folgende Fille:

(i) =,y liegen in Zykeln A, B der Léngen a,b mit a # b; 0.B.d.A. a < b. Es gibt ¢,
(bzw. ¢) viele mogliche Wahlen von A (bzw. B). Die Menge {{z,y}| x € A,y € B} hat
Ordnung ab und zerfillt unter der Operation von (o) in kgVa—(l:z,b) = ggT(a,b) viele Bahnen
der Ordnung kgV(a,b). Denn o/{z,y} = {z,y} ist im vorliegenden Fall dquivalent zu
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o’(x) = x,07(y) =y, und beides tritt gleichzeitig friihestens ein fiir j = 0 mod kgV (a, b).
Der Beitrag solcher Zykel zum Produkt im zu o gehérenden Summanden von (%) ist also

ggT(a,b)-ca-cp
II X

1<a<b<k

(Diese Schreibweise verdient einen Kommentar: zwar kann kgV (a, b) > n sein; dies bereitet
jedoch keine Probleme, denn man iiberlegt sich leicht, dafs fiir solche Verénderliche mit
zu grofsem Index der Exponent verschwindet.)

(ii) x,y liegen in verschiedenen Zykeln A, A’ der gleichen Lénge a. Die Menge {{z,y}| = €
A,y € A’} der Ordnung a? zerfallt unter der Operation von (o) in @ Bahnen der Ordnung

a; der Beitrag zu (x) ist
H X;'( 2 )

1<a<k

(iii) @,y liegen im gleichen Zykel A der Linge a. Hier kann nun o/{z,y} = {z,y}
auch so eintreten, daf ¢/ (z) = y und 0’(y) = z sind. Wir unterscheiden zwei Félle:

(iii a) Ist a ungerade, gilt immer noch, dak das Eintreten der Gleichheit o/ {x,y} =
{z,y} dquivalent ist zu o’(x) = z und o’(y) = y. Die Menge {{z,y}| =,y € A} der
Ordnung (;) zerféllt unter der Operation von (o) in %1 Bahnen der Ordnung a; der
Beitrag zu (x) ist

a—1
[ x~

1<a<k
a=1 mod 2

(iiib) Ist a gerade und gilt y = o/(2) mit 1 < j < a,j # %, so hat immer noch {z, y}
die Ordnung a; die Menge {z,0%(z)} allerdings hat Ordnung % unter o. Damit ist der

Beitrag zu (x)
11 x5 xe

1<a<k

a=0 mod 2
Schreiben wir kurz Zg, g, ) (X1, ..., Xn) =: Zi, so haben wir insgesamt erhalten:
Satz 12.6.
1 88T (a,b)cacp Ca (%52)a yrea
Zk:EZh IT Xt HX H X I x Xgo .
c 1<a<b<k 1<a<k 1<a<k 1<a<k

a=1 mod 2 a=0 mod 2

Dieser zunéchst abschreckende Ausdruck ist noch einigermafsen gut auszuwerten, da
ja die ¢ im Allgemeinen stark mit Nullen besetzt sind. Wir halten einige Beispiele fest:
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Beispiele 12.7.

1
Ly = 5(2X1)2X1;
1
Zg = 6<X%+3X1X2+2X3);
1
Z, = §Zﬂ¥f+9xf33—%8X§+6kaxg).

Doch Vorsicht: im Allgemeinen gibt es auch X; mit i > k.

Korollar 12.8. Die Zahl der Isomorphieklassen von Graphen mit k Knoten und a Kanten

k

k
ist der Koeffizient von Yf’YQ(Q) in 2+ Yo, YR YR, YY), wobei n = (2

Beispiel 12.9. Fiir £ = 4 ist
Zu(Yi+Ya, Y+ Y9) =Y+ VPYs + 2V1Y5 4+ 3Y7PYS 4+ VPV + YD + Y
die 11 Isomorphieklassen haben folgende Gestalt:

/

12.10. Tabelle fiir die Anzahl iy der Isomorphieklassen von Graphen mit & Knoten:

kl1]2]3|4]5]6 ] 7 | 8 | 9 | 10
ip | 1]2]4]11]34]156 | 1044 | 12346 | 274668 | 12005168

Hierzu mufs man nicht den Satz von Polya verwenden; es geniigt, in Zj jeweils fiir alle

Verdnderlichen den Wert 2 einzusetzen.
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Polya entwickelte sein Abzahlverfahren im Blick auf Probleme aus der Chemie: dort
stellt sich haufig die Frage, wieviele verschiedene Arten von Molekiilen einer bestimmten
vorgegebenen Struktur es geben kann. Man kann diese Frage sehr vereinfacht auffassen als
die Frage nach den verschiedenen Moglichkeiten, einen Graphen mit r Farben einzuférben.
Dies soll am Beispiel des Wiirfels erlautert werden.

12.11. Beschreibung der Wiirfelgruppe. Welche raumlichen Transformationen fiih-
ren den Wiirfel in sich iiber? Wir setzen
G = {g€S0(3)|g(W)=W} und

G = {g€0@)|gW)=W},

wobei W den Wiirfel im euklidischen Raum R? mit Eckpunkten {(£1,41, 1)} bezeich-
net. Wir halten einige Ergebnisse iiber die Struktur von G fest:

e Es gilt [@ : G| = 2; ferner gibt es eine Einbettung von G in Sym(Knoten).
e (G operiert transitiv auf den Mengen der Knoten, Kanten und Flachen von W.

e |G| = 24; genauer hat G folgende Elemente:

3x2=06 Elemente der Ordnung 4 (Rotationen um die 3 Achsen durch gegen-
iiberliegende Flachenmittelpunkte um 90°
bzw. 270°)

4 x2=28 Flemente der Ordnung 3 (Rotationen um die 4 Raumdiagonalen
um 120° bzw. 240°)

3 x1=3 Elemente der Ordnung 2 (Rotationen um die 3 Achsen durch ge-
geniiberliegende Flachenmittelpunkte um
180°)

6 x 1 =6 Elemente der Ordnung 2 (Rotationen um die 6 Achsen durch ge-
geniiberliegende Kantenmittelpunkte um
180°)

1 Element der Ordnung 1 (Identitét)

e G operiert treu (d.h. nichttriviale Elemente operieren in nichttrivialer Weise) auf der
Menge der Raumdiagonalen von W: der Homomorphismus G — Sym(Raumdiagonalen)
ist injektiv. Wegen Sym(Raumdiagonalen) = S, und |G| = |Ss| = 24 gilt also sogar

o G = Sy; genauer haben die Elemente von G auf der Menge der Raumdiagonalen die
folgende Zykelstruktur:
die Elemente der Ordnung 4 haben Zykelstruktur (abed) ;
die Elemente der Ordnung 3 haben Zykelstruktur  (abc) ;
die 3 x 1 Elemente der Ordnung 2 haben Zykelstruktur (ab)(cd)
(es handelt sich also um die nichttrivialen Elemente der Kleinschen Vierergruppe);
die 6 x 1 Elemente der Ordnung 2 haben Zykelstruktur  (ab) ;
das Element der Ordnung 1 hat nur Fixpunkte .
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Insgesamt erhalten wir die 5 Konjugationsklassen der Sy.

Aus obigen Uberlegungen erhilt man die folgende Tabelle, die der Leser wenigstens
zum Teil verifizieren sollte.

12.12. Zykelstruktur von G auf Knoten, Kanten, Flichen.

Zahl Typ Knoten Kanten Fléchen
6 (abed) (4,4) (4,4,4) (1,4,1)
8 (abc) | (1,3,3,1) (3,3,3,3) (3,3)
3 | (ab)(ed) | (2,2,2,2) | (2,2,2,2,2,2) | (1,2,2,1)
6 (ab) (2,2 2,2) | (1,2,2,2,2,2,1) | (2,2,2)
1 id (1,...,1) (1,...,1) (1,...,1)

8 12 6

12.13. Zykelzeiger. Bezeichnet wieder ¢; = ¢;(g) die Zahl der Zykel der Lange i unter
der Operation von g € G auf den Knoten, so gilt

1 C C C+ C.
Z Knoven = 57 ) Xi' X5 X5 X

geG

=5 (6X4 +8X7XI+9X, + X7) .

Bezeichnet @ wie iiblich ein Element (ay,...,a,) von Nf, so liefert Einsetzen von

Poisyer Y Hir X
Z kﬁ}/lal e }/rar )

wobei der Koeffizient k, die Zahl der Bahnen von G auf Knotenférbungen mit a; Knoten
der Farbe 1,..., a, Knoten der Farbe r ist. Fiir » = 2 ergibt sich zunéchst

! Sl6(Y +Y5)? + 8(Vi + Vo) (VY + Y92 + 9(YY + V5)* + (Vi + Y2)"] .
24 ~ -~ ——
(%) (%)
Ein vollstdndiges Auswerten dieses Ausdrucks ware zwar moglich, aber miithsam. Relativ
schnell kann man etwas iiber den Koeffizienten des Y?Yy-Terms sagen: zu diesem konnen
nur (x) und (x*) beitragen; daher geniigt es, diesen Koeffizienten zu berechnen fiir

8
)Yﬁ}f;’ .

5

1
o —[8(Y? 4 2Y1Yy + YA (Y 4+ 2Y3YE + Y9 + <

Doch auch hier kénnen in dem noch auszuwertenden Produkt wieder nur bestimmte Fak-
toren beitragen; man hat insgesamt, daf der gesuchte Koeffizient

214 (16+ @) -7
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ist. Dies erlaubt uns nun, etwas iiber die Zahl der Isomorphieklassen bestimmter Farbun-
gen zu sagen:

12.14. Die folgende Tabelle gibt Auskunft {iber die Zahl z; der Isomorphieklassen von
Rot-Griin-Farbungen mit [ roten Knoten:

|01 2345
2|1 13373

6 7 8
3 1 1
Hierbei sind die Eintréage fiir 0 < [ < 2 einfach zu ermitteln; den Wert fiir [ = 3 hatten
wir in 12.13 ausgerechnet, und die Werte fiir 5 <[ < 8 ergeben sich aus Symmetrieiiber-

legungen. Ferner ergibt sich durch Einsetzen von 2 in den Zykelzeiger eine Gesamtzahl
von 23 Isomorphieklassen; fiir [ = 4 muls sich also 7 ergeben.

Bemerkung:
(i) Man beschreibe zur Ubung die 7 Konfigurationen fiir [ = 4.

(ii) Die G-Isomorphieklassen zu festem [ fallen unter G entweder paarweise zusammen,
oder sie sind auch schon G-Isomorphieklassen. Die erstgenannten sind “hindig” (d.h.
die Glieder eines Paares verhalten sich zueinander wie rechte und linke Hand), die
zweitgenannten nicht. “Héndigkeit” wird in der chemischen Beispielsituation sicht-
bar bei Hindurchschicken von polarisiertem Licht. Zwei Molekiile, die sich lediglich
durch die Handigkeit unterscheiden, kénnen gleichwohl sehr verschiedene Wirkun-
gen auf den Stoffwechsel eines Organismus haben; so beruhte beispielsweise die
katastrophale Nebenwirkung des Medikaments Contergan auf einer Verwechslung
bei der Handigkeit eines Inhaltsstoffes.

13 Etwas algebraische Graphentheorie

Die algebraische Graphentheorie besteht darin, einem Graphen G = (V, E) Invarianten
algebraischer Art zuzuordnen, z.B. Matrizen, Polynome, verschiedene abelsche oder nicht
abelsche Gruppen. .. Diese Theorie ist sehr reichhaltig und kann hier nur angeschnitten
werden; Ziel des Kapitels ist es, den Leser zu einem eigenstandigen Studium eines Werks
iiber algebraische Graphentheorie anzuleiten.

Definition 13.1. Seien |V| = n und |E| = m (es gilt also m < (})). Die Nachbar-
schaftsmatrix A von G ist die n x n-Matrix A, deren Zeilen und Spalten durch V' indiziert
werden, mit

1 falls v # w und {v,w} € E ;

0 sonst.

A= (a'v,w)v,we\/ Ay = {
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Das Spektrum Spec(G) von G ist die Multimenge der Eigenwerte von A mit Vielfachhei-
ten. Das charakteristische Polynom Pg(X) von G ist das charakteristische Polynom von
A, also das Polynom

det(XT, — A) = J] (X =N),

1<i<n

wobei A\y > A\ > -+ > N\, die der Griffe nach geordneten Figenwerte von A sind.

Bemerkung: Die Wahl des Buchstabens A riihrt in diesem Fall von der englischen
Bezeichnung adjacency matriz her.
Wir notieren einige triviale Beobachtungen iiber diese Matrix:

(i) G ist vollstéandig bestimmt durch A; es gibt einige Einschrénkungen an A: die Ein-
trage sind 0 oder 1, die Diagonalelemente sind 0, die Matrix ist symmetrisch.

(ii) Demnach ist A diagonalisierbar iiber R und hat reelle Eigenwerte.

(ili) Zerféllt G in die k& Zusammenhangskomponenten G; = (V;, E;) mit Nachbarschafts-
matrizen A;, so hat A eine Blockstruktur

Ay 0
Ay

0 Ay

Beispiele 13.2. Wir geben die Nachbarschaftsmatrix fiir einige Graphen an:

G P, C, K,
10 1. ro L 0 1
0 1 L
0 Lo 1 0---0 1 0 ! 1o

Lemma 13.3. Firl € Ny gelten:
(i) (AY)y. ist die Zahl der Wege in G der Linge | von v nach w ;

(ii) Tr(AY) ist die Zahl der geschlossenen Wege der Linge | in G .
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Beweis. (ii) folgt aus (i). (i) beweist man mit Induktion nach [: die Aussage ist klar fiir
[ =0 und [ = 1; ferner gilt nach Definition der Matrizenmultiplikation

(Alﬂ)u,w = Z(Al)u,v (A)o,w

]

Korollar 13.4. Ist Pg(X) = X" 4+ ;X" ' + X" % + -+ + ¢, das charakteristische
Polynom von G, so gelten

c1=0, ca=-m, c3=—2-|{Dreiecke inG}| .

Beweis. Wir erinnern zundchst an einen allgemeinen Sachverhalt iiber Polynome: Ist
P(X) = X"+ X" ' + X" ? 4+ ... € K[X] irgendein Polynom iiber einem Kérper
K, sind Ay, ..., \, die Nullstellen von P im algebraischen Abschluff K, und bezeichne S},
die Summe >, .. A¥ so gelten die Newton-Identititen

S1+ ¢ = 0;
So + 151 + 2¢9 = 0y
Vk<n Sp+ci1Sp_1+ -+ c_151 + ke = 0;

Vk>n Sk + CISk—l + e+ cn—lsk—n-l—l + CnSk—n = 0.

Hierbei stimmen die beiden fiir den Fall & = n angegebenen Ausdriicke iiberein wegen Sy =
n. Der Beweis dieser Identititen wird zur Ubung empfohlen (Hinweis: man interpretiere
P als charakteristisches Polynom einer geeigneten Matrix und betrachte die Spuren von
deren Potenzen).

Nun zum Beweis des Korollars; zunéchst weiff man aus der linearen Algebra, dafs
fiir jedes charakteristische Polynom einer Matrix A gilt ¢; = — Tr(A). Da hier A die
Nachbarschaftsmatrix eines Graphen ist, gilt also in der Tat ¢; = 0. Weiter ist Tr(A!) = Sj;
es gilt also nach der Newton-Identitat fiir £ = 2

52 +6181—|—2CQZO,
~— ~~
Tr(A2) 0

d.h. 2m T Tr(A?) = —2¢,. Ahnlich ist

3.3(i)
TI‘(Ag) + TI‘(AQ) + ¢ TI‘(A) + 3C3 =0 i
0 0
und Tr(A?) ist, wieder nach 13.3 (ii), die Zahl der geschlossenen Wege der Linge 3 in G,
also das 6-fache der Zahl der Dreiecke in G. ]
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Satz 13.5. Alle Figenwerte \; von G sind betraglich < 2771”7_1 .

Beweis. (i) Sind ay, ..., a reelle Zahlen, so gilt die Abschitzung

2
(o] < rxa
1<i<k 1<i<k

Schreibe namlich a; als m + b; mit m := %Z a; (also als Summe aus Mittelwert und Ab-
weichung). Dann ist die linke Seite der behaupteten Ungleichung k?m? (die Abweichungen
addieren sich zu 0 auf), und die rechte Seite ist

ke > (m? 4 2bm 4 b)) = Km® + k- > b
——

1<i<k

(ii) Wegen » -, _,,, A = 0 gilt fiir jeden Eigenwert A,

_Z/\i’ also auch  (\,) (ZA) < n—l)'Z)\?.

£ iF#r iF£r

Daraus ergibt sich

-1
A< (n—1) APb A< A = A? 2m, .
nA: < (n Z ZW. Z (A%) = ——2m

1<i<n 1<i<n

L
Korollar 13.6. Die Zahl der geschlossenen Wege der Linge | ist < n (Qm"T_l) 2. 0
Bemerkungen:

(i) Die Abschitzung ist nicht gut, da ja nicht alle Figenwerte der oberen Abschét-
zung aus Satz 13.5 nahekommen. Bessere Abschédtzungen erhélt man bei genauerer
Kenntnis der Eigenwerte.

(i) Man kann sich bei Kenntnis von Pg(X) eine Rekursionsformel fiir Tr(A’) verschaffen.
Denn zunéchst ist allgemein fiir A € Mat(n, C) folgende Identitét richtig:

D Tr(A) X' = X% log[det(1 — X A)]™" . (%)
>1

Um dies einzusehen, erinnere man sich, daf allgemein fiir eine formale Potenzreihe
f(X) die Identitdt % log f(X) = (())(()) gilt. Die Identitdt (%) (wo also speziell
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f(X) = det(1 — X A) gesetzt wird) beweist man dann durch Induktion tber die
Dimension n: Fiir n = 1 sind die beteiligten Matrizen einfach Zahlen, und es steht
letztlich eine geometrische Reihe da. Fiir den Induktionsschritt macht man sich
zunutze, dafs der Grundkorper algebraisch abgeschlossen ist: man kann dann die
Matrizen trigonalisieren und so durch Entwicklung nach der letzten Zeile den Fall
n auf den Fall n — 1 zuriickfiihren.

Setzt man noch f(X) =: > ;X" und bezeichnet die linke Seite von (x) als g(X)
mit Koeffizienten a; := Tr(A'), so hat man

oX) = X b G000 = ~XF0).

also geméaft der Definition der Multiplikation von Potenzreihen
> aby =~k b
i+j=k
die gesuchte Rekursionsformel schreibt sich also in der Form
ap = —k- bk — Zaibk_i .
i<k
Hierbei gentigt tatséchlich die Kenntnis von Pg(X), denn es gilt
fX) = (—1)"Pa(X7H)X" .
Proposition 13.7. Ein zusammenhdngender Graph mit Durchmesser d hat mindestens
d + 1 verschiedene Eigenwerte.

Beweis. Seien v, w € V mit Abstand d, realisiert z.B. durch den Weg
V="20,T1y-+.,Lg—1,Tg ‘=W .

Fiir jedes ¢ mit 1 < i < d gibt es einen Weg der Lange 7, aber keinen kiirzeren Weg, der
v mit x; verbindet. Also ist (AY), ., > 0, aber (A7), ,, = 0 fiir j < i. Daher sind die d 4 1
Matrizen A% Al ... A? linear unabhingig.

Ist andererseits s die Zahl der verschiedenen Eigenwerte von A, so hat, weil A diago-
nalisierbar ist, das Minimalpolynom M 4(X) den Grad s; es muf also gelten s > d+1. O

Beispiel 13.8. Sei G = K, also m = (). Dann ist

|
A=J—-1, mit J=
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Es ist P;(X) = X""1(X —n), also
Pa(X)=P;(X+1)=(X+1)"HX+1-n)

und Spec(G) = Spec(A) = {—1,...,—1,n— 1}, wobei der Eigenwert —1 mit Vielfachheit
n — 1 vorkommt. Damit ist fiir K, die Schranke von 13.7 scharf, ebenso die Schranke von
13.5. Die Zahl der geschlossenen Wege der Lénge [ in K, ist (n — 1)(—1)" + (n — 1)%.

Definition 13.9. Sei G = (V, E) ein mit einer Orientierung versehener Graph mit |V | =
n und |E| = m. Zu e € E bezeichne o(e) den Anfangspunkt, t(e) den Endpunkt von e
beziiglich der gewdhlten Orientierung, und € bezeichne die gegenliufig orientierte Kante.
Die Inzidenzmatrix von G (beziiglich der gewdhlten Orientierung) ist die folgende n X m-
Matriz:
—1, fallsv = o(e) ;
D = (dye)vey mit dy. =141, fallsv=t(e) ;

ecE
0 sonst.

Weiter sei Z die n x n-Diagonalmatriz

0, fallsv # w ;

Z = V2w )v,w it vw
Golower mit z, {d(v), fallsv =w .

Lemma 13.10. Q :=DD' =7 — A .

Beweis.
—1, falls v, w benachbart und verschieden ;
(DDY), Z dyed,,, = < 0, falls v, w verschieden und nicht benachbart ;
ecb d(v) fallsv = w .

]

Proposition 13.11. Der Rang von D ist n abziglich der Zahl der Zusammenhangskom-
ponenten von G.

Beweis. (i) Laft sich G = |JG; in die Zusammenhangskomponenten G; = (V;, E;) mit
Inzidenzmatrizen D; zerlegen, so hat D Blockstruktur

D, 0
D,
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der Rang von D ergibt sich also als die Summe der Rénge der Blocke. Daher kann
man 0.B.d.A. annehmen, G sei zusammenhéngend.

(i) Daalle Spaltensummen von D gleich 0 sind, ist rg(D) < n—1. Daher gibt es, wenn
d, den v-ten Zeilenvektor von D bezeichnet, eine Linearkombination der Zeilenvektoren

der Form
> aud, =0, (%)

veV
wobei nicht alle a, gleich 0 sind. Wahle ein von 0 verschiedenes a,; es muf dann d,, einen
Eintrag d, . # 0 haben — es gibt also eine Kante e, so daft v und e inzident sind (d.h.
so dak v € e). Fiir jedes derartige e existiert genau ein w # v mit d, . # 0, und es ist
dye + dye = 0. Damit (x) gelten kann, muf also a, = a,, sein. Da G zusammenhéngend
ist, miissen demnach sdmtliche Koeffizienten von (x) gleich sein, d.h. (x) ist Vielfaches
von ) . d,, und damit muf auch schon diese Summe gleich 0 gewesen sein. Dies heifst

aber rg(D) =n — 1. O
Proposition 13.12. Sei D die Inzidenzmatriz eines zusammenhdngenden Graphen. Dann
gelten:

(1) Jede quadratische Teilmatriz S von D hat Determinante det S € {0,—1,1} .

(ii) Seien F' C E mit |F| =n—1 und Gr = (V, F) mit Inzidenzmatriz Dg, und sei D
eine beliebige quadratische (n—1) x (n—1)-Teilmatriz von Dp. Dann ist det D} # 0
genau dann, wenn Gpr maximaler Unterbaum ist.

Beweis. Zu (i): Stehen in jeder Spalte von S eine 1 und eine -1, so sind alle Spaltensummen
0 und damit det .S = 0. Ist also det S # 0, so gibt es mindestens eine Spalte, in der genau
ein Eintrag von 0 verschieden ist, und dieser ist +1. Man kann die Matrix nach dieser
Spalte entwickeln und entsprechend fortfahren; insgesamt ergibt sich, daf in jeder Spalte
von S genau ein von 0 verschiedener Eintrag der Form +1 steht; S ist also bis auf ein
Vorzeichen eine Permutationsmatrix.

Zu (ii): Es ist rg(Dy) = rg(Dp); ist dieser Rang n — 1, so ist dies geméf 13.11
aquivalent dazu, dafs G r zusammenhéngend ist, was aufgrund der Kardinalitdt von F' nur
so moglich ist, dafs Gr maximaler Unterbaum ist. m

Im folgenden sei die Begleitmatriz A einer Matrix A die Matrix (a;;) mit Eintriigen
a5 := (—1)"*7 det(Aj;), wobei Aj; die (ji)-te Streichungsmatrix von A bezeichnet. Es gilt
AA=AA = (detA) - I,.

Definition/Satz 13.13. Die Komplexitit «(G) eines Graphen G = (V, E) ist die Zahl
seiner mazimalen Unterbdume. 3
Wihle eine Orientierung auf G; fir die Matriz Q = DD mit Begleitmatriz Q gilt
1 - 1
Q=r(G)-J mit J=|: - | €Mat(nQ).



Beweis. (1) Wir zeigen zunichst, daf @Q ein Vielfaches von .J ist. Ist nimlich G nicht

zusammenhiingend, so gilt Rang(Q) = Rang(D) < n — 1, also Q = 0; ist G zusammen-

héngend, so gilt Rang(Q) = Rang(D) = n—1. Wegen Q- Q = (det Q) - I,, = 0 gehért jede

Spalte von @Q zum Kern von Q. Aber dieser Kern ist der 1-dimensionale Vektorraum, der
1

von | erzeugt wird; deshalb sind alle Spalten von @ Vielfache dieses Vektors. Da Q
1

symmetrisch ist, ist dies auch Q; also sind die Multiplikatoren alle gleich, und Q ist wie
behauptet ein Vielfaches von J.

(ii) Es geniigt also, einen Eintrag von Q zu bestimmen, z.B. G,,. Sei D, die Matrix,
die aus D durch Streichen der v-ten Zeile entsteht, und @), , die Matrix, die aus () durch
Streichen der v-ten Zeile und Spalte entsteht. Dann ist D, D!, = @, € Mat(n—1,Q) und
det(D,D') = iy

(iii) Wir erinnern an die Formel von Cauchy-Binet iiber die Determinante des Pro-
dukts zweier Rechtecksmatrizen: Hat A (bzw. B) genau n — 1 Zeilen (bzw. Spalten) und
m Spalten (bzw. Zeilen), so ist

det AB = Z det(A'B’)

wobei rechts iiber alle Wahlen von quadratischen (n — 1) x (n — 1)— Teilmatrizen A’ von
A und B’ von B, so dak A" und B’ “dieselben Indizes” haben, summiert wird; dies ergibt
eine Zahl von (n’fl) Summanden.
Deshalb gilt
det(D,D!) = Z det(D’) det(DY) ; (%)

FCE
|Fl=n—1

hierbei entsteht D7 aus D durch Streichen der v-ten Zeile und aller Spalten zu e &
F. Die Determinante von D' ist genau dann von Null verschieden, wenn Gy mit den
Bezeichnungen wie in 13.12 maximaler Unterbaum ist; in diesem Fall ist det(D%) = £1.
Deshalb triagt jeder maximale Unterbaum genau 1 zu (x) bei, andere F' C E nichts. [

Beispiel 13.14. Der Wiirfelgraph W.

bt
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a 1111
b |1 111
c |1 1 1
A= d |1 111
e 171 1
f 1 1 1
g 1)1 1
h 11111
und
3 | —-1]-1]-1
-1] 3 -1] -1
—1 3 —1 —1
k(W) =det | —1 3 —-1] -1
-1 -1 3
-1 -1 3
-1 -1 3

Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist (X — 3)(X? —6X + 2)(X —2)%(X —4)?,
und fiir x(W) ergibt sich 384. Man beschreibe diese 384 Unterbdume! Wieviele Bahnen
unter der Operation der Automorphismengruppe gibt es, wieviele Isomorphieklassen von
Baumen mit 8 Knoten?

Definition 13.15. Sei G = (V, E) ein Graph mit |V| = n und |E| = m; ferner bezeichne
E* die Menge der orientierten Kanten (d.h. es gibt eine 2 : 1-Abbildung E* — E, und

die Wahl einer Orientierung entspricht der Wahl eines Reprasentantensystems ET fiir E
in E*). Wir setzen

Co = Co(G,R) ={f : V = R} ("Funktionen” auf dem Graphen);
Cy =Ci(G,R) ={f: E* = R| f(e) + f(e) =0V e € EF}
(“1-Formen” auf dem Graphen).

o Wir behalten uns vor, statt R einen anderen Ring als Wertebereich zu verwenden.
Dann haben wir z.B. Abbildungen

CQ(G, Z) — Co(G,R) — Oo(G, (C)

!
Co(G,Z/nZ) .
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e Fsist dim Cy = n und dim Cy; = m; Basen sind gegeben durch

{folveVy mit fo(w)=0dvw firCound

1, fallse =e;
{ge’ e e E+} mit ge(e’) =<1, fallse' =¢e: fiir Cy .
0 sonst

o Cy und Cy sind versehen mit den Standardskalarprodukten ( , ), beziiglich derer die

{fv} bzw. {ge} Orthonormalbasen sind. Es gelten

(f.fo) = D AWfW) ;

veV
.90) = 3 3 an)= 3 nle)nle)

Wir definieren 6 : Co — Cy durch df(e) = f(t(e)) — f(o(e)) und adjungiert hierzu O :

Cy — Cy durch

ecETL
t(e)=v

Beziiglich unserer Basen ist O durch die Inzidenzmatriz D und 6 durch D gegeben.
Wir setzen weiter

AOZZaCSZCQ—>Co, A13:58301_>Cl;

dies sind die Laplace-Operatoren. A ist gegeben durch Q = DD' = Z — A. Es gelten

(Aof)(v) = d)fw)— > flw);

weV
benachbart zu v

(Aig)e) = 2g(e)— > gle)— > gle").

e/cEL e epE
o(e!)=t(e) t(e'")=o(e)

Wir haben die orthogonalen Zerlegungen
Proposition 13.16.

Co = Ker(Ay) @ Bild0 , wobei Ker(Ay) = Ker,
Cy = Ker(A)) @ Bildd wobei Ker(A;) = Ker 0.

Die Elemente von Ker(Ag) bzw. Ker(A;) heiffen harmonisch.
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Beweis. Zu (i): Fir x € Ker(Ay) ist 0 = (Agz,z) = (0dx,x) = (dx,dx); es ergibt sich
dz = 0, also Ker(Aq) C Kerd, also Gleichheit Ker(Aj) = Kerd. Die Behauptung folgt,

weil grundsétzlich gilt:
Ker§ = Bild(9)* ,

da ¢ und 0 adjungiert sind. Ausfiihrlich:

reKerd & §(x)=0
& (0x,y) = (z,0y) =0Vy € C}
S v loyvVyed;.

Zu (1i): ebenso. O

Bemerkung 13.17. (i) f € Cj ist genau dann harmonisch, wenn Agf = 0, und dies
ist dquivalent zu folgender Mittelwerteigenschaft:

VoeV i du)fv)= > fw)

weV
benachbart zu v

f ist also genau dann harmonisch, wenn es konstant auf Zusammenhangskompo-
nenten ist.

(ii) g € C} ist genau dann harmonisch, wenn A;g = 0, und dies ist dquivalent zu dg = 0
bzw. zum Bestehen folgender Aussage:

YoeV : Zg(e)zo

ecEE
t(e)=v

bzw. der entsprechenden Aussage, wo iiber die e mit o(e) = v summiert wird. Wir
konnen also die Elemente von Ker A als Fliisse interpretieren; die Harmonizitats-
bedingung besagt: Fliisse haben keine Quellen und Senken.

Proposition 13.18. Sei ¢ die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G. Dann

gelten
dimBild0 = n—c¢=dimBild§ ; (i)
dimKerAy = ¢ (ii)
dimKerAy = m—n+c. (iii)

Beweis. Zum Beweis von (i) stellt man fest, daf Rang(D) = Rang(D!) = n — c. (ii)
und (iii) beweist man durch Abzéihlen; speziell gilt dim Ker A; = dim C; — dim Bild§ =
m—mn-+ec. [
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Vor der néchsten Definition erinnern wir an den Begriff des Gitters. I' C W heiftt
Gitter in W = RF genau dann, wenn I' eine Untergruppe mit zwei der drei folgenden
Eigenschaften ist:

Iz, (i)
W/T ist kompakt ; (ii)
I' ist in W diskret enthalten . (iii)

Aquvivalent dazu ist: ' ist Z—Spann einer R—Basis von .

Definition 13.19. Wir setzen:

H(G,R) := KerA; (die R-wertigen Fliisse) ;
H(G,Z) = KerA;NCy(G,Z) (die Z-wertigen Fliisse)

(H(G,Z) bildet ein Gitter in H(G,R)). Ferner setzen wir

L(G,R) := Bildd ;
L(G,Z) = BildéNCy(G,Z) .

Sei jetzt G zusammenhéngend (d.h. ¢ = 1) und 7' C G ein maximaler Unterbaum (7" hat
n — 1 Kanten). Sei e € E*(G) — E*(T). Dann existiert ein wohlbestimmter reduzierter
Weg v = 7. durch T und e mit A(y) = o(e) = E(y). Sei ¢. € C1(G,Z) definiert durch

1, falls €’ zu v gehort mit gleicher Orientierung wie e ;
¢e(€') =< —1, falls € zu 7 gehdrt mit gegeniiber e inverser Orientierung ;

0 sonst.
Jedes e € E*(T) definiert eine disjunkte Zerlegung V = Voe !, Vi,e, némlich:

Ve ={w € V| der reduzierte Weg in 7" von w nach e trifft o(e)},
Vie ={w € V| der reduzierte Weg in T von w nach e trifft ¢(e)}.

Fiir ein e € E*(T) sei ¢, das Element aus C;(G,Z) mit

1, € lauft von V, . nach V,;
e(e) =< =1, ¢ lauft von V;, nach V,;
0, sonst.

Dann gelten:

Satz 13.20. (i) ¢. € H(G,Z), . € L(G,Z) .
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(i1) {¢c] e € ET(G)— ET(T)} ist Z-Basis von H(G,Z), also auch R-Basis von H(G,R)
— d.h. H(G,Z) bzw. H(G,R) sind Z- bzw. R-Spann der Zykel in G. Daher wird H

auch als Zykelraum bezeichnet.
(11i) {e| e € EY(T)} ist Z-Basis von L(G,Z); man spricht vom Schnittraum.

Beweis. (i) ¢. € H(G,Z) ist offensichtlich. Fiir e € EX(T) gilt: ¢, € L(G,Z) < . L g
fur alle g € H(G,R). Sei also g € H(G,R). Es ist

(Ve,9) = Z we(el)g(e/>

'€ EE(T)
= Z g(e') — Z g(€)
e e EX(T), e e EX(T),
e’ von V, . nach V. e von V. nach V, .

= Gesamtflufs unter g von V, . nach V; .

0, da g keine Quellen und Senken besitzt.

(ii) Es ist klar, daf die m — n + 1 betrachteten Abbildungen ¢, linear unabhéngig
sind. Deshalb ist {¢.|e € ET(G) — ET(T)} jedenfalls eine Basis iiber Q. Sei ¢ € H(G,Z).
Dann gilt fiir y (= ¢ — ZeeEJ,(G)fEﬂT) o(e)pe: Es ist x € H(G,Z) und x(e) = 0 fiir
e € EY(G) — E*(T). Also ist x ein Fluf mit Trager in 7', d.h. y = 0 und damit gilt
¢ = ZeeE+(G)7E+(T) o(€)Pe.

(iii) Entsprechend gilt fiir o) € L(G,Z) : X 1= ¢ — > c g+ (r) ¥(€)¢e verschwindet auf
E*(T) und damit {iberall (da x =df,x(e) = f(t(e)) — f(o(e)) fiir ein f € Co(G,R)). O

Die Gitter H := H(G,Z) bzw. L := L(G,Z) haben die Eigenschaft, dafs (H,H) C Z
bzw. (L,L) C Z gilt. Also liegt H in H* := {z € H(G,R)| (z,H) € Z} und L im
entsprechend definierten L*. Hierbei sind H* und L* ebenfalls Gitter; nach Wahl einer
Basis von H, auf der ( , ) durch eine Matrix B gegeben ist, ist B~! die Matrix des
Basiswechsels von H nach H*. Sei Cf) := {f € Co| >, f(v) =0}

Satz 13.21. (i) Die drei abelschen Gruppen H*/H, L*/L und CY(Z)/Ao(Co(Z)) sind
alle kanonisch isomorph;

(ii) ihre gemeinsame Kardinalitit ist k(G).

Zum Beweis: Da Ag bzgl. der Basis {f,|v € V} durch die Matrix Q@ = DD" gegeben
ist, folgt
K(G) = [C7 + Ao(Co(G, Z))]
aus 13.13 und elementarer Matrizenrechnung. Es bleibt also, die kanonische Isomorphie
der drei Gruppen H*/H, L*/L und C{/Ay(Cy(G,Z)) zu zeigen, wofiir wir ein paar Vor-
bereitungen brauchen.
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Lemma 13.22. Es sei W eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe mit einem unimo-
dularen Z—wertigen Skalarprodukt (-,-), d.h.

() WxW—=Z

ist bilinear, symmetrisch, positiv definit mit Determinante 1 bzgl. einer Z— Basis von W.
Seien U,V direkte Summanden von W mit U+ = V,V+ = U. Mit U* = Hom(U,Z),V* =
Hom(V,Z) und den durch (-,-) induzierten Finbettunngen U — U* und V — V* gilt

VIV EW/(U+V) S U U.

Beweis. Die Abbildung W — U*,xz — (-, x) ist surjektiv, da (-,-) unimodular und U
direkter Summand ist. Der Kern davon ist U+ =V, der Kern von W — U* — U*/U ist
U + V. Entsprechendes gilt bei Vertauschung der Rollen von U und V. O

Bemerkung 13.23. Entgegen der Intuition gilt trotz U +V = U @ V i.a. nicht, da
U+ V = W ist. Die Grofe der (endlichen) Gruppe W/(U + V) ist ein Maf dafiir, wie
“schrig” U und V in W liegen, wie das nochfolgende Beispiel zeigt: W = Z2? mit dem
Standardskalarprodukt, U = Z - (1,1),V =Z - (1,—1). Hier ist U + V = {(a,b) € Z?*|a =
b (mod 2)}.

Beweis von 13.21. Setze H, L,Cy, Cy,C{ fiir die auftretenden freien abelschen Gruppen
und H(R), ..., CJ(R) fiir die zugehérigen R—Vektorriume.

(i) Es ist CJ = 9(Cy). Die Inklusion 9(Cy) C CF ist trivial. Offenbar ist CJ erzeugt
von Vektoren f = (0,..,0,—1,0..0,4+1,0..0), wobei die Eintrage —1,+1 an zwei Knoten
v,w € V auftreten und alle anderen Eintrige verschwinden. Ist v = xg, z1, .., 21 = w ein
Weg von v nach w, ¢; = (z;-1,%;), so ist f = >, ..., 9(ge,), also auch C) C I(C}).

(ii) In C} ist L = H* = §(Cp). Dabei ist die erste Gleichung klar. Nach (13.16) ist
§(C°%) c H*+ = L. Nach 13.20 wird L von den 1, mit e € ET(T) erzeugt. Also reicht es
zu zeigen: v, liegt in §(C?). Mit den Bezeichnungen von 13.20 sei f = fo. Fiir ein
¢ € E*(Q) ist

’Uev;t,e

AN = D afule)

’UE‘/t,e
Lv=t(e)
= Z —1,v=o(€)
vEV: e 0, sonst

Lit(e') € Vie,0(€') & Vi
= { —1,0(¢) € Vie, t(€') ¢ Vi
0, sonst

= (€).
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Also ist ¢, =4 f.
(iii) Wir haben die folgenden kanonischen Isomorphismen:

—
.
~—

: ,,)Cg /B0(Co) = 9(C1)/Ao(Cy) D(Ch)/95(Ch)
= A(C)/oHY) & C/H[(HE+ H)/H S Cyf(H + H)
= Cl/<L + H) )

bewirkt durch den Epimorphismus 0 : C; — C{ mit Kern H. Setzen wir W := C;,U
H,V:=H' =1L, soist
H* ={r € HR)|(z,H) C Z} = Hom(H,Z)
xr = (JI, )
und entsprechend L* = Hom(L, Z), und 13.22 liefert
L*/L< CJ(H+ L) = H*/H .
O

Aus Eigenschaften der Gitter H, H*, L, L*,... kann man jetzt Eigenschaften von G
ablesen. Die Untersuchung solcher Gitter und die Wechselwirkung ihrer “arithmetischen”
Eigenschaften mit den “geometrischen” Eigenschaften von G ist Gegenstand der aktuellen

Forschung.
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