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NORMALFORM UND JORDANSCHE NORMALFORM

Gegeben sei eine Matrix A € K™*", die auf V' := K™ durch Multipli-
kation operiert und V' zum R-Modul macht (R := K[T]). Dabei ist K
ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Fir A € K ist die p-primire Komponente V(p) fir p :==T — X € R
gerade der Hauptraum

Vii={veV|JeeN: (A-N@)=0}

Jedes V) lésst sich in (i.a. mehrere) zyklische Komponenten der Di-
mensionen ey ; (1 < j < t)) zerlegen. Aus den zugehdrigen Zahlen
ey,; lasst sich sowohl die Jordansche Normalform JNF(A) als auch die
“Normalform” NF(A) berechnen.

Wir stellen nochmal die Definitionen und Beziehungen zusammen.

Seien x4(T) bzw. pa(T) das charakteristische Polynom bzw. das Mini-

malpolynom von A. Seien Aq,..., A die verschiedenen Eigenwerte von
A. Dann ist
xa(T) =TI (T'= )™
1<i<s
(1) _ o ~
mit n; =dim V), und V.= @ V,,.

1<i<s

Fir jedes 7 sei t; die Zahl der zyklischen Komponenten von 17,\2. und
e;j = ey, die Dimension der j-ten zyklischen Komponente (1 < j <
t;) zu diesem \;. Jede dieser Komponenten entspricht einem Jordan-
Block J(\;, €; ;) der Lénge e; ;. Wir ordnen fiir jedes ¢ die e; ; absteigend
(2) €i1 = €2 > > €ey, > L.
Weiter definieren wir ¢ := max{t; | 1 < i < s} und setzen fir ¢; < ¢
und ¢; < j < t:

ei,j = 0
(damit die nachfolgenden Formeln definiert sind).
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Die Jordansche Normalform JNF(A) von A ist dann die Matrix

Ay 0
Ay
(3) JNF(A) =
0 Ay
Hierbei sind gewisse quadratische Matrizen A4, ..., A, langs der Diago-

nalen aufgereiht; auflerhalb dieser Ay, ..., A, sind alle Eintrége 0. Die
A; entsprechen den verschiedenen V), (sie sind bzgl. einer geeigneten
Basis die Matrizen von Al ). Jedes A; hat die Gestalt

J()\z'7 61,1) 0
J(Aia 6i,2)

0 J()\Z, ei,ti)
Dabei stehen hier auflerhalb der diagonal aufgereihten Jordan-Blocks

nur Nullen; die Blocks sind wegen (2) der Gréfle nach absteigend an-
geordnet.

JNF(A) ist nicht ganz eindeutig festgelegt, sondern nur bis auf Ver-
tauschung der A; (und, wenn man auf die Bedingung (2) verzichtet,
bis auf Vertauschung der verschiedenen Blocks innerhalb von A;).

Wir betrachten Jordan-Matrizen der Gestalt (3) nicht als “wesentlich”
verschieden, wenn sie durch solche Umordnungen auseinander hervorge-
hen. Dann (d.h. bis auf evtl. derartige Umordnungen) ist die Kenntnis
von JNF(A) dquivalent zur Kenntnis aller \;, der zugehérigen ¢; und
aller e; ; (1 <1 <t;).

Wie erhalten wir daraus die “Normalform” NF(A)? Diese hat die
Gestalt

B, 0

B‘ZZ

(5) NF(A) =

0 B,,
Hier sind die By, (1 < j <t) Begleitmatrizen der Polynome ¢;, wobei
(6) g(T) = [ (@ —x)s.

1<i<s

Wegen (2) ist dann ¢; | ¢—1 |-+ | ¢1-
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Die Begleitmatrix des normierten Polynoms ¢(T) = TF + >° BT
ist die k x k-Matrix

0 0 0 —05

1 0 L =
B, = 0 1

: 0 :

: 010 =B

0 ... ... 0 1 —Bi,y

Die Normalform NF(A) von A ist durch (5), (6) und (2) eindeutig fest-
gelegt. Mit diesen Bezeichnungen ist dann

pa(T) = q:(T).
D.h. pa enthalt die Information iiber den jeweils groiten Jordan-Block
J()\l, 6@1) zu allen )\z

Wie erhalten wir JNF(A) aus NF(A), und wie finden wir iiberhaupt
die Zahlen e; ;7

(8) Eine zyklische Komponente Z von Vj, (sie moge zum Block J(\;, €i;)
gehoren) habe K-Dimension r := e; ;. Ein solches Z besitzt eine aus-
gezeichnete Folge von K-Untervektorraumen (und sogar R-Untermoduln)

{25252, =2
mit dim¢(Zy) = k fiir alle k, ndmlich
7y, = ker((A — \)¥|2).
Mit den Bezeichnungen aus (3.1.7) der Vorlesung ist dann

Z1 = <Ur> = K’UT
Z = <Ur7 UT‘71> = Kv, + Kv,_;

Z'r‘—l - <U'I‘7 Up—1y--- 7U2>
Zr = (Up,...,v1) = Z.
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Es ist ker((A — )\i)k|‘~/x) = ker((A — \;)¥), und die Dimension davon
vergroflert sich nicht weiter, wenn k > e, ; = Lange des grofiten Jordan-
Blocks zu A; ist. Das heifit

(9) Vi, = ker((A — X)%) = ker((A — X)) fiir k > e;1.
Jede der t; zyklischen Komponenten Z von VAZ. tragt also mit 1 bei zu
dim ker((A — X)) — dim ker((A — X)),

falls » = dim¢(Z) > k + 1 ist, und mit 0 andernfalls. Anders aus-
gedriickt

dim ker((A — X)) — dim ker((A4 — \;)¥)
(10) —# {1 1<j <t ey > k).
Insbesondere
(11) dim ker(A — );) = Zahl der Komponenten in V3, = t;,
(ker(A — \;) ist der Eigenraum V), zu \;.)

(12) #1{j | ei; > 2} = dim ker((A — \;)?) — ¢,

was uns erlaubt, die e; ; rekursiv auszurechnen (i fest, j lduft), wenn

wir alle dim ker((A4 — \;)*) kennen.

An dieser Rechnung (d.h. der Rangbestimmung der Matrizen (A —

/\i)k fiir schlimmstenfalls £k = n; = dim V), = Vielfachheit von \; als
Nullstelle von x 4(T)) fithrt kein Weg vorbei.

In der Praxis tritt das Problem aber meistens nur fiir £ = 1 oder 2 auf,
so dass sich der Aufwand in Grenzen halt.

Wir schliefen mit einem Beispiel (eher theoretischer Natur).

Die Matrix A € K'** habe 3 verschiedene Eigenwerte \i, Ao, A3, die
zugehorigen Zahlen e; ; seien:

€15 - 3, 2, 1
€5 - 1, 1
€3, - 2, 2, 1, 1
Es ist t = 4, und wir erganzen durch Nullen zu
3121110
(13) 111100
212111
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In JNF(A) treten die Jordan-Blécke

J(A1,3), J(A1,2), J(A,1) jeweils einfach
J(Ag, 1) doppelt
J(A3,2) und J(Ag, 1) jeweils doppelt

auf.
In NF(A) treten die Begleitmatrizen By, (1 <j<4)auf mit
@ = (T =M)*T = X)(T = A3)?
G2 = (T =M)>*(T = X)(T = A3)?
Q3 = (T — )\1)(T — )\3)
qs = (T—/\g)
Ist JNF(A) gegeben, so “sehen” wir die e;; und gewinnen mit (6) die
q;, also NF(A).

Ist umgekehrt NF(A) gegeben (d.h. die g;), so erhalten wir die e; ;
(d.h. die Matrix (13) und daraus JNF(A)) durch Zerlegung der g; in
Linearfaktoren.

Wir konnen noch mehr ablesen, z.B.

dim Vy, = dim ker((A—X\)?) = 6

dim ker((A )\1)2) =5
dim V), = dim ker(A — \;) =3
dim Vi, = dim ker((A )\2) ) = 2
dim V), = dim ker(A — \g) = 2
dim Vy, = dim ker((4 — A3)?) 6
dim V), = dim ker(A — X3) = 4,

und die Kenntnis dieser Zahlen ist dquivalent zur Kenntnis von JNF(A)
und NF(A).



