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Aufgabe 1. (10 Punkte)
Der R-Vektorraum der Polynome R[X] sei mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉 :=
ˆ 1

0

f(x)g(x)dx

versehen. Die zugehörige Norm sei ‖ . ‖ .
Welches Polynom f(X) der Gestalt X3+a2X

2+a1X+a0 approximiert am besten
das Nullpolynom bezüglich ‖ . ‖ ?

Aufgabe 2. (4 + 8 + 8 = 20 Punkte)
Es seien K ein Körper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und A eine kom-
mutative Unteralgebra von E = EndK(V ).
(Eine K-Algebra A ist ein K-Vektorraum A, versehen mit einer Multiplikationsab-
bildung

· : A×A −→ A
(a, b) 7−→ a · b = ab ,

die A zu einem Ring mit 1 = 1A macht. Darüber hinaus muss gelten:
Für alle λ ∈ K und a ∈ A ist λa = (λ1A) · a = a · (λ1A).)
Ein Charakter von A ist ein K-Algebren-Homomorphismus χ : A → K, d.h. ein
K-linearer Ringhomomorphismus.
Zeigen Sie:
(i) Ist v ∈ V ein gemeinsamer Eigenvektor für alle a ∈ A, d.h. ist av = χ(a)v mit
χ(a) ∈ K, so ist χ : a 7→ χ(a) ein Charakter von A.
(ii) Zu einem Charakter χ sei

Vχ := {v ∈ V | ∀a ∈ A : av = χ(a)v} .
Sind χ1, . . . χr verschiedene Charaktere, so ist∑

1≤i≤r

Vχi =
⊕

Vχi .

(iii) Sind alle Elemente von A diagonalisierbar, so gibt es endlich viele Charaktere
χi von A mit

V =
⊕

1≤i≤r

Vχi
.

− bitte wenden −



Aufgabe 3. (10 Punkte)
Es sei V = R3 und β : V × V → R die Bilinearform mit Matrix

B :=

 1 3 −1
3 5 3
−1 3 −7

 .

Finden Sie eine Basis von V , bzgl. der β durch eine Diagonalmatrix Bp mit Einträ-
gen in {0,±1} gegeben ist.
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