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Aufgabe 1. (5 + 5 = 10 Punkte)
(i) Es sei R = Z[X] und m = (2, X) das von 2 und X erzeugte Ideal.
Zeigen Sie, dass m kein Hauptideal ist und dass m als R-Modul nicht von einem
Element erzeugbar ist, obwohl R als R-Modul die Basis {1} hat.
(ii) Es sei R1 der Unterring {

∑n
i=0 aiX

i ∈ R | 2 | ai für i > 0} von R und

m1 = 2R = {
n∑

i=0

aiX
i ∈ R | 2 | ai für alle i} .

Zeigen Sie, dass m1 als R1-Modul nicht endlich erzeugt ist. Andererseits ist R1 als
R1-Modul endlich erzeugt ({1} ist Basis).

Wieso stehen die obigen Beispiele nicht in Widerspruch zu den Sätzen der Vor-
lesung?

Aufgabe 2. (1 + 3 + 6 = 10 Punkte)
Es seien v1 = (2, 6), v2 = (6, 15) und v3 = (5, 5). Betrachten Sie das Erzeugnis von
〈v1, v2, v3〉 =: N ⊂ Z× Z als Untermodul des Z-Moduls Z× Z.
Zeigen Sie:
(i) {v1, v2, v3} ist keine Basis von N .
(ii) Je zwei der Vektoren v1, v2 und v3 sind Z-linear unabhängig, aber keine
Basis von N .
(iii) Bestimmen Sie eine Basis von N .

− bitte wenden −



Aufgabe 3. (20 Punkte)
Es sei M der Z-Modul Z4 und N der Untermodul, der von den Spalten der Matrix

A =


1 1 1 1
0 1 2 1
1 0 2 1
2 1 0 1


erzeugt wird.
Schreiben Sie den Restklassenmodul M/N in der Form M/N = F ⊕ T mit einem
freien Modul F und einem Torsionsmodul T , und bestimmen Sie eine Basis von F .
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