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Aufgabe 1. (20 = 5 · 4 Punkte)
Es seien U, V und W drei K-Vektorräume, und U

′ ⊆ U, V
′ ⊆ V sowie W

′ ⊆ W
Unterräume.
Zeigen Sie:
(i) Die Menge

H := HomK(V,W ) = {f : V →W | f ist linear}
ist ein K-Vektorraum durch:

+ : H ×H → H; (f + g)(x) := f(x) + g(x) ,

· : K ×H → H; (λf)(x) := λf(x) .

(ii) Die Mengen

LV ′ := {f ∈ H | f |V ′= 0}
und RW ′ := {f ∈ H | f(V ) ⊂W ′}

sind Unterräume von H. (f |V ′ ist die Abbildung f eingeschränkt auf V
′
.)

(iii) Die Abbildung

HomK(V,W )×HomK(U, V ) → HomK(U,W )
(f, g) 7→ f ◦ g

ist wohldefiniert.
(iv) Für jedes g ∈ HomK(U, V ) ist

rg : HomK(V,W ) → HomK(U,W )
f 7→ f ◦ g

linear, und für jedes f ∈ HomK(V,W ) ist

lf : HomK(U, V ) → HomK(U,W )
g 7→ f ◦ g

linear.
(v) Für alle g ∈ HomK(U, V ) ist rg(RW ′ ) ⊂ {f ∈ HomK(U,W ) | f(U) ⊂ W

′} und
für alle f ∈ HomK(V,W ) ist lf (LU ′ ) ⊂ {f ∈ HomK(U,W ) | f |U ′= 0}.

− bitte wenden −



Aufgabe 2. (20 = 7 + 7 + 6 Punkte
Gegeben seien K-Vektorräume V,W endlicher Dimension und eine K-lineare
Abbildung f : V →W .
Zeigen Sie:
(i) Es sind äquivalent:

• f ist injektiv;
• für jede Basis B von V gilt: #(B) = #(f(B));
• es gibt eine Basis B von V , so dass #(B) = #(f(B)) ist und f(B) linear

unabhängig ist.

(ii) Es sind äquivalent:

• f ist surjektiv;
• für jede Basis B von V ist < f(B) >=W ;
• es gibt eine Basis B von V mit < f(B) >=W .

(iii) Es sind äquivalent:

• f ist bijektiv;
• für jede Basis B von V gilt: #(B) = #(f(B)) und f(B) ist Basis von W ;
• es gibt eine Basis B von V , so dass gilt: #(B) = #(f(B)) und f(B) ist

Basis von W .
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