SEMINAR LIE ALGEBREN UND IHRE DARSTELLUNG -
VORTRAG 2

von Meike Recktenwald 28.04.2015

Marius Sophus Lie (* 17. Dezember 1842 in Nordfjordeid; 1 18. Februar
1899 in Kristiania, heute Oslo) war ein norwegischer Mathematiker.
Seine Eltern waren Johann Lie, ab 1851 Pastor in Moss am Kristiani-
afjord, und dessen Ehefrau Mette Stabell. Sophus Lie heiratete im Jahr
1874 Anna Birk (1854-1920); sie war die Tochter des Oberzollbeamten
Gottfried Jorgen Stenersen Birk und dessen Ehefrau Marie Elisabeth
Simonsen. Das Paar hatte einen Sohn Herman (1884-1960) und zwei
To6chter Marie und Dagny. Lie studierte von 1859 bis 1865 in Kristia-
nia Naturwissenschaften und legte 1865 das Reallehrerexamen ab. Lie
war zunichst unschliissig iliber seine weitere Laufbahn und wandte sich
erst 1868 der Mathematik zu. Hier begriindete er die Theorie der kon-
tinuierlichen Symmetrie und verwendete sie zur Untersuchung von Dif-
ferentialgleichungen und geometrischen Strukturen. Ausschlaggebend
fiir Lies weitere Laufbahn wurde die Bekanntschaft und Freundschaft
mit Felix Klein, mit dem er 1870 nach Paris reiste und gemeinsame Ar-
beiten iiber Transformationsgruppen schrieb. 1872 wurde Lie Professor
in Christiania, und 1886 wurde er als Nachfolger Kleins (der nach Got-
tingen wechselte) nach Leipzig berufen. Viele Begriffe und S&tze sind
mit Lies Namen verbunden, u. a. Lie-Klammer, Lie’sche Sitze, Satz von
Lie.

1. DEFINITIONEN

Lie Algebren treten als Vektorrdume von linearen Abbildungen auf, versehen mit
einer neuen Verkniipfung, die weder kommutativ noch assoziativ ist:

[xy] == zy — yx.

Lie Algebren spielen eine wichtige Rolle in der Algebra, der Theorie der Lie-
Gruppen (diese sind ein wichtiges Werkzeug in der mathematischen Physik, ins-
besondere in der Quantenmechanik, der Quantenchromodynamik und fiir Eichthe-
orien) und vielen weiteren Gebieten der Mathematik. Die algebraische Struktur
dieser mathematischen Gruppen bildet in der Physik die Grundlage, um die Eigen-
schaften von Symmetrien zu beschreiben. Dieses “System” 1asst sich abstrakt durch
drei Axiome beschreiben.
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Definition 1.1. Es sei L ein Vektorraum iiber einem Koérper K, versehen mit einer
Verkniipfung L X L — L, (z,y) — [zy].
L ist eine Lie Algebra, wenn folgende Axiome erfiillt sind:
(A1) Die Klammer ist bilinear, d.h.
a) Fir alle z € List f(z, ): L — L,y — f(x,y) = [zy] linear;
b) Fir alley € List f(,y): L — L,x — f(x,y) = [zy| linear.
(A2) [zz] = 0 fiir alle z € L.
(A3) [z[yz]] + [y[zx]] + [z[zy]] = O fiir alle x,y, z € L “Jacobi Identitit”.
Dabei nennt man [zy] Lie-Klammer oder Kommutator von x und y.

Remark 1.2. (i) (A1) und (A2), angewendet auf [z + y, z + y|, impliziert Antikom-
mutativitat.

Das heifit es gilt: (A2’) [xy] = —[yz].

Aufderdem ist die Lie-Klammer nicht assoziativ.

(ii) Umgekehrt gilt: (A2’) = (A2), falls char(K) # 2.

(iii) Die Jacobi Identitét gilt fiir [zy] = zy — yx .

Proof. (i)
[z+y,z+y] = oty +y,r+y
= [za] + [zy] + [yz] + [yy]
= 0.
(wegen(A2)) ~ [zy] = —[yx] .
(ii)
[zy] = —lyz]
& [eyl+yz] = 0
Setze y == ~~ 2[zx] = 0
~ [zz] = 0 (A2)
(iii)
[zlyz]] + [ylea]] + [2[zy]] = =lyz] - [yzlo + ylea] — [2a]y + 2[2y] — [vy]z

= a(yz —zy) — (yz — 2y)z + y(2z — z2)
—(zz — 22)y + 2(zy — yz) — (zy - ya)=
= JYZ — TRY — YT + 2YT + Yzxr — Yyrz
—ZTY + TZY + 2TY — ZYT — TYZ + YTZ
= 0.
O

Wir betrachten im Folgenden ausschlieflich endlich dimensionale Vektorrdume L.
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Example 1.3. Kreuzprodukt

Sei L der reelle Vektorraum R3. Wir definieren

T2Y3 — Y23

[zy] =2 xy=| z3y1 — Y371
T1Y2 — Y122
z1 n
(Kreuzprodukt iiber Vektoren) fir z = [ z2 |,y=| v2 | € L.
T3 Y3

Claim. L ist Lie Algebra.

Proof. Dazu zeigen wir, dass (A1)-(A3) erfiillt sind.
(A1) Die Klammeroperation, hier das Kreuzprodukt, ist bilinear. Denn:

Az +2) xy = Az xy)+ (2 xy)
Ar1 + 21 Y1
~ Ao + 29 X Y2 =
Ar3 + 23 Y3

AT2y3 + 22Y3 — AT3Yy2 — 23Y2
= AT3y1 + 23Y1 — AT1Y3 — 213

AT1Y2 + 21Y2 — AT2y1 — 22U1
= Mz xy)+ (2 xy)

Ebenso fir z x (Ay + 2).
Damit ist gezeigt, dass f: L x L — L, (x,y) — [zy] = z X y bilinear ist.
(A2) [zz] = 0 ist fiir alle x € L erfiillt, denn: Sei

T
xr = i)
T3
mit x1, 22, x3 € R, so ist
[zz] = T X
T I
= T2 X T2
Zs3 Zs3

XTol3 — 3T
T3T1 — T1T3
T1T2 — T2

0
= 0 - 0 .
0
(A3) Ebenso wie in (A2) lasst sich [z[yz]]+ [y[zz]] + [z[zy]] = O fiir alle z,y,z € L
zeigen. (]

Example 1.4. Abelsche Lie Algebra

L sei ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K. L ist eine Lie Algebra durch
[zy] == O fiir alle x,y € L. Eine solche Algebra mit der trivialen Multiplikation
heiftt abelsch (denn 2 und y kommutieren).
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Definition 1.5. Zwei Lie Algebren L, L' iiber K heifien isomorph, wenn ein Vek-
torraumisomorphismus ® : L — L' mit ®([zy]) = [®(x)P(y)] fir alle 2,y € L
existiert. ® heifst Isomorphismus von Lie Algebren.

Ein Unterraum U von L heiflt Lie Unteralgebra, wenn [zy] € U fiir 2,y € U.
Insbesondere ist U selbst eine Lie Algebra mit obiger Verkniipfung.

Remark 1.6. Jedes von Null verschiedene Element 0 # = € L definiert eine eindi-
mensionale Unteralgebra Kz mit gewOhnlicher Multiplikation (wegen (A2) und
0eU).

Definition 1.7. Es sei V ein Vektorraum der Dimension n iiber K. Dann bezeich-
net End V die Menge aller linearen Abbildungen V' — V. Als Vektorraum iiber K
besitzt End V die Dimension dim(End V') = n? und bildet einen Ring beziiglich der
gewdhnlichen Multiplikation. Wir definieren eine neue Verkniipfung [zy] = xy —yz,
die wir als Klammer von x und y bezeichnen. (Mit diesen Verkniipfungen ist End V
eine Lie Algebra iiber K.)

Remark 1.8. Zur Unterscheidung dieser neuen algebraischen, nicht assoziativen
Struktur: Wir schreiben gl(V') (general linear algebra) fiir End V als Lie Algebra
(aufgrund der Ahnlichkeit zu GL (V), die aus allen invertierbaren Endomorphismen
von V besteht). Kurz: gl(V) bei einem Endomorphismenring als Lie Algebra;
GL(V) bei einem Endomorphismenring ohne Struktur der Lie Algebra. gl(V') wird
hingegen auch verwendet, wenn V nicht endlich dimensional ist.

Definition 1.9. Jede Unteralgebra einer Lie Algebra gl(V') heifst lineare Lie Alge-
bra.

Remark 1.10. Es ist bekannt, dass tatséchlich jede endlich dimensionale Lie Algebra
isomorph zu einer linearen Lie Algebra ist. (Theoreme von Ado und Iwasawa)

Solche linearen Lie Algebren werden wir im Folgenden genauer betrachten, z.B.
s[(V) (siehe Definition 2.1).

1.0.1. Zundchst aber der Bezug zu Matrizen: Es sei B Basis von V. Dann ist gl(V)
die Menge aller n x n- Matrizen iiber K, d.h. ein Ring der Dimension n?. Wir
schreiben dafiir auch gl(n, K).

Zum praktischen Rechnen: Um die Multiplikationstabelle von gl(n, K) zu erstellen,
berechnen wir die Klammer auf den Basiselementen e;;, 1 <1i,5 <n (em- besitzt an
der Stelle i, den Eintrag 1 und enthélt ansonsten nur Nullen) der Standardbasis
von V: Aus

€ij€kl = O0jk€Eil
folgt:

leij.ext] = djkeir — diiek;
Die Koeffizienten von [e;; ey] sind also insbesondere entweder +1 oder 0.
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2. BEISPIELE

2.1. Nun zu einigen weiteren Beispielen, die zentral sind fiir die Theorie
der Lie Algebren: Diese fallen in vier Familien A;, B;,C;,D; (I > 1) und
heiflen klassische Algebren. (Der Begriff ist daher so gewihlt, da diese
mit einigen der klassischen linearen Lie Gruppen iibereinstimmen.)

2.1.1. Beginnen wir mit A;. Sei dim(V) =1+ 1.

Definition 2.1. Die Menge aller Endomorphismen von V' mit der Spur ¢tr = 0
heifst spezielle lineare Algebra (sl(V') oder sl(l+ 1, K) ).

Remark 2.2. (i) Die Spur (trace) einer Matrix ist die Summe der Diagonaleintrége.
Dies ist unabhingig von der Wahl der Basis von V. Also macht der Begriff der
Spur auch fiir Endomorphismen Sinn.

(ii) Der Begriff ist entsprechend der speziellen linearen Gruppe SL(V') von En-
domorphismen mit Determinante 1 gewihlt.

Lemma 2.3. sl(V) ist eine Unteralgebra von gl(V) .

Proof. Denn es gilt: (i) tr(zy) = tr(yz) und (i) tr(z +y) = tr(z) + tr(y).
Sei z,y € sl(V) , d.h. es gilt tr(z) = 0 und tr(y) = 0. Wir betrachten
- @) )
tr(ley]) = tr(zy —yz) = tr(zy) —tr(yz) =0
Daraus folgt [xy] € sl(V) und sl(V') ist eine Unteralgebra von gl(V). O

Wir berechnen nun die Dimension von sl(V):

1.Ansatz: s[(V) ist eine echte Unteralgebra von gl(V') (s{(V) C gl(V')). Deshalb
gilt fiir die Dimension hochstens dim(sl(V)) = (I +1)% — 1.

2.Ansatz: Im Folgenden untersuchen wir linear unabhéngige Matrizen mit tr = 0:
Wir betrachten alle e;;(¢ # j) und alle h; = e;; — ;41,41 (1 < i <1),im Gesamten
also (I +1)2 - (I +1)+1 = (I+1)? — 1 viele Matrizen, die eine Basis fiir s[(V)
bilden.

Wir betrachten diese im Folgenden als die Standardbasis fiir sl(l + 1, K).

2.1.2. Nun betrachten wir die klassische Algebra C) . Hierfiir sei dim(V') = 21 mit
Basis (v1,v2,...,vg;) . Hierbei betrachten wir die von den

( b a )

x = ,

p q

mit m,n,p,q € gl(l, V) erzeugte Lie Algebra, wobei die Bedingung

ST = —ZCtS

s 0 I
“\ -, 0
erfiillt sein muss.

Dann gilt:
. 0 L\ (m n}\ _ P q
Sx_(—fz 0) (p q)‘(—m —n

mit

und
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Also muss fiir solche x gelten: (1) n! = n, (2) pt = p und (3) m* = —q. Die letzte
Bedingung zeigt, dass tr(z) = 0 und die Dimension von V' gerade sein muss.
Dies definiert eine Lie Algebra, denn sp(V) ist unter der Lie-Klammer abgeschlossen.

Definition 2.4. Die gerade definierte Algebra mit sz = —a’s heikt symplektische
Algebra sp(V) oder sp(2l, K).

Remark 2.5. Man kann diese Lie Algebra auch interpretieren als Menge von En-
domorphismen: Eine Algebra, die aus allen Endomorphismen z von V besteht
und f(z(v),w) = —f(v,z(w)) erfiillt (dabei ist f nichtausgeartete Blinearform mit
Darstellungsmatrix s), heift symplektische Algebra.

Wir wollen nun eine Basis fiir sp(2, K') berechnen:

1) Hierfiir betrachten wir fiir m und ¢ die Diagonalmatrizen e;; — €j44,14i (1 <
1 <) ~ [ viele

2) Addiere zu diesen e;; — e 4i (1 <i#j <1) ~ [> — [ viele

3) Fir n betrachten wir die Matrizen e;;4+; (1 < i < I) und e;;4+; + €14
(1<i<j<l)~1+3I(—1) viele

4) Ebenso fiir p.

Insgesamt folgt: dim(sp(2l,K)) =1+ 1> —1+2(l+ 31 —-1))=..=202+1.

Remark 2.6. Es handelt sich bei diesen um alle Basiselemente wegen der Block-
struktur (denn n und p sind symmetrisch, d.h. diese haben die gleiche Basis, und
m und ¢ hingen zusammen, d.h. auch ihre Basiselemente hingen zusammen.)

Die beiden weiteren klassischen Algebren werden im Folgenden nur kurz ange-
sprochen.

2.1.3. Zu B;. Sei dim(V) = 2l + 1. Wir betrachten eine nicht ausgeartete sym-
metrische Bilinearform f von V' mit der Abbildungsmatrix

1 0 0
s = 0 O Il
0 I, 0
Sei
a bl b2
xr=| ca m n
2 P g
Hier miissen gleiche Bedingungen wie bei C; gelten: sz = —a's mit (1) a = 0, (2)

G = _bt27 (3) C2 = _bga (4) q= _mta (5) nt = -n, (6) pt = —D-
Auch diese Lie Algebra lédsst sich als Endomorphismus interpretieren:

Definition 2.7. Die Menge aller Endomorphismen von V , die

f(2(v),w) = = f(v, 2(w))

(gleiche Bedingung wie bei C) ), erfiillen, heifst orthogonale Algebra (o(V') oder
020+ 1, K))

Eine Basis lésst sich #hnlich wie bei C; finden, mit dim(o(2l + 1, K)) = 20® +1 .
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2.1.4. Zu D;. Hierbei geht es um eine andere orthogonale Algebra. Die Konstruk-
tion dieser ist identisch zu der von By, wobei dim(V') = 21 und

(0 I
=\ o

Es gilt: dim(o(2l,K)) = 2% — I.
Remark 2.8. Fiir kleine Werte von [ existieren Isomorphismen zwischen einigen
bestimmten klassischen Lie Algebren.

Example 2.9. A; und (] sind isomorph.
Es sei € A;. Fiir A mit dim(V) = 2 und ¢r(x) = 0 wihle

xe{(a b ) |a,b,c€K}.
c —a

Weiter sei y € Cy. Fiir C; mit dim(V) = 2 und s wie oben mit sy = —y's wiihle

ye{(i _ba> |a7b7ceK}.

Man sieht direkt, dass = und y identisch sind, und somit einen Isomorphismus durch
die Identitdtsabbildung bilden.

Remark 2.10. Ay, By, Cy sind alle isomorph. Weiter ist By isomorph zu Cs, D3 zu
As.

2.2. Abschlieffend zu den Unteralgebren betrachten wir einige weitere
Unteralgebren von gl(n, K), die eine wichtige Nebenrolle im weiteren
Verlauf spielen.

2.2.1. Esist t(n,K) die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen (a;j), mit a;; = 0 fir
1> 7.

2.2.2. Es ist n(n, K) die Menge aller strikten oberen Dreiecksmatrizen (a;j), mit
aijZOf’l.l:’f'iZj.

2.2.3. Es ist 0(n, K) die Menge aller Diagonalmatrizen.

Definition 2.11. Sind H, K Unteralgebren von L, so bezeichnet [H, K| den Un-
terraum von L, aufgespannt durch die Kommutatoren [zy] mit z € H,y € K.

Lemma 2.12. t(n, K), n(n, K) und d(n, K) sind unter der Klammer abgeschlossen.
Remark 2.13. Es gilt: t(n, K) = d(n, K) + n(n, K) (direkte Summe {iber Vektor-
rdume) mit [0(n, K),n(n, K)] = n(n, K) ~ [t(n, K),t(n, K)] = n(n, K).

3. DERIVATIONEN

3.1. Einige Lie Algebren treten in natiirlicher Weise als sogenannte Deriva-
tionen auf.

Definition 3.1. Unter einer K-Algebra (nicht notwendiger Weise assoziativ) ver-
steht man einen Vektorraum i {iber K, versehen mit einer bilinearen Verkniipfung
UxU—4U

Remark 3.2. Dabei beschreibt die Verkniipfung die “gew6hnliche” Multipklikation.
Es sei denn il ist eine Lie Algebra. In diesem Fall verwenden wir immer die Klam-
mer.
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Definition 3.3. Unter einer Derivation von i verstehen wir eine lineare Abbildung
0 : U — 4, die die Produktregel §(ab) = ad(b) + d(a)b erfiillt.

Es ist leicht nachzupriifen, dass die Menge Der 4 aller Derivationen von 4 ein
Untervektorraum von End 4l ist:

(i) Der 4 # @, denn &y € Der S

(ii) Man zeigt leicht

(01 + Ad2)(ab) = ... = a((61 + X2) (b)) + ((61 + Ad2)(a))b
Es lisst sich ebenfalls nachpriifen, dass die Klammer [6,d'] von zwei Derivationen
selbst eine Derivation ist. (Das gewohliche Produkt muss keine solche sein. )
Denn: [0,6'] =66 — 8 6 mit 6,0 € Der 4.
(65 — & 6)(ab) = 86 (ab) — & 5(ab)

Der(U)UVR / , / /
= 66 (b) + 66 (a)b—ad d(b) — 6 d(a)b
eIV 055 () 45 (a)p — ' 50) — 8 a)

= a((88" = 8 6)(b)) + ((65" — 8'6)(a))b
Damit ist Der { eine Unteralgebra von gl(tl).
Zu %<
66 (ab) = 5(ad’ (b) + 6 (a)b)
= ad(6' (b)) + 6(a)d (b) 4+ 0 (a)d(b) +6(8 (a))b
#0
£ add’ (b) + 88 (a)b
3.2. Da eine Lie Algebra L eine K-Algebra in obigem Sinne ist, ist Der L
definiert (als Raum aller Derivationen von L). Bestimmte Derivationen

entstehen auf natiirliche Weise, die wir im Folgenden genauer betrachten
werden.

Definition 3.4. Sei z € L, so ist y — [zy] ein Endomorphismus, den wir als ad x
bezeichnen.

Remark 3.5. Es gilt sogar adx € Der L. Dennn wir kdnnen die Jacobi Identitéit in
der folgenden Form umschreiben (mit Hilfe von (A2%)): [z[yz]] = [y[zz]] + [[zy]z]-
Denn: (A3) [z[yz]] + [y[za]] + [2[zy]] = 0 ;

(A2’) [zy] = —[yx]
[zlyz]] + [ylzz]] + [z[ay]] = 0
& [[y=]] = —[ylza]] — [z[zy]]
& [z[y=]] [ylz]] + [[zy]z]
Daraus ergibt sich:
ad(z)[yz] = [z[yz]]
= —lylza]] = [z[zy]
= [ylaz]] + [[zy]z]

= [y, ad(z)2] + [ad(2)y, 2]
Solche Derivationen von L heifen innere Derivationen, alle anderen dujfere.

Remark. Es ist moglich, dass adxz = 0 , sogar wenn = # 0 : Dies tritt beispiels-
weise bei eindimensionalen Lie Algebren auf.
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Definition 3.6. Die Abbildung L. — Der L,x — adz , die jedem x ad x zuordnet,
heifst adjungierte Darstellung von L.

Remark 3.7. (i) Diese Darstellung spielt eine entscheidende Rolle in den folgenden
Vortragen.

(ii) Manchmal gibt es den Fall, dass z gleichzeitig als Element von L und als
Element einer Unteralgebra K von L betrachtet wird. Um Doppeldeutigkeit zu
vermeiden, verwendet man die Notation adyx oder adxx um zu zeigen, welches x
gemeint ist (als Element von L bzw. K.)

Example 3.8. Sei x eine Diagonalmatrix. Dann gilt: ady(, k)(x) = 0, wobei
adgi(n, k) () nicht unbedingt 0 sein muss.

Lemma 3.9. Sei x € gl(n, K) mit n verschiedenen Eigenwerten ay, ..., a, in K.
Die Eigenwerte von ad x sind genau die n® Skalare a; — a; (1 <i,j < n), die
nicht unbedingt verschieden sein miissen.

Proof. x besitzt n verschieden Eigenwerte, d.h. es existiert ein s € gl(n, K) mit

Qn

Man sieht, dass fiir e;; gerade [4, e;;] = (a; — a;) - e;; gilt.

Denn:
[A,eij] = Aeij—eijA
ai
0
= Lij
0
an
ai
0
_ Ly
0
an
= (ai)ij | — (aj)ij

= A; - €5 — Ay * €45
- (0,1' — aj) . eij

Angewendet auf die Bedingung ad x(y) = [zy] = Ay ergibt sich fiir A

~ A = a; — a; wie gewiinscht.
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4. ABSTRAKTE LIE ALGEBREN (FAKULTATIV)

Example 4.1. Strukturkonstanten beziiglich der gewohnlichen Basis B = {x1, z2, 3}

1 0 0
von R?® mit z; = 0 |,z9= 1 , L3 = 0
0 0 1

Wende die Klammer auf zwei Basiselemente an:
Fiir [x122] ergibt sich:

[x120] = T1 X Ty — Xy X 1
1 0 0 1
= 0 X 1 — 1 X 0
0 0 0 0
0 0
= 0 — 0
1 -1
0
= 0
2
0
= 2 0
1
= 2. xr3
Ebenso ergibt sich fiir [z123] bzw. [zax3]:
0
[l’l.Tg] —2- 1
0
= —2- To
1
[I’Q?Eg] 2- 0
0
= 2- T1

Sei L eine Lie Algebra mit Basis B = {21, ..., z,}. Die Strukturkonstanten af;
ergeben sich wie folgt:

n
[ziz,] :Z afjxk
k=1
Fiir obiges Beispiel bedeutet dies:

— 1 2 3
[122] = a19T1 + A19T2 + a75T3



SEMINAR LIE ALGEBREN UND THRE DARSTELLUNG - VORTRAG 2 11

Analog fiir [z123] bzw. [zoxs):

[x123] ~ aj3=0

2

aj3 = —2
3

a3 =10

[xoxs] ~ a3y =2

Diese Strukturkonstanten lassen sich in einer (dreidimensionalen) Multiplika-
tionstabelle zusammentragen, in der die Eintriige jeweils die Strukturkonstanten
sind:

(0,0,0) (0,0,2)
(Oa Oa _2) ( s Uy 0) (2
(07270) (_ ) 70) (07

n
Allgemein: Anhand der Strukturkonstanten af; in [z;2;] =Y afjzy ldsst sich

=1
eine Multiplikationstabelle aufstellen, aus der man die Lie Algebra rekonstruieren
kann.

Denn z.B. folgt aus (A2) und (A3):

E_n_ .k k.
a; =0=a;;+a

gi |

kE m k _m k. _my\ __
E (aijap +ajap; +ajap;) =0
k



