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1 Moduln iiber Lie-Algebren

Im Folgenden seien Vektorrdume endlichdimensional. Ein K-Vektorraum heifit L-Modul
iiber einer Lie-Algebra, wenn es eine Verkniipfung gibt : L x V' — V wobei (z,v) — z.v
, die folgende Bedingungen erfiillt:
Va,b € K,Yv,w € V,Vx,y € L gilt:

(ax + by).v = a(z.v) + b(y.v) (1)
z.(av + bw) = a(x.v) + b(z.w) (2)
[zylv = zyv—yzv (3)

1.1 Definition L-Modul-Homomorphismus

Eine Abbildung ¢ : V. — W heiit Homomorphismus von L-Moduln, wenn V und W
L-Moduln sind und es gilt:

@ ist linear

plrv) = .0(v)

(4)

Ist ¢ zusatzlich ein Isomorphismus, dann heifit ¢ auch Isomorphismus von L-Moduln
und wir sagen V und W erzeugen dquivalente Darstellungen.

1.2 Beispiele

L-Moduln kénnen auf viele Arten erzeugt werden.

1.2.1 Der Dualraum

Ist V ein L-Modul, dann ist der zugehorige Dualraum V* ebenfalls L-Modul, das soge-
nannte duale L-Modul. Dabei definiert man fiir f € V*,v € V,x € L die Verkniipfung

durch: (z.f)(v) == —f(z.v).
Das dritte Axiom gilt nach folgender Rechnung:

([29)-F)(0) = —f (9] 0)
= —f(zyv—y.x)
= —f(zyv) + f(y.z.v)
— (o)) — (5-H)(0)
= —(y.x.f)(v) + (z.y.f)(v)
— (wy.H) — (g.2.H))

~— T



1.2.2 Das Tensorprodukt

Sind V und W L-Moduln, dann bezeichnet V ® W das Tensorprodukt zwischen V und
W. Die Multiplikation mit Elementen der Lie Algebra ist dann definiert durch x.(v ® w)
= (x.v)®W + v®(x.w) fiir einen Erzeuger vw.

Wir rechnen das dritte Axiom wieder nach:

(w0 (v @ w) : = [ v ® w0 + 0 ® [zl
(ryv—yzo)@w+vQ (r.y.w — y.z.w)
(ryv@w+vRryw)— (yxo@w+v®y.r.w)

— ey — ya).(v @ w)

(6)

Haben wir einen Vektorraum gegeben, dann gibt es den niitzlichen Isomorphismus
V@V — End(V). Ist V nun ein L-Modul (und damit V* nach 1.2.1 ebenfalls),
dann wird V* ® V durch die oben definierte Multiplikation ebenfalls L.-Modul. Also
kénnen wir End(V) durch ¢ auch als L-Modul betrachten.

1.3 Definition Irreduzibel

Ein L-Modul V heifit irreduzibel, wenn es genau zwei L-Untermoduln besitzt.
Beachte: Nach dieser Definition ist ein nulldimensionaler Vektorraum nicht irreduzibel.
Diese Wahl erleichtert die nachfolgende Definition.

1.4 Definition Vollstindig Reduzibel

Ein L-Modul V heifit vollstédndig reduzibel, wenn es die direkte Summe von irreduziblen
L-Untermoduln ist.

2 lIrreduzible Darstellungen

2.1 Definition Darstellung

Sei L eine Lie Algebra. Eine Darstellung von L ist ein Homomorphismus ¢ : L — gl(V),
wobei V ein endlichdimensionaler Vektorraum ist.

Wir nennen ¢ irreduzibel, wenn die einzigen unter o(x), fiir alle x € L, invarianten
Réume 0 und V selbst sind.

Durch z.v := ¢(z)(v) erfiillt eine Darstellung die Axiome eines L-Moduls.

2.2 Definition Treu

Wir nennen eine Darstellung treu, wenn sie injektiv ist. Dann existiert eine Umkehrab-
bildung, sodass die Lie Algebra anhand des Bildes der Darstellung in gl(V) betrachtet
werden kann.



2.3 Lemma

Seien ¢, € End(V) mit ¢po1) = 1po¢. Dann sind ker(¢) und Eigenrdume von ¢ invariant
unter . U

2.4 Schurs Lemma

Im Folgenden nehmen wir 0.B.d.A. an, dass K=C. Dabei nutzen wir nur die Eigenschaf-
ten von C algebraisch abgeschlossen zu sein und Charakteristik 0 zu haben.

Sei ¢ : L — gl(V) eine irreduzible Darstellung von L. Dann sind die einzigen Endomor-
phismen von V, die mit allen ¢(z) kommutieren, die Skalaren.

Beweis:

Sei ¢ : L — gl(V) irreduzibel und m € Endp (V') sodass ¢ und 7 kommutieren

=mop(r)=¢(x)orVr e L (7)

Dann existiert ein A € C, sodass Ker(m — A - Iyy) # 0. Dann ist A\ Eigenwert von . Da
¢ irreduzibel ist und nach 2.3 die Eigenrdume von 7 invariant lésst, folgt:
o(x) o (ker(m—X-1Iy)) C ker(m — X+ Iy)

= (ker(m—X-Iy)) =V
= T—A-Iy =0 YveV
= T=A-Iymit A\eC |

3 Casimir Operator

Wir verallgemeinern die Killing Form. Sei L Lie Algebra, ¢ : L — gl(V') treue Darstel-
lung des L-Moduls V. Wir definieren eine symmetrische bilineare Form 5 : V x V — K:

B(x,y) == tr(p(z) o p(y)) Vr,y €L (8)

Wir beobachten: Ist und ¢ die adjungierte Darstellung, ist dies die Killing Form. Also
definieren wir analog zur Killing Form:

Rad(B) :={x € L: p(z,y) =0 firalley € L} (9)
Bemerkung: Wir stellen analog zur Killing Form fest, dass 3 assoziativ ist in dem Sinne:
Bllxyl, z) = Bla, [y2]) Va,y,z € L (10)

Damit ist auch das Radikal von 3 ein Ideal.

3.1 Lemma

Sei L eine halbeinfache Lie Algebra und ¢ : L — gl(V') eine treue Darstellung von L.
Dann ist [ nicht ausgeartet.



Beweis:

Da I=Rad(pB) Ideal ist und S(z,y) = 0 Vz,y € I, wissen wir, dass ¢(I) C gl(V') eine
auflosbare Unter-Lie-Algebra ist (nach dem Cartan Kriterium). Da ¢ treu ist, ist also
auch I auflosbar. Nach Voraussetzung war L halbeinfach, d.h. I=0. U

3.2 Zur Konstruktion des Casimir Operators

Ist ¢ treu, so gibt es zu {z1, ..., z,, }, einer Basis von L, dazugehorige Elemente {1, ..., y» },
sodass gilt:

B(l’i,yj> = (51‘]‘ fiir alle Z,j S {]_, ,n} (11)

3.3 Lemma

Sei x € L und [z, ;] = Y, a;;x;. Dann folgt:

j=1
[,y =Y —azy; Vie{l,..n} (12)
j=1
Beweis:
I xz Zamﬁ x],yk (13)

Schreiben wir dann ﬁir[m, Yr] = D51 brjy;, gewinnen wir durch die Assoziativitit:

air = B[z, zi], ye) = —B([xi, 2], yk) = =B (s, [7, yi]) Z%ﬂ T, y;) = —bi; (14)
Ol

3.4 Der Casimir Operator

Sei L eine halbeinfache Lie Algebra, V ein L-Modul und ¢ : L — ¢l(V) eine treue
Darstellung von L. Wir definieren den Casimir Operator als Abbildung C' : V — V
durch:

= Z% (i v) = Z@(%)@(yi) (15)

Dabei spricht man bei letzterem vom zu ¢ korrespondierenden Casimir Operator. Die
x; und die y; sind wie in (3.2) gewahlt.



3.5 Eigenschaften des Casimir Operator

(i) C' kommutiert mit allen ¢(x)

(i) tr(C) = dim(L)

(iii) C ist L-Modul-Homomorphismus

Beweis:

zu (i) rechnen wir fiir eine Darstellung ¢ von L [¢(x), C] x € L aus:

[6(2),C] = Z[szﬁ( ) ()] p(y:) + Z¢ z1)[p(x), ¢(vs)]

= O
= C kommutiert mit allen ¢(z)

u (ii) betrachte:

n

Zﬁ" )oe(yi)) = Zﬁ(xz‘,yi) =n (17)

i=1

zu (iii) zeigen wir: C'(z - v) —x - (C(v)) = 0:

n

Clz-v) =z (Cv)) = Z zi(yi(wv)) — Z v(zi(yiv)) (18)

Dazu addieren wir 0 = —x;(z(y;v)) + z;(x(y;v)) zu jedem Summanden:

n

Clx-v) — le Y Zﬂfz, (yiv) =0 (19)

O
Bemerkung:
Sobald wir den Satz von Weyl bewiesen haben, folgern wir aus der Existenz einer Zerle-
gung in irreduzible Untermoduln eines Moduls und damit einer Zerlegung von Darstel-

lungen in irreduzible Darstellungen, dass der Casimir Operator sogar unabhéngig von
der Wahl der Basis {z1, ..., z,} ist.

3.6 Beispiel

Sei L = sl(V), K ein Kérper, V = K**? und ¢ : L — gl(V) die Identitdt. Weiter ist
(x,h,y) die Standardbasis von L und (y,3h,x) die dazu duale Basis:



(01
- \0 0

h = é _01 Dann ist C' = tr(¢(z;)e(y;)) = tr(xy;) = d;;, wie gewiinscht.
/00

Y~ oo

Der Casimir Operator errechnet sich nach Definition durch:

(20)

O Nlw

n n 1
B=2 e@)el) =D v =xy+h*+yz = (
=1

i=1

vl O
N~

4 Satz von Weyl

4.1 Lemma

Sei ¢ eine Darstellung einer halbeinfachen Lie Algebra L. Dann ist ¢(L) C si(V'). Damit
operiert L trivial auf jedem eindimensionalem L-Modul.

Beweis:
Da L halbeinfach ist, gilt: L = [LL]. Betrachte dann:

¢(L) = o([L, L]) = [¢(L), o(L)] < [gl(V), gl (V)] € sI(V') (21)
Ist V eindimensional, so gilt: ¢(L) C sl(V) =0 O

4.2 Satz von Weyl

Sei ¢ : L — gl(V) eine (endlichdimensionale) Darstellung einer halbeinfachen Lie-
Algebra mit V # 0. Dann ist das L-Modul V vollsténdig reduzibel.

Beweis:

Sei V ein L-Modul, ¢ : L — gl(V') eine Darstellung von L. Dann gibt es ein Untermodul
W von V. Weiterhin nehmen wir an, dass ¢ treu ist. (Sollte ¢ nicht treu sein, betrachten
wir einfach ¢ : L/T — gl(V') mit I = ker(¢).)

Wir beweisen den Satz von Weyl zuerst fiir den Spezialfall dim(W) = dim(V)-1:

In diesem Fall ist V/W ein triviales L-Untermodul und wir erhalten aus Lemma (4.1),
dass L trivial darauf wirkt. Also gilt C(V/W) = 0 bzw. V/W C ker(C) und damit
insbesondere C'(V/W) C W.Wir zeigen: Ker(C') ist ein Komplement zu W in V:
Nehmen wir an W sei irredzuibel. Da C' ein L-Modul-Homomorphismus ist, ist ker(C')
ein Untermodul von V. Wir wissen schon, dass C(v) = 0 fiir alle v.€ V/W. Da der
Casimir Operator mit allen Endomorphismen kommutiert und W irreduzibel ist folgt
durch Schurs Lemma, dass C'(w) = Aw fiir ein A € C fiir alle w € W.

Wir behaupten A # 0. Das sehen wir durch Berechnung der Spur von C'. Einerseits
folgt mit Gleichung (17), dass tr(C"W) = dim(W) # 0. Jedoch wiirde A = 0 aber

tr(C |W) = tr(0g(wy) = 0 implizieren. Widerspruch!



Durch nachzéhlen der Dimensionen und W N ker(C) = {0} sehen wir dann, dass V =
W @ ker(C') und wir sind fertig.

Doch was, wenn W garnicht irreduzibel ist? Dann Betrachten wir folgende Indukti-
on:

Induktionsanfang :

dim(W) = 0 und dim(V) = 1. Dann besitzt V eine Zerlegung als direkte Summe, in der
ein eindimensionales Untermodul von V enthalten ist.

Induktionsvoraussetzung :

Alle Moduln mit dim < n-1 besitzen eine Zerlegung in eine direkte Summe von irredu-
ziblen Untermoduln.

Induktionsschritt :

Angenommen, W C V habe ein Untermodul {0} # W* C W.

Dann wissen wir aus den Isomorphiesétzen:

(V/W)/(W]We) = (V/W) (22)

Also hat W/W* ein eindimensionales Komplement in V/W*. Dieses bezeichnen wir mit
W /W*. Demzufolge gilt nun W/W* = V/W. Da nun dim(W) <dim(V) und dim(W°)
<dim(W), greift die Induktionsvoraussetzung. W* hat also ein eindimensionales Kom-
plement in W, sodass:

W=Ww<waox (23)

fiir ein eindimensionales X. Dann ist V = W & X und somit die Aussage fiir den Fall
dim(V) = n gezeigt.

Ist W also nicht irreduzibel, so gibt es einen nichttrivialen Untermodul von W, wodurch
die Induktion angewandt werden kann, um W auf den irreduziblen Fall zuriickzufiihren.

Wagen wir uns nun an den allgemeinen Fall: Sei W wieder ein L-Untermodul von V.
Dann ist M := Hom(V,W), die Menge der linearen Abbildungen von V nach W, ebenfalls
ein L-Modul durch die Definition:

(x-fllv)=x-f(v)— f(z-v) Vee L, fe Mundv e V. (24)
Wir definieren weiter:

My:={f € M: f Lw=0}. (26)

Wir sehen leicht: My C Mg und beide sind selbst auch L-Moduln.

Der Quotient Mg/Mj ist eindimensional, da jedes f € Mg in Mg/My durch A bestimmt
ist. Nun kénnen wir den Satz fiir den Spezialfall dim(V') = dim(WW) + 1 anwenden, denn
dim(Mg) = dim(My) + 1. So erhalten wir Mg = M, @& C, fiir ein eindimensionales Un-
termodul C' C Mg. Folglich ist C ein triviales L-Modul und enth&lt damit insbesondere



ein Element 0 # f € C, sodass = - f = 0 Va € L. Daraus folgern wir, dass f Homomor-
phismus ist. Deshalb ist K:=ker(f) ein Untermodul von V.

Behauptung: V =K ¢ W.

Fir v € KNW ist f = Oy. Andererseits ist f lw= A, also f(w) = Aw. Der einzige
logische Ausweg ist nun, dass K N W = {0}. Also ist der Satz bewiesen, denn nun gilt:

dim(K) = dim(V') — dim(im(f)) > dim(V') — dim(W)

(27)
=V=KaoW

g



