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0 Einleitung

Vorwort

Wie viele Moglichkeiten gibt es, 5 Késesorten auf einer drehbaren Servierplatte anzuord-
nen? Und wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn ich von jeder Sorte genau 3 Stiick platzieren
mochte? Fragestellungen dieser Art nennt man auch Farbungsprobleme, da man jede K-
sesorte auch als Farbe (oder Nummer) interpretieren kann.

Ende des 19. Jahrhunderts gelang es William Burnside, eine geschlossene Formel fiir die
Anzahl von Farbungen mit r vielen Farben einer Menge mit N Elementen anzugeben. Das
Besondere hierbei ist, dass die Symmetrie des Objektes, welches man farben mdochte, mit
einbezogen werden kann. Dies ist sehr wichtig, da beispielsweise eine Rotation des gefarbten
Objektes eine andere Farbung erzeugen kann (es spielt keine Rolle ob wir den Gouda auf
die linke oder rechte Seite der Platte legen). Kennt man die Symmetrien eines Objektes,
so kann man diese gruppentheoretisch erfassen. Die Darstellung der Gruppe spielt dabei
keine Rolle. Einzig die Lange eines Zykels o fliefit in die Berechnung mit ein. Dabei soll
o = (P, Ps,..., Py) eine zyklische Permutation der Punkte P; bis P, sein. Heuristisch
Formuliert: Gibt es viele Symmetrien, so gibt es viele dhnliche Farbungen, die wir nicht
mitzdhlen wollen. Sind die Zykel insgesamt recht kurz, so sind unsere Symmetrien recht
grob und weniger Farbungen sind dhnlich. Diese Z&hlweise ist allerdings sehr ungenau.
Errechnen wir auf diese Weise alle Farbungen mit drei Farben, so zéhlen wir auch Far-
bungen mit, bei denen einzelne Farben nicht verwendet werden. Man nennt diese Art von
Farbungen entartet.

Die Berechnung der r Féarbungen lauft auf das Auswerten eines Polynoms an der Stelle
r hinaus. Man nennt dieses Polynom auch den Zykelzeiger von einer Gruppe G auf einer
Menge X. Dieses enthélt die Informationen iiber die Lénge und Anzahl jedes Zykeltyps.
Wobei ein Zykeltyp die Zusammenfassung mehrerer, disjunkter Zykel ist, die alle Punkte
aus X enthalten (evtl. in Zykeln der Liange 1). George Polya verfeinerte 1937 die Auswer-
tung dieses Polynoms. Mit seinem Satz kann man die Anzahl von Férbungen berechnen,
bei denen ¢; mal die Farbe 1, 75 mal die Farbe 2, usw. verwendet wird. Er machte seine
Formel in der Fachliteratur bekannt, indem er viele chemische Verbindungen mit dieser
Methodik zdhlte. De Bruijn zeigt dies eindrucksvoll in einer Veréffentlichung [6], in der er
alle einwertigen Alkohole und ihre Isomere z&hlt.

Besonders interessant wird das Z#hlen von Farbungen auf Objekten mit hoher Sym-
metrie. Typisch hierfiir sind regelméfige Vielecke oder Polygone.
Ein gleichméfkiges Dreieck kann nach Drehung um seinen Mittelpunkt oder Spiegelung
entlang einer Winkelhalbierenden in Deckung gebracht werden. Hier ergeben sich sechs
unterschiedliche Symmetrieoperationen. Diese kann man sowohl auf der Menge der Ecken
als auch auf der Menge der Kanten des Dreiecks sinnvoll interpretieren. In Kapitel 2 be-
rechne ich die Symmetrien des 6-Ecks, um die Anzahl der Isomere von Trichlor-Phenol zu
bestimmen.
Etwas komplexer ist die Bestimmung der Symmetrien von Polygonen. Im 3-dimensionalen
stokt der Mensch oft schon an die Grenzen seiner Vorstellungskraft. Vollsténdig bestimmt
ist diese Problematik allerdings schon bei den Platonischen Kérpern. Diese sind regelmé-
Bige, durch n-Ecke begrenzte Polyeder. Von diesen gibt es genau 5 verschiedene.



Tetraeder Wiirfel Oktaeder

Dodekaeder Tkosaeder

Abbildung 1: Die 5 platonischen Kérper [10]

In der vorliegenden Arbeit untersuche ich den Wiirfel, um Farbungsprobleme berech-

nen zu koénnen. Diesen fasse ich als Hiille seiner 8 Ecken mit Koordinaten (£1,41,+1) auf.
Eine Fliache wird durch Festlegen einer Koordinate exakt bestimmt. Man sieht auf diesem
Wege wieder, dass ein Wiirfel 6 Flichen hat. Allgemein ist dann ein n-Wiirfel die Hiille
seiner 2" Ecken im n-dimensionalen euklidischen Raum. Ein maximaler Unterwiirfel ist
eine Teilmenge des n-Wiirfels, welche alle Punkte - mit fester Koordinate 4+ oder —1 an
einer Stelle- beinhaltet. Fiir die Menge W_; der maximalen Unterwiirfel konnen wir die
Féarbungen recht schnell bestimmen. Um die Farbungen von anderen Teilmengen W,, ;, der
Potenzmenge des n-Wiirfels zu berechnen, miissen wir die Symmetrien, die wir zunichst
fiir die Menge WW_1 bestimmt haben werden, auf Symmetrien der Menge W, ;. iibertragen.
Jede Symmetrie wird (fiir unsere Zwecke vollstandig) durch ihre signierte Zykelstruktur
(SCT, siehe Definition 1.16) beschrieben. Fiir jeden dieser SCT erhalten wir ein Polynom,
welches die Zykelstruktur auf den Mengen W, ; trégt. Der Vorteil der Polynomschreib-
weise besteht darin, die Daten fiir alle W, ;’s nebeneinander speichern zu kénnen. Wir
koénnen schliefslich Tabellen mit den Zykeltypen und der Kardinalitdt der einzelnen SCT's
ausgeben und dort direkt den Zykelzeiger ablesen. Somit ist die theoretische Grundlage
zur Loésung von Farbungsprobleme am n-dimensionalen Wiirfel geschaffen.
Im letzten Kapitel werden einige Féarbungsprobleme am 3-dimensionalen Wiirfel behan-
delt. Wir finden z.B. heraus, dass es drei unterschiedliche Moglichkeiten gibt, 2 Ecken des
Wiirfels einzufdrben. Diese sind durch den Abstand der Ecken eindeutig bestimmt: Zwei
Ecken konnen benachbart sein, iiber genau zwei Kanten verbunden sein oder im Wiirfel
diagonal gegeniiber liegen.
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Notationen

Wir bezeichnen mit

R die Menge der reellen Zahlen,

N ={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen,

I, ={1,2,...,n} die Menge der ersten n natiirlichen Zahlen und
I, ={-n,...,—1,1,...n} = L,U — I,.

Mit Fy := Z/27 bezeichnen wir den Kérper mit zwei Elementen.

Weiter sei zu einer Zahl i € I,, der Standardeinheitsvektor e; = | 1 | mit einer 1 an

0
der i-ten Stelle und Nullen sonst. Man kann diesen Vektor sowohl als Element von
% als auch von R™ interpretieren.

Zu den natiirlichen Zahlen k1 +...+k,, = n sei der Multinomialkoeffizienten ( ky " k:n) =

n!

Bl knl”

#(M) = |M| = Anzahl der Elemente in einer Menge M.



1 Der n-dimensionale Wiirfel

1.1 Visualisierung

Definition 1.1 (n-Wiirfel). Wir definieren einen n-dimensionalen Wiirfel W, als Men-
ge {£1}" mit einer Nachbarschaftsrelation. Elemente dieser Menge heiffen Knoten (oder
Ecken). Es seien zwei Knoten a,b € W,, benachbart genau dann, wenn sie sich in genau
einer Komponente unterscheiden. Eine Nachbarschaftsrelation nennen wir Kante {a, b}.

Dies ist die einzige Struktur des Wiirfels, die wir flir unsere Zwecke bendtigen.

Bemerkung 1.2. Wir betrachten nun den n-Wiirfel W,, als Teilmenge des n-dimensionalen
euklidischen Raums R™. Die konvexe lliille von W, ist dann die Menge

B(O7 1) = {.CL‘ S Rn‘ Hstup < 1}

Die Visualisierung davon ergibt im Fall von n = 2 bzw. 3 das Quadrat bzw. den Wiirfel mit
Seitenlénge 2. Ein n-Wiirfel lasst sich rekursiv aus einem (n—1)-dimensionalen Wiirfel kon-
struieren, indem man diesen kopiert und jede Ecke der Kopie durch eine Kante mit seinem
Urbild verbindet. Dieses Konzept eignet sich allerdings nur bedingt zur Veranschaulichung,
jedoch durchaus zum Zahlen von Ecken, Kanten, Fléchen, etc.
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Abbildung 2: Wiirfelanaloge [9]

Die Menge {£1} trigt eine multiplikative Struktur. Da ein kanonischer Gruppeniso-
morphismus in die Menge Fy = {0, 1} versehen mit einer additiven Struktur existiert, kann
man diese Mengen miteinander identifizieren. Entsprechend kénnen wir W, auch als Vek-
torraum der Dimension n iiber Fy interpretieren. Wir nennen auch hier zwei Punkte a,b
benachbart, wenn sie sich in genau einer Koordinate unterscheiden. In FZ ist dies dquivalent
zua+b=e¢; firein i € I,.

Definition 1.3 (Unterwiirfel). Sei N 5 k < n. Ein k-dimensionaler Unterwiirfel U von
W, ist ein voller Untergraph, der isomorph zum k-dimensionalen Unterwiirfel Wy, ist. Mit



Wik bezeichnen wir die Menge der k-dimensionalen Unterwiirfel von W,
Wik = {U|U ist k-dim. Unterwiirfel von W, }.

Dabei ist Wy, = {W,, }.
Sind z = (x1,...,x) € Wy und S C I, mit |S| = k fest, so kénnen wir ein U € W, als
Menge:

U=U,s={a=(a1,...,an) € Wpla; = z; Vi € I,\S}

schreiben.

Bemerkung 1.4.

e Sei S C I, eine Menge mit k Elementen und
V = (e;li € S) C Fy ein achsenparalleler Untervektorraum der Dimension k, sowie
x € Fy. Dann ist x+V ein k-dimensionaler Unterwiirfel, und jedes Element von W, 1,
entsteht auf diese Weise. Wir identifizieren die Menge W, ;. aus der Potenzmenge von
Wy, mit der Menge {z + V| V =< €; >ics, « € F§} von affinen Unterrdumen in F5.

e Ein k-dimensionaler Unterwiirfel U héngt nur in (n — k) Komponenten von x ab. Es
ist -fiir einen festen Unterwiirfel- der Vektor x nicht eindeutig bestimmt. Es gilt:

W) = (Z) 2"k = N (1)

Dabei ist der Binominialkoeffizient (Z) die Anzahl der k—dimensionalen achsenpar-
allelen Untervektorrdaume von F7.

e Zu jeder Ecke z € F} gibt es genau eine Ecke Z := x + (1,1, ...,1)! mit maximalem
Abstand. Diese hat die Eigenschaft:
Es existiert kein k < n, sodass z,Z in einem k-dimensionalen Unterwiirfel enthalten
sind. Bezeichnen wir Mengen der Form {zZ} als Raumdiagonale, so folgt:

#(Raumdiagonalen von W,,) = 2"/2 = 2"~ 1,

1.2 Die Automorphismengruppe des n-dimensionalen Wiirfels

Definition 1.5 (Semidirektes Produkt). [1, S. 115]
Es seien G, H Gruppen und ¢ : H — Aut(G) ein Gruppenhomomorphismus in die Auto-
morphismengruppe Aut(G) von G. Dann ist die Menge P = G x H mit der Verkniipfung

o (GxH)x (GxH)— (G x H)
(g1,h1) , (92,h2) = (g1 ¢(h1)(g2), b1 - ha2)

eine Gruppe, das semidirekte Produkt G x, H von G und H beziiglich ¢. Weiter ist
G=Gx{eg} CGx, H ,(em die Identitdtsabbildung)
ein Normalteiler, und fiir die Quotientengruppe gilt

(Gx,H)/G=H.

10



Definition und Satz 1.6. Fir die Automorphismengruppe des n-dimensionalen Wiirfels
gilt:

Gy = Aut(W,) = Cy x, Sy.
Diese Gruppe operiert von links auf den n Koordinaten der Knoten aus Wy,. Ist R C I,
und |R| = r, so ist fir ein Element a = (a1, ...,an) € Wy, und 7 = 7 € C¥

(a) = 7(a;) = —a; ,wenn i € R
U=\ (@) =a; ,wenni ¢ R

Die symmetrische Gruppe S, operiert auf den Knoten von Wy, durch vertauschen der Ko-
ordinaten. Sind o € S,, und a = (ay, ...,a,) € W, gegeben, so setzen wir

g(a) = (a0(1)> ey aa(n))'
Die Verkniipfung o’ wird gegeben durch:
o : (CF x Sp)x (CF x Sp)— (CF x Syp)

(11,01) , (12,02) = (T1Lo, (T2), 0102),
wobei Ly, (T2) = Ungafl 1st.

Beweis. 1. Sei 7 = 7p € Cf wie im Satz. So ist 7 nach Konstruktion eine Abbildung,
welche die Menge W,, = {£1}" auf sich selbst abbildet, also ein Endomorphismus.
Diese Abbildung ist als Produkt disjunkter Transpositionen sogar ein Automorphis-
mus.

Analog findet man S,, C G,.

2. Zeige: C¥ N S, = {id}.
Annahme: Es sei id # m € C§ N S,,. Somit gibt es eine Teilmenge R C I, auf der 7
nicht trivial operiert. Es gilt:

. €, =—1,wenni € R
1,..,1) = 1,...,1) = ;= ! T
ﬂ'( PRXXD) ) 7-‘-R( PRERS) ) (Ela aen)a mit €; {Ei -1 wenn i ¢ In\Ra
wobei fiir mindestens ein i gilt ¢; = —1. Aber fiir alle ¢ € S, gilt:

o(l,...,1)=(1,...,1).
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme 7 # id.

3. Die Gruppen C% und S,, kommutieren nicht miteinander. Sei a = (ay, ..., an) € Wi,
Fiir Elemente o € S, und 7 = 75 € CF gilt:

€ =—1,wennt € R

€ =1,wenn i ¢ I,\R gilt

denn fiir 7g(aq,...,an) = (..., €a;,...), mit ¢ = {
(otro Y (ay, ...;an) = o 0 TR(...,ap-1(i), ...)
=0(., €ay,-1(1),...)

= (., €a,...) = To(R)

11



mit €, € {£1}, € =-1sico(R).
Verkniipfen wir entsprechend zwei Elemente mro1, Tros € (CF, Sy) C Gy mit o € Sy,

und 7g, 7 € C§ mit Teilmengen S, R C I,,, so gilt:
_ 1
Tso1TRO2(A1, ..., n) = Ts O1TRO] - 0102(a1, ..., Qp).

4. Die Abbildung
vt Sy —  Aut(Cy)
o lo cy — C3
TR > To(R)

ist ein Gruppenhomomorphismus von S, in die Automorphismengruppe von C3. Mit
ihr wird die Menge C3 x S, zu einer Gruppe; némlich zum semidirekten Produkt

C3 x, Sy,.

5. Es bleibt zu zeigen, dass G, := C% %, S, = G, := Aut(W,,) ist.

Wir bemerken zunéchst, dass gilt:
(x) Fiir alle n operiert GJ, transitiv auf der Menge {+e;|i € I,} der signierten
Basisvektoren.
Wir zeigen die Behauptung iiber Induktion nach n.
Die Aussage ist offenbar richtig fiir n = 1.
Es gelte G, = G, fiir ein n > 1. Zeige die Behauptung fiir n + 1:
Wir fassen C3 als Untergruppe (x,...,*,1) von C;H und S, als Untergruppe von
Sp+1 auf, die den (n 4 1).ten Eintrag eines Elementes von W,y festhélt. Dann ist
G, =C xS, — C;LH X Spt1 = G4, ebenso wie Gy, — Gpq1 die Fixgruppe von
en+1, wenn wir W, als Teilmenge von R” auffassen.
Sei nun a € Gpq1. Wegen (x) existiert ein 8 € G}, mit Sa(epy1) = epq1. Dann ist
Ba ein Element von G,, < Gp+1. Nach Induktionsvoraussetzung ist G, = G,,, d.h.
o€ G, = G, | = Gpy1, also a € G, ;. Deshalb ist G7, | = Gpy1-

O

Korollar 1.7. Die Automorphismengruppe G, von Wy, operiert transitiv auf der Menge
Wik, wobei 0 < k < n ist. Weiter gilt:

|G| = |AutWy )| = 2"n! .

Beweis. Jeder Automorphismus auf der Menge der Knoten ldsst sich eindeutig zu einem
Automorphismus auf der Menge W, j, fortsetzen.
Die Kardinalitdt erhélt man aus den Kardinalitdten von C3 und S,. O]

60(3)> ‘0’ S Sg}

Dabei ist + wie eben. Zu einem Element o € Sy, sei (ey(1)| €x(2) |€5(3)) die Matrix mit
Spaltenvektoren e, ;). Diese ist eine Matrix, mit genau einer 1 in jeder Zeile und Spalte
und Nullen sonst. Man bezeichnet solche Matrizen als Permutationsmatrizen.

Diese Gruppe hat entsprechend 23 - 3! = 48 Elemente.

Beispiel 1.8. Es gilt:

+1 0 0
Aut(Wg) = Cg X, S3 = { 0 £1 O X, (60(1) €5(2)

0 0 =1

12



Halt man bei einem Wiirfel zwei gegeniiberliegende Ecken fest und dreht um die entspre-
chende Raumdiagonale, so erhélt man einen Automorphismus des Wiirfels. Dieser ent-
spricht einer 3-zéhligen Permutation aus S5, etwa

0 01
1 00
010
Die Permutation
0 0 1
-1 0 O
0O -1 0

liefert eine Drehung entlang einer weiteren Raumdiagonalen. Auf diese Weise kann man
alle Elemente der Automorphismengruppe des Wiirfels finden.

Satz 1.9. Die Automorphismengruppe von B(0,1) C R™ hat folgende Darstellung:

X, (60(1) €g(n)> ‘U S Sn} (2)
+1

Hierbei sei e; der Spaltenvektor mit einer 1 an der i-ten Stelle und Nullen sonst.

+1

Aut(Wy,) =2 Aut(B(0,1) = {

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus den Definitionen in 1.6. O

Man kann entsprechend dieser Darstellung auch eine Zerlegung der Automorphismen-
gruppe von Fy angeben. Hierbei iibertragt sich die multiplikative Struktur der Menge {£1}
auf die additive Struktur der Menge Fo. Entsprechend iibertrigt sich eine Multiplikation
eines Elementes 7 € C§ auf eine Addition mit einem Vektor z € 5.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels arbeite ich analog zu dem Artikel “Polya Theory of
Hypercubes” von P.W.H Lemmens [4]. Insbesondere betrachte ich im Folgenden die Wir-
kung von G,, ausschlieflich auf der Menge {#4e;} der signierten Standardbasisvektoren des
R™.

Die Angabe eines Elements 7 € C% ist dquivalent zur Angabe der Teilmenge
R={i1,....ir} C I,

fiir die gilt:
R = {Z el, ’T(CLZ') = —ai}

(vgl. 1.6). Betrachten wir die Operation von 7 auf {te;|i € I,,} so gilt
T =1 = (€, —€i,)...(€;.,—€; ) =: (i1, —01)... (4, —ip)
ist Produkt aus disjunkten Transpositionen.
Ein Element ¢ € G,,/CY = S,, operiert auf der Menge

5, ={-n,...,—1,1,...n} = LU-1I,

13



durch vertauschen der Koordinaten (vgl. 1.6). Hierbei identifizieren wir I,, mit der Menge
{ei, i € I,,} und entsprechend —1I,, mit der Menge {—e;, i € I,}.

Es lésst sich jedes Element aus G, = C3 x5, als Komposition von Zykeln mit Eintragen
+e;, 1 € {1,...,n} schreiben. Dabei kénnen fiir jedes i die Elemente e; und —e; in demselben
Zykel oder in disjunkten Zykeln einer Permutation auftreten.

Satz 1.10. Fir eine Permutation  auf der Menge {+e;}i—1... n der Einheitsvektoren gilt

77777

me Gy e n(—i)=—n(i), Vie{l,..,n}

Beweis. “= "Jedes Element aus G,, entspricht nach 1.9 einer linearen Abbildung in R".
“«< 7 Die Abbildung 7 : 11, — II, ldsst sich zu einer linearen Abbildung 7 : R" — R"
fortsetzen durch 7(e;) = er(;), wobei fiir i € I, gelte: e_; = —e;.

Also ist 7 ein Automorphismus von W,. O

Definition 1.11. [Twins und Doubles]

1. In Gy, nennen wir ein Paar aus zwei disjunkten Zykeln (i1, ..., im)(j1, .-, jm) der Lénge
m, ein m — Paar oder m-Twin, falls 4 = —j; fiir alle [ = 1, ...n ist.

2. Einen Zykel (i1, ..., 42, ) der Linge 2m nennen wir m-Double, wenn i; = —i,, 1 fiir
alle l =1,...,m ist.

Satz 1.12. Die Gruppe G, = C¥ x S, wird erzeugl von der Menge der m-Twins und
m-Doubles, m < n.

Beweis. Wir haben bereits gesehen (Satz 1.9 ), dass gilt

+1
Gn = Aut(Wn) = { X, (eg(l)s cee EeU(n)) ‘0’ c Sn}
+1

Es gentigt also zu zeigen, dass jeder Erzeuger der Gruppe aus 1.9 ein m — Twin oder
m — Double ist.

1. Sei 7 € Cy von der Form
+1

+1

und 41, ..., i, die Koordinaten, auf denen 7 nicht trivial operiert, d.h. die Stellen mit
dem Eintrag —1.

Dann gilt, dass 7 = (i1, —i1)...(ir, —ir) ein Produkt von r vielen Doubles ist.

mit o’ aus S,.

60/(n)>
Ohne Einschrinkung sei nun o’ = (1,...,7) € S,.
Dann ist 0 = (1,...,7)(—1,...,—r) € G,, ein r-Twin.

2. Weiter sel

Gnoo (60'(1)

14



1.3 Die Konjugationsklassen von G,

Definition 1.13 (Zykeltyp). Es sei 0 = (i1, ..., 4p).--(J1, -y ir,) € Sp Produkt disjunkter
Zykel und r1 > ro > ... > 1y € I, mit 22:1 r, = n. Dann nennen wir die Folge (ry,...,7)
den Zykeltyp von o.

Fiir die Gruppen S,, und C¥ sind die Konjugationsklassen bekannt. Wir wissen bereits:

Satz 1.14 (Konjugationsklassen der S,). Zwei Elemente von S, sind genau dann kon-
jugiert zueinander, wenn thre Zykeltypen tibereinstimmen. Deshalb gibt es eine Bijektion
zwischen den Konjugationsklassen und ihren Zykeltypen.

Um die Konjugationsklassen der Gruppe G, zu bestimmen bendtigen wir folgende
Definitionen.

Definition 1.15 (Zentralisator). Den Stabilisator Stab(r) von r € G unter der Konjuga-
tionsoperation nennt man auch den Zentralisator

Za(r)={g € Glgrg~! = r}

von 7.
Als Stabilisator ist Zg(r) C G eine Untergruppe. Man kann den Zentralisator nicht nur
fiir Elemente, sondern auch fiir beliebige Teilmengen M C G durch

Za(M) ={g € Glgrg~* =r Vr € M}
definieren. Als Spezialfall M = G erhidlt man das Zentrum Z(G).

Wir setzen 97 := gmg~" fiir ein g € G. Weiter bezeichnen wir zu einem Element 7 € G,,,
die Konjugationsklasse von 7 mit “»7. Mit voriger Uberlegung gilt dann:

o

G/Zg(m) — Cnr
g9,
Definition 1.16 (SCT). Zu einem Element w € G,, definieren wir

e t; = Anzahl der Twins der Linge ¢ und

e d; = Anzahl der Doubles der Lénge 1.

Weiter nennen wir den Zykeltyp eines Elementes 7 aus G,,, der entsprechend Satz 1.12 nur
von der Anzahl der Twins und Doubles in 7 abhéngt, den signierten Zykeltypen von T;
SCT () (signed cycletyp)

SCT(m) = lfillng’;
Wir lassen Eintrdge im SCT aus, wenn sie mit Null indiziert sind.

Das folgende Lemma ist fiir die Symmetrische Gruppe Sy bereits bekannt. Man kann
es entsprechend auch fiir die Gruppe Gy, die auf der Menge der signierten Einheitsvektoren
operiert, modifizieren.

Lemma 1.17. Sei 7 = (i1, ..., 14t) (=41, ..., —it) € Gy, ein Twin und

0= (J1y--sJdy —J1s -y —Jd) € Gp ein Double. Dann gilt
arr L = (w(iy), ..., w(i) ) (7(i1), ..., m(ir)) V7 € G, (3)
7ot = (w(j1), ..., m(—jq)) V7 € Gp. (4)
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Beweis. Sei zundchst 7 = (i1, ...,4)(—41, ..., —3¢). Dann gilt:

e (k) = { k , falls (7 Y(k) ¢ {£i1,..., xi;}) & (k & {m(%i1), ..., m(£is)}) '
m(is1) , falls k = 7(ip)

Wobei in dieser Schreibweise 4,411 = i1 gelten soll.

Hierbei ist zu beachten, dass w(—4;) = —m(i;), da m € G,, ist. Also ist zu einem Element 7

auch jedes Element 77m~! = 7/ ein t-Twin.

Man zeigt die Aussage fiir einen Double § analog. O

Satz 1.18. Zwei Permutationen 7, © € G, sind genau dann konjugiert, wenn sie den
selben signierten Zykeltyp (SCT) haben.

Beweis. Folgerung aus Lemma 1.17 O

n

Bemerkung 1.19. Jeder SC’T(lle...ng’;) mit le(tl + d;) = n entspricht genau einer
1=

Konjugationsklasse in G,,.

Lemma 1.20. Sei w € Gy, mit Zykeltyp SCT(7) = 1211...7122. Dann gilt

8(Za(m)) = [ ] dittad(20) %+
=1

Beweis. Jedes Element m € G,, ist Produkt von Twins und Doubles. Nach Lemma (1.17)
bleibt die Zykelstruktur jedes Elementes unter Konjugation erhalten. Da > i(t; + d;) = n
gilt, ist der SCT ein vollstandiger Zykeltyp auf der Menge {+e;} der signierten Standardba-
sisvektoren, (der insbesondere auch die 1-Zykel enthélt). Die Méachtigkeit des Zentralisators
ist also das Produkt der Méchtigkeiten der Zentralisatoren (iiber Gy,) der m — Twins mit
dem der m — Doubles.

Der Zentralisator eines Elementes 7 enthilt nach Definition genau die Elemente, die beziig-
lich Konjugation trivial auf 7 operieren. Wir zdhlen nun die entsprechenden Freiheitsgrade.

1. Sei 7 das Produkt von t,, vielen m — T'wins. Dann gibt es genau t,,! Mdglichkeiten,
diese m—T'wins anzuordnen. Weiter wird ein fester m—Twin (i1, ..., iy ) (=01, ...y —im,)
unter Konjugation auf sich selbst abgebildet, wenn die Koordinaten entsprechend
dem Zykel (i1, ..., iy, ) zyklisch permutiert werden. Dieser Zykel hat offenbar Ordnung
m. Des Weiteren kann man die beiden Zykel (iy,...,%,) und (—i1,..., —im) unter
Konjugation vertauschen.

2. Sei nun 7 entsprechend das Produkt von d,, vielen m — Doubles. Dann konnen diese
Doubles (wie in 1) unter Konjugation permutiert werden. Ein Double ist formal ein
Zykel der Linge 2m. Eine Konjugation operiert trivial auf einem solchen Zykel, wenn
die Eintrage zyklisch vertauscht werden (2m Maoglichkeiten).

O
Satz 1.21. Sei 7w € G, mit SCT = 1311...n22. Dann gilt
G |Gn’ 2“71'

I = . 5

T ) T T dn i ®)

Beweis. Dies ergibt sich aus 1.20 und den Eigenschaften von Zentralisatoren. O
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2 Farbungsprobleme

Die folgenen Definitionen und Sitze entnehme ich dem Skript von Prof. Dr. E.U. Gekeler
zur Kombinatorik und Graphentheorie [3].

Definition 2.1 (Zykeltyp). (vgl.1.13) Zu einem Element o € Sy sei ¢; = ¢;(0) die Zahl
der Zykel der Lénge 7 in der Zerlegung von ¢ in disjunkte Zykel. Dann heifét

c(o):=(c1y.yen) =19 o0V

der Zykeltyp von o. Der Zykeltyp liefert eine Zerlegung

N
chz:N

i=1
von natiirlichen Zahlen; solche Zerlegungen heifen Partitionen von N.

Definition 2.2 (Zykelzeiger). Die endliche Gruppe G operiere auf der endlichen Menge X
mit |X| = N. Fiir g € G sei ¢(g) = (c1(9), ..., cn(g)) der Zykeltyp von g auf X'. Betrachte N

verschiedene Unbestimmte X7, ..., Xy und ordne g € G das Monom X" (g)XSQ(g) .. .XICVN(Q)
zu. Der Ausdruck

Zax) (X1, XN) ZXCI X329 XY v (9)
] poerd
heift der Zykelzeiger von G auf X.
Bemerkung 2.3. 1. Ordnen wir X; das Gewicht 7 zu, so ist Zg x ein isobares Polynom

vom Gewicht n, da gilt Zfilz -¢i(g) = N.

2. Ist S C G ein Reprisentantensystem von Konjugationsklassen, so gilt

ZG7(X)(X1,..., N) = Z‘G |)(c1 X]CVN(g).

geSs

Gl

Seien |(X)| = N und |Y| = r. Operiert G auf (X), so operiert G auch von links auf
Abb(X,Y) =: Y* (die Menge der Abbildungen von X nach ) durch (gf)(z) = f(g~ ')
fir feY¥, zecX, geq.

Satz 2.4 (Burnside, 1897). Die Zahl der Bahnen von G auf Y% ist
Zax(r,..,r) = Z cr(g)F+en(g),
|Gl ey

Beweis. [3, S.100,f.] O

Diese Zahl entspricht der Anzahl unterschiedlicher (im Sinne der Gruppenoperationen)
Farbungen einer Menge X mit r vielen Farben. Wir nennen die zugehorige Menge von
Farbungen entartet, da sie auch alle Farbungen mit weniger als r Farben enthilt. Die
Abbildungen von X nach ) miissen nicht surjektiv sein.
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Beispiel 2.5. Wir betrachten die Drehungen und Spiegelungen des Molekiils Benzol als
Symmetrieoperationen auf den 6 C' — Atomen (Ecken).

c—C
C C
c—C
Diese entsprechen eins zu eins Elementen der Symmetriegruppe Dg eines regelméfigen 6-
Ecks. Hierbei identifizieren wir die 6 C-Atome von Benzol mit den 6 Ecken des Polyeders.

2

D= (o,7|6° =71*=id, 701 =0 1)

Entsprechend finden wir den Zykelzeiger
1

ZD6(X17 Sx) XG) = E

Benzol kann an jedem C' — Atom verschiedene Reste binden. Nach Satz (2.4) ist die Anzahl

Méglichkeiten, 7 verschiedene Reste an den 6 C' — Atomen zu binden, gleich Zp,(r, ..., 7).
Fir r < 6 ergeben sich folgende Werte:

(X0 +3X2X2 +4X3 +2X2 +2X5).

Zpe(r,...,r)
1
13
92
430
1505
6 4291

T W N

Dabei zdhlen wir zum Beispiel bei den 3-Farbungen auch die 2— und 1—Farbungen mit.
Die Anzahl der “echten” 3-Férbungen ist entsprechend:

92 -3-13+3 = 56.

Bemerkung 2.6. Diese Aussagen sind noch recht grob. Um die Anzahl verschiedener
Férbungen einer bestimmten Art (etwa die Anzahl der Isomere von Trichlor-Phenol) zu
berechnen, bendtigen wir eine feinere Zerlegung der Menge der r-Farbungen.

Satz 2.7 (Polya, 1937). Seien X, YV und G wie in der Situation von 2.4; wir schreiben
Y={y1, ., yr} und Y* = F. Fiir a = (a1, ...,a,;) € N mit w(a) := > j—1a; =N sei
Fla) ={f e FI|f yp)l = a3},

50 dass also gilt F = Uy (q)y=nF (a); ferner ist F(a) stabil unter der Operation von G, d.h.
F(a) ist disjunkte Vereinigung von Bahnen von G auf F.
Fiir jedes y; € Y sei Yj eine Unbestimmte. Dann gilt:

s T r
ZGJC(Z Yj, Z sz’ ceny Z Y]N) = Z ‘G\}—(a)lealY;Q L. Yrar. (6)
J=1 J=1 J=1 a€Ng
w(a)=N
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Beweis. |3, S. 101-102] O

Beispiel 2.8. Wir haben gesehen, dass es 92 verschiedene 3-Farbungen eines 6 — Ecks
gibt. Wir wollen nun die Anzahl von Farbungen der Art: eine Ecke blau und 3 Ecken gelb
bestimmen. Dabei bestimmen wir automatisch fiir die iibrigen 2 Ecken die Markierung
farblos. Nach Satz 2.7 ist die Anzahl von verschiedenen Féarbungen dieser Art genau der
Koeffizient von Y{!Y2Y3 in Zp, (O i=1 Yy 2y Yj6). Bei genauerem Hinschauen sehen
wir, dass Terme dieser Art nur in 2 Summanden aus Zp, auftreten.

ZDG(Xl,,X ) 12(X1 +3X1X2 +4X2 +2X3 +2X6)
1 17

Das Auswerten dieser Terme ergibt:

6 1 6
I: 1/12 = -
/ (1,2,3) 2123

I:1/12(3-2-2) =1.

Der Koeffizient von Y{'Y2Y3 in diesem Polynom ist folglich 6.

Entsprechend kann man fiir das chemische Molekiil Benzol schlussfolgern; substituiert
man an einem C' — Atom eine OH — Gruppe, und an dreien ein Atom Chlor(C1), so gibt
es dafiir 6 verschiedene Moglichkeiten (d.h. T'richlor — Phenol hat 6 Isomere).

ol
/
c—c
AN
cl—c C
/
c—c
e N
OH CI
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3 Berechnung des Zykelzeigers

In Kapitel 1 haben wir eine Darstellung der Automorphismengruppe G,, des n-dimensionalen
Wiirfels erhalten. Jedes Element w € G,, ist Produkt aus Twins und Doubles. Diese be-
schreiben die Permutationen der signierten Einheitsvektoren {+e;}, i = 1,...,n. Entspre-
chend gibt es in '} zu jedem Vektor e; genau einen orthogonalen Untervektorraum U der
Dimension n — 1. Wie bereits in (1.4) gesehen, definiert dieser zwei affine Unterrdume
entsprechender Dimension. Ordnet man diese den Vektoren e; bzw. —e; zu, so erhilt man
eine kanonische Abbildung von der Menge der Koordinatenachsen in die Menge der n — 1
Unterwiirfel.

Satz 3.1. Ist G, = Aut(W,,), S C G,, Reprisentantensystem der Konjugationsklassen und
Whn—1 = W_1 die Menge der Unterwiirfel der Dimension n — 1, so gilt

1 . y

— G 2t1 v 2ta+dy 2t2]71 2t23+dj

ZGa Wy = 2nn,<§ S| X79 X XS X, (7)
" Npes

Dabei soll jedem m € S der SCT(mw) = 1211...713’; zugeordnet sein.

Beweis. Nach Definition 1.11 besteht ein m — Twin aus zweil Zykeln der Linge m, ein
m — Double ist ein Zykel der Linge 2m. O

Definition 3.2. Sei R ein Kommutativer Ring mit 1. Zu einem Polynom f € R[Z] be-
zeichnen wir mit koefzr(f) den Koeffizienten von Z".

Wir wenden dies fiir R = Q[X7, ..., Xn] oder R = Q[Y1, ..., Y;] an. De Bruijn [6, S.9.1] [7]
berechnet sehr anschaulich den Zykelzeiger der Gruppe S, als Koeffizienten eines formal
unendlichen Polynoms. Daraus kann man dann den Zykelzeiger der Gruppe G, auf der
Menge W_; ableiten (siehe [4]).

Bemerkung 3.3. Man kann zeigen:

X2+ X
ZGn,W,l — koeon (61}1)(2 k;_k;mgzk?>) .

k>1

Im Folgenden méchte ich auch fiir £ # n,n — 1 den Zykelzeiger von G,, auf W, ;, be-
rechnen. Dazu muss fiir jede Konjugationsklasse aus G,, der Zykeltyp auf der Menge der
k-Wiirfel berechnet werden.

Arbeitsweise: Ist Wj, € W, 1 ein k-Unterwiirfel, so kann man schreiben
Wiy=x+V, ze€Fy, dim(V)=k.

(vgl. 1.4). Dieses x ist modulo V eindeutig. Im Folgenden zéhlen wir die invarianten Aqui-
valenzklassen von z = {0,1}"(mod V) unter Operation von Potenzen eines Elementes
m € Gp. Man beachte, dass ein Zykel der Linge m trivial operiert unter P genau dann,
wenn gilt m|p.

Da jedes Element aus G,, Produkt aus m — Twins und m — Doubles ist und diese alle n
Achsen abdecken, ist es zweckméfig, zunéchst nur die Wirkung auf einer m-Teilmenge von
I,, 7u beriicksichtigen, (vgl. [4]).
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Lemma 3.4. Es seien 7, = (1,...,m)(—1,...,—m), mit m,p € N. Weiter seien hier
g :=ggT(m,p) und p:=m/g. Die Anzahl der r-Teilmengen von W, die invariant unter

T8, sind, ist der Koeffizienten von X" in

(14 2XP)9.

Beweis. Eine r-Teilmenge von {4-1}™ ist invariant unter 75, genau dann, wenn sie invariant
unter 77, ist.

Weiter zerfillt 77, in g viele p — Twins. Eine r-Teilmenge, die invariant unter 7;, ist, muss
von diesen Twins wieder auf sich selbst abgebildet werden und in jedem dieser g vielen
Twins denselben Wert 0 oder 1 haben. Schreiben wir r =t - p fiir ¢t € N, so folgt, dass die
Anzahl der invarianten r-Teilmengen gleich (g) 2t ist.

Man sieht leicht (Binom. Lehrsatz), dass diese Zahl gleich koefx-((1 + 2XP)9) ist. O

Lemma 3.5. Seien nun 6, = (1,...,m, —1,...,—m), mit m,p € N. Wir definieren entspre-
chend h = ggT'(2m,p) und p = 2m/h. Die Anzahl der r-Teilmengen, die invariant unter
o, sind, ist gleich dem Koeffizienten von X" in

1 ,wenn h|m;
(14 2XP)"2 wenn htm.

Beweis. 0y, ist ein Zykel der Lange 2m. Eine r-Teilmenge R C {£1}" ist invariant unter
b, genau dann, wenn R invariant unter 6" ist (h = ggT(2m,p)).

1. hlm
Fiir eine r-Teilmenge R gilt:
" (R)=R < (6" (R))* =R Va€N.
Nun gilt aber A teilt m. Es existiert also ein @ € N mit ha = m.
Aber 6'(R) = (1,-1)...(m,—m)(R) = —R.
Es folgt: keine r-Teilmenge ist invariant.
2. him
Da nach Voraussetzung h { m und h|2m folgt direkt, dass 2|h = ggT'(2m, p); insbe-
sondere ist h > 1.
Es zerfillt 6" in h/2 viele p — Twins. Es muss also r = p - s fiir ein s € N gelten.

O
Lemma 3.6. Sei nun m € Gy, und SCT () = lﬁla...nfi’;. Wir definieren zu den natirlichen
Zahlen m und p
9 =997 (m,p), p=m/g, h=ggT(2m,p), p=2m/h,

und entsprechend die Polynome

fnp(X) = (1 +2X7)7,

Gmp(X) =1+ 2XP)"/2 falls htm,

gmp(X) =1 falls him.

Die Anzahl der q-Teilmengen von {£1}", die invariant unter ©P sind ist gleich dem Koef-

fizienten von X1 in
n

FP(X) = H (fm,p(X))tm : (gm,p(X))dm .

m=1
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Beweis. Die ¢-Teilmengen sind disjunkt zerlegt iiber die Twins und Doubles von w € G,
Die Anzahlen der invarianten Teilmengen aus (3.4) und (3.5) einer Zerlegung multiplizieren
sich direkt auf. O

Bemerkung 3.7. Ist eine ¢-Teilmenge Q invariant unter 7¢ fiir ein @ € G,,, so ist dieses
@ auch invariant unter jeder Potenz von 7¢. Wir kénnen also nicht direkt auf den Zykeltyp
schliefen, da wir keine Zykel einer Lange p gezdhlt haben, sondern alle Mengen @ in Zykeln
der Lange d|p.

Die Mobius-Inversion oder auch Mdébiussche Umkehrformel erlaubt es, eine zahlentheo-
retische Funktion aus ihrer summatorischen Funktion zu rekonstruieren.

Lemma 3.8 (Mobius Inversion). [2/
Gegeben seien eine zahlentheoretische Funktion

f:N—=C
und thre summatorische Funktion

F:N—C, F(n)=)Y_f(d).
din

Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl n

fo) =Y w@F (5) =3 u (%) Fa),
dln

dn
wobet u die Mébiusfunktion bezeichnet.

Satz 3.9. Die Anzahl der Zykel der Lange p unter einem Element w € Gy, auf der Menge
Win—q entspricht dem Koeffizienten von X9 in

Qp(X) = ;Zmp/d) Fy(X). (s)

dlp
Beweis. O]

Dieses Vorgehen liefert uns einen Algorithmus zur Bestimmung des Zykeltyps eines
Elementes m € G, auf der Menge W, ;. fiir beliebiges n und k. Dies ist allerdings von Hand
sehr mithsam und fehleranfillig. Mit Hilfe von Wladimir Panfilenko habe ich ein Programm
erstellt, welches die entsprechenden Daten berechnet. Aufkerdem ist ein Algorithmus zur
Berechnung der r-Féarbungen auf den Mengen W, ; implementiert. Da diese Zahlen sehr
rasch sehr grofs werden, wurde hierfiir der variable Datentyp Biglnteger verwendet. Somit
konnen die r-Farbungen (fiir nicht allzu grofe r) bis Dimension 20 ausgewertet werden.

In den folgenden Tabellen prisentiere ich einige Ergebnisse:

Diese listen fiir alle Konjugationsklassen (jede entspricht einem SCT') mit ihren Méachtig-
keiten und fiir alle £ < n die Zykeltypen der entsprechenden Klasse auf der Menge W, 1
der k-dimensionalen Unterwiirfel auf. Anhand dieser Listen kann man nun entsprechend
Bemerkung 2.3 den Zykelzeiger ablesen. Im Fall n = 3 présentiere ich zusétzlich die An-
zahl der entarteten r-Farbungen, fiir alle » < N = |[W,, x|, auf diesen Mengen. Da diese
Zahlen sehr grofs werden, gebe ich zusétzlich die Bitlinge dieser Zahlen in Klammern aus.
Die Bitldnge ist im Wesentlichen der 2er- Logarithmus der entsprechenden Zahlen. Zur
Kontrolle: Die Identitdtsabbildung auf der Menge W), ;, liefert Nj, Zykel der Linge 1.
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Tabelle 1: Zykeltypen beim 3-dim Wiirfel

§(SCT) | SCT\k \ 2 1 0
8 35 32 31 1232
8 30 6! 62 216!
6 1424 1222 1225 1422
6 1529 1241 43 42
6 1924 23 122° 24
6 1929 2141 43 42
1 13 =id 16 112 18
3 12 142! 1424 24
3 13 1222 26 24
1 19 23 26 24
r-Farbungen
2 22 (5) 144 (8) 10 (4)
3 267 (9) 12111 (14) 56 (6)
4 1996 (11) 358120 (19) 220 (8)
5 10375 (14) 5131650 (23) 630 (10)
6 41406 (16) 45528756 (26) | 1771 (11)
7 135877 (18) | 288936634 (29)
8 384112 (19) | 1433251296 (31)
9 5887880415 (33)
10 20842168600 (35)
11 65402344161 (36)
12 185788177224 (38)
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Tabelle 2: Zykeltypen beim 4-dim Wiirfel

| #(SCT) | SCT~k | 3 2 1 0
48 44 42 2245 48 ] 122143
48 49 8t 83 84 82
32 1534 1232 38 12310 | 1434
32 1539 1261 64 2165 | 2262
32 193} 2132 | 3162 | 123%6* | 2262
32 1939 216! 64 216° | 2262
12 22 24 14210 | 216 1426
24 21 2241 | 122145 | 48 44
12 29 42 45 48 44
12 122} 1422 | 1629 | 18212 | 1824
12 1229 144t | 1448 48 44
24 112} 1223 | 12211 | 14214 28
24 1329 | 122141 | 2245 48 44
12 192} 24 12211 | 216 28
12 1929 2241 | 2245 48 44
1 13 =id 18 124 132 116
4 1? 1621 11226 18212 28
6 1% 1422 14210 216 28
4 1% 1223 212 216 28
1 12 24 212 216 28
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Tabelle 3: Zykeltypen beim 5-dim Wiirfel

| 4(SCT) | SCT\k | 4 3 2 1 0
384 50 52 5% 510 510 125°
384 59 10! 10% 108 10% 21103
240 1544 1242 2249 24418 | 1221419 | 149246
240 1549 1281 85 810 810 8*
240 194} 2142 2249 24418 | 1221419 2446
240 1949 218! 85 g1o 810 84
160 2438 2232 | 12213%6* | 1235610 | 213%68 | 11223162
160 2439 2261 | 12216% | 2'6!3 21612 2161
160 203} 3241 | 3141122 | 1232126 | 42126 42122
160 2039 416t | 4162122 | 2161126 | 4212° 42122
80 123} 1432 14312 12326 18324 1838
80 1239 146! 1465 21613 24612 2464
160 1135 | 122132 | 223862 | 1231068 | 12234610 | 2%6?
160 1139 | 122161 | 2%6° 21613 24612 246
80 193} 2232 | 22361 | 123%6'2 | 21612 2461
80 193¢ 2261 2265 21613 24612 2464
60 162% 1224 14218 18236 14238 18212
120 1524 | 122241 | 122547 | 1122418 420 48
60 1529 1242 410 420 420 48
60 1?2% 25 14218 240 14238 216
120 1924 2341 | 122547 | 21418 420 48
60 1929 2142 410 420 420 48
20 1%2[1) 1622 114213 120230 124228 11628
20 1329 1641 11247 18418 420 48
60 1%2[1) 1423 16217 18236 18236 216
60 1329 | 112141 | 112447 | 24418 420 48
60 1%2[1:| 1224 12219 14238 240 216
60 1329 | 122241 | 2647 24418 420 48
20 182(1] 25 12219 240 240 216
20 1929 2341 2647 24418 420 48
1 18 —id 110 140 180 180 132
5 1411 1821 12428 132224 116232 216
10 1% 1622 112214 18236 240 216
10 1% 1423 14218 240 240 216
5 1}1 1224 220 240 240 216
1 1% 25 220 240 240 216
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4 Farbungsprobleme am n-dimensionalen Wiirfel

4.1 Fiarbungen des 3-dimensionalen Wiirfels

Wir haben in Kapitel 3 die Zykeltypen der einzelnen Elemente aus der Automorphismen-
gruppe des Wiirfels und die Méchtigkeiten der einzelnen Konjugationsklassen erhalten.
Entsprechend lassen sich die Zykelzeiger auf den Mengen W3 . bestimmen:

1
Zyyo(X1, .oy Xg) = @(Xf +8X7X2 +6X{X3 +13X5 +8X2 X4 +12X3),

1
Zyy (X1, ey X12) = @(XP +3X} XS +12X2X5 +4X5 +8X5 +12X3 4+ 8X2),

1

= (X0 +3X1X3 +9X2X2 +6X2X4 + 7TX3 +6X2Xy + 8X2 + 8Xg).

ZW3,2 (Xh ey XG)

Wir wollen nun gemif Satz (2.7) die 2- und 3-Farbungen néher untersuchen:
Die Anzahl Farbungen der Menge Ws j, (modulo G3) der Art:
¢ mal Farbe 1, 7 mal Farbe 2 und [ mal Farbe 3 entspricht dem Koeffizienten von YfY; Y:,f

in Zy, (351 Yy, X Y i YY),

4.1.1 Fiarbungen der Ecken des Wiirfels

Im folgenden bestimme ich alle 2— und 3—Féarbungen (bis auf Vertauschung der Farben)
auf der Menge der Ecken des Wiirfels.

1 8 4
koefY1Y27(ZW3,O>:48<<1>+821+6 (1 > :1

tgtn - () oo () (B (1) 49) -
koetysys(Zwso) = ((2) +8-2+6- (<le> +2- <11>)) =3
koefyaya(Zyy,) =22—2-(14+143+3) =6
Koefy, y,ys (Zws ) = % ((Li 6) +8:2+6- (Li 2>> =3
koely,ypvy (Zwao) = % ((5,2, 1) +6-(2: G) - <1,;1, 1>) =0
Koefy, yay (Zws o) = % ((1’2’40 +8.2.2+4 6((?) +2. (2’11’ 1>)> =10
koefy2y 2yt (Zwy ) = % ((47 ; 2) +6(<2j12> +242-2. (;1 )+13- (27117 1)) =16
Koefy vz () = o5 <<3 2 2) L 8246-(22. <1f13) ey <2‘11 1))) _17

Diese Zahlen beschreiben nun anschaulich die Moglichkeiten, die Ecken des Wiirfel unter-
schiedlich zu féarben oder zu markieren:
Fiir die Farbung 1 — 7 (eine Ecke markieren) erhalten wir folgende (bis auf Permutation
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des Wiirfels) eindeutige Moglichkeit: (Form nach [8])

Die drei Farbungen der Form 2 — 6 (2 Ecken markieren) sind bis auf Drehungen des
Wiirfels folgende:

Entsprechend kann man auch die 3 — 5 Farbungen (3 Ecken markieren) sehen. Hierbei
ist interessant zu sehen, dass die zweite Zeichnung einen gespiegelten Zwilling besitzt, wel-
cher nicht iiber Drehungen erzeugt werden kann.
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Zu guter Letzt mochte ich noch die 6 Farbungen der Form 4 — 4 auffiihren:

* * * ——— O * ——— 0O * —— O

/ / / S / / /

O 0 * * * * * *
* * g g O * O 0
/ / s /
O a O O O *
* O * O
J/ e e /
* O O
O * O *
O * * O

4.1.2 Firbungen der Kanten des Wiirfels

Diese gleichen Uberlegungen wie eben fithren wir nun auf der Menge W31 der Kanten des
Wiirfels durch, um die Anzahlen der einzelnen 2-Férbungen der Kanten zu erhalten.

by o) = % ((2) s (v (2)) 1

gt~ 5(( 5 (- (o Q) e () -

s 3((0)-(0) () 0 ()

ctpnting= ()5 0 ()0)+ (21() ()
) () -

() ()
(©-00-0)
o () Qe () ()2 () -

4.1.3 Firbungen der Flichen des Wiirfels

)-

koefysyy (Zws,) = % ((f) o ( < )
) ()+(;

+4.

Wir wollen nun alle Farbungen auf der Menge der Fléchen des Wiirfels bestimmen:

Es gibt 5 unterschiedliche 2 Farbungen der Flichen:
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Farben wir genau eine Fliche, so kann diese durch Drehungen des Wiirfels auf jede
beliebige, andere Fléiche iibertragen werden. Entsprechend erhalten wir mittels des Satzes
von Polya 2.7:

koefy1ys(Zws,) = % <<(15) +3- G) +9- (i) +6- G)) =

Die Anzahl von Farbungen der Form 2 — 4 ist gleich

koefyay4(Zw, ) = % ((g) +3-(<;L> +1)+9.(G> +1)+6+7- (?) +6> =2

Diese sind eindeutig durch den Abstand der beiden Flichen von Farbe 1 bestimmt. Sie
kénnen benachbart sein oder sich gegeniiber liegen.

Fiir die 3 — 3 Farbungen der Flidchen ergibt sich:

w5 (0 () (oo )-€) v ()

Finden wir also zwei unterschiedliche Féarbungen, so sind wir fertig.
Es konnen 3 markierte Flichen eine Ecke gemeinsam haben, oder nicht (sie liegen dann in
Reihe).

4.2 Asymptotische Betrachtungen

In diesem Abschnitt versuchen wir Aussagen iiber die Anzahl von r-Féarbungen auf der
Menge W, . fiir grofe, aber feste n und wachsendes r zu treffen. Diese entspricht nach
Satz 2.4 gerade Zw, (7, ..., 7).
Dieser Wert ist grofer als QQn!TN k. mit N = [W,, |. Fiir kleinere Dimensionen berechnen
wir dies auf der Menge der Ecken und maximalen Unterwiirfel (siche Tabellen 4 & 5 ). Da
die Zahlen rasch sehr groft werden, gebe ich ab einer Groke von 2°° nur noch die Bitlinge

der Zahlen aus.

Proposition 4.1. Fir die Anzahl der r-Fdrbungen auf Wy, gilt:

1
ZWp o (T i) = on '(TN“ + O(r3/4Noy) ,wobei Ny = 2" ist.
: n!
1
ZWp oy (75005 7) “om ,(TN’“1 + O(T(Q”_I/Q")N”*I)) ,wobei N,,_1 = 2n ist.
‘ n!

Beweis. Das Polynom Zyy, , ist isobar vom Grad Nj. Setzt man fiir jedes X; den Wert r
ein, so entsteht ein Polynofn vom Grad N in der Variablen r. Allerdings minimiert sich
der Grad vieler Terme um ein Vielfaches, da etwa Terme, die von einem Zykel der Linge
n herkommen in Zyy(r) den Grad 2 haben. In diesem Polynom liefert immer die Identitét
auf W,, den Term hochster Ordnung. Fiir die restlichen Terme gilt:

1. Der grofte nicht triviale Term kommt von den Elementen mit SCT1722!, Man sieht
leicht: Die Grofe der entsprechenden Konjugationsklasse ist n(n —1), der Zykelindex
ist (2"71,1/427,0, ...,0). Dies entspricht einem Term vom Grad (3/4)Ny.
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Tabelle 4: 2-Farbungen auf der Menge der Ecken von W,
’ ‘ Anzahl (Bitldnge) fiir r = 2 | Anzahl (Bitldnge) fiir r = 3

ZWz,o (T) 6 (3) 21 (5)
ZW3,0 (T) 22 (5) 267 (9)
Zwso(r) 402 (9) 132102 (18)
Zws (1) 1228158 (21) 484086357207 (39)
ZWe.o (r) 400507806843728 (49) (86)
Zwyo(7) (109) (184)
Zys o (1) (233) (383)
ZWg,o (T) (485) (785)
ZWlO 0 (T) (993) (1592)
ZWu,o (T) (2012) (3210)
ZWi,0(T) (4056) (6452)
ZW13,0 (T) (8147) (12939)
ZW14,0 (T) (16334) (25918)
ZWls,o (T) (32713) (51881)
ZW16 0 (T) (65476) (103812)
Zyizo(T) (131007) (207679)
ZWI&O (T) (262074) (415418)

Tabelle 5: r-Farbungen auf der Menge der (n — 1)-dimensionalen Unterwiirfel von W,

‘ Anzahl (Bitlinge) r = 2 ‘ Anzahl (Bitlange) r = 3 ‘ Anzahl (Bitlange) r = 4 ‘

Zyy (1) 6 (3) 21 (5) 55 (6)
2w 5(r) 10 (4) 56 (6) 220 (8)
2w, (1) 15 (4) 126 (7) 715 (10)
Zys4(1) 21 (5) 252 (8) 2002 (11)
Zye5(T) 28 (5) 462 (9) 5005 (13)
Zyr (1) 36 (6) 792 (10) 11440 (14)
Zws £(1) 45 (6) 1287 (11) 24310 (15)
Dy s (7 55 (6) 2002 (11) 48620 (16)
Zwioe (T 66 (7) 3003 (12) 92378 (17)
ZWiy10(T) 78 (7) 4368 (13) 167960 (18)
Wiz (7) 91 (7) 6188 (13) 293930 (19)
ZWis15(T) 105 (7) 8568 (14) 497420 (19)
Zwra1a () 120 (7) 11628 (14) 817190 (20)
Zwis14(T) 136 (8) 15504 (14) 1307504 (21)
ZWie,15(T) 153 (8) 20349 (15) 2042975 (21)
ZWiz16(T) 171 (8) 26334 (15) 3124550 (22)
ZWig 17 (7) 190 (8) 33649 (16) 4686825 (23)
Zwig1s(T) 210 (8) 42504 (16) 6906900 (23)
Z W10 (1) 231 (8) 53130 (16) 10015005 (24)
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2. Die Zykel auf der Menge W, ,—1 =: W_; entsprechen denen auf der Menge {+e;} der
signierten Einheitsvektoren. Ein 2 — T'win, der 2 unterschiedliche Vektoren e; # e;
permutiert, vertauscht schon 4 Unterwiirfel aus W_;. Ein 1 — Double vertauscht
einen Vektor mit seinem Negativen. Hiermit erhélt man einen Zykel der Linge 2
und entsprechend den Zykeltyp (2n —2,2,0,...,0). Dies liefert in Zyy_, (7, ...,r) einen
Term der Ordnung (2n — 1).

O
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