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1 Einführung 4
1.1 Kettenbrüche und ein Gauß’sches Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Unsere Variante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Der Regulator eines quadratischen Zahlkörpers . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4 Das Resultat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.5 Vergleich zu Existierendem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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1Einführung

1.1. Kettenbrüche und ein Gauß’sches Problem

Ein Kettenbruch ist ein (endlicher oder unendlicher) Bruch von der Form

x = b0 +
1

b1 + 1
b2+ 1

b3+...

mit natürlichen Zahlen bk. Jede reelle Zahl lässt sich (nahezu) eindeutig als Ketten-
bruch darstellen. Diese Form der Darstellung einer Zahl hat weniger praktische Anwen-
dungen, ist aber von großer theoretischer Bedeutung, da sich viele Eigenschaften einer
Zahl in dieser Darstellung leichter analysieren lassen. Sie spielt vor allem in der Zahlen-
theorie eine große Rolle.

Gauß stellte sich (und Laplace) 1812 die folgende Frage: Wählt man eine zufällige
gleichverteilte reelle Zahl T (im Einheitsintervall [0, 1]), dann verhalten sich auch die
Kettenbruchkoeffizienten bk(T ) zufällig. Wie sieht die Verteilung dieser Zufallsvariablen
bk(T ) aus?

Gauß konnte zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der k-te Koeffizient größer gleich
einer natürlichen Zahl m ist, also Pr[bk(T ) ≥ m], beim Grenzübergang k → ∞ ge-
gen log

(
1 + 1

m

)
strebt. Diese Grenzverteilung erhielt später den Namen Gauß-Kuzmin-

Verteilung. Gleichzeitig stellte er die weiterführende Frage, wie sich der Fehlerterm
rk = Pr[bk(T ) ≥ m]− log

(
1 + 1

m

)
verhalte.

Dieser Term konnte erst 1928 von Kuzmin analysiert werden, nachzulesen in [Khi63]:
Er zeigte, dass rk = O(λ

√
k) für k → ∞ und eine Konstante 0 < λ < 1. 1929 bewies

Lévy [Lev29] die bessere Schranke rk = O(λk) für λ = 0.7. Schließlich gelang es Wirsing
[Wir74] zu zeigen, dass

lim
k→∞

Pr[bk(T ) ≥ m]− log
(
1 + 1

m

)
(−λ)k

= Ψ(1/m)

mit einer Konstanten λ bekannt als die Gauß-Kuzmin-Wirsing-Konstante und ei-
ner analytischen Funktion Ψ(x). Mehr zur historischen Entwicklung der Gauß-Kuzmin-
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Verteilung kann auf [Wei] nachgelesen werden.
Man kann also sagen, dass die Verteilung von bk(T ) sehr genau bekannt ist.

1.2. Unsere Variante

In der vorliegenden Arbeit werden wir uns mit einem leicht abgeänderten Problem
beschäftigen: Wir wählen eine obere Schranke N und ziehen eine zufällige gleichverteilte
natürliche Zahl D zwischen 1 und N . Nun betrachten wir

√
D und dessen Kettenbruch-

entwicklung: Was ist die Verteilung von bk(
√
D)? Da der ganzzahlige Anteil einer solchen

Wurzel keine Rolle spielt für die k-ten Kettenbruchkoeffizienten, k > 0, können wir die
Menge dieser Wurzeln als endliche Teilmenge der überabzählbar unendlichen Menge [0, 1]
ansehen, in der wir T zufällig gewählt hatten. Dies bedeutet aber, dass uns die Antwort
auf Gauß’ Frage nicht weiterhilft, zumindest nicht direkt. Besonders interessiert sind wir
an der Grenzverteilung für N → ∞, da wir auf diese Weise die Willkür bei der Wahl
von N beseitigen, und an dem Fehler zu dieser Grenzverteilung für endliche N . Genauso
interessant bleibt die Frage, wenn wir D nicht nur als natürliche Zahl, sondern sogar als
quadratfreie Zahl wählen.

Wie sich herausstellen wird, sind die Verteilungen von bk(
√
D) und bk(T ) sehr ähn-

lich, was nicht von vorneherein klar ist, und wir können den Fehler zwischen beiden
Verteilungen gut abschätzen. Dazu aber später.

So dargelegt wirkt unsere Variante des Gauß’schen Problems ein wenig aus der Luft
gegriffen. Sie motiviert sich allerdings aus der Zahlentheorie:

1.3. Der Regulator eines quadratischen Zahlkörpers

Der Regulator R eines Zahlkörpers ist eine wichtige Invariante. Wenn nicht von eigenem
Interesse, so suchen wir Abschätzungen des Regulators, um diese mithilfe der analyti-
schen Klassenzahlformel zu Abschätzungen der Klassenzahl eines Zahlkörpers zu trans-
formieren, welche für den Zahlentheoretiker eine noch interessantere Invariante darstellt
([Zag81]).

Wir beschränken uns auf den Fall eines reell-quadratischen Zahlkörpers K = Q(
√
D)

mit einer quadratfreien natürlichen Zahl D (der Einfachheit halber sei D ≡ 2 oder 3
(mod 4)). Für diesen berechnen wir den Regulator, indem wir die Kettenbruchentwick-
lung von

√
D betrachten: Diese ist immer periodisch, d.h. die Folge der Kettenbruchkoef-

fizienten ist periodisch. Sei ` die Periodenlänge. Nun betrachten wir statt des unendlichen
Kettenbruchs mit Koeffizienten [b0; b1, b2, . . . , b`, . . .] den Kettenbruch, der entsteht, wenn
wir bei b`−1 aufhören, also [b0; b1, . . . , b`−1]. Dies ist ein endlicher Kettenbruch, also eine
rationale Zahl x

y , in der Sprache von Kapitel 2 ist dies der (` − 1)-te Konvergent von√
D. Dann ist der Regulator gerade

∣∣ log |x+ y
√
D|
∣∣.

Eine von Herrn Lengler aufgeworfene Fragestellung ist nun die folgende: Was ist ein
“typischer” Regulator eines quadratischen Zahlkörpers? Sie zielt ab auf Antworten der
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Form: Wählt man D zufällig in {1, . . . , N}, so ist die erwartete Größe des Regulators
X, oder: so liegen 90% der Regulatoren im Bereich [X,Y ]. Da der Beweis solcher Sätze
außer Reichweite scheint, wären auch heuristische Argumente interessant, welche ähnliche
Aussagen erlauben.

Wir haben gesehen, wie sich der Regulator berechnet. Da x und y dabei Zähler und
Nenner eines Konvergenten der Kettenbruchentwicklung von

√
D sind, ergeben sich zwei

“Zutaten”, die zur Beantwortung der obigen Fragestellung nötig sind: “Typische” Peri-
odenlängen ` und “typische” Kettenbruchkoeffizienten b1, . . . , b`−1.

Die erste Zutat scheint unerreichbar: Bisher gibt es nur sehr weit auseinander lie-
gende obere und untere Schranken für die Periodenlänge (siehe [Coh77]), aber keinerlei
Aussagen über mittlere Periodenlängen.

Die zweite Zutat gehen wir in der vorliegenden Arbeit an: Wir beweisen Aussagen
über die Verteilung von bk(

√
D), falls D als zufällige Zahl zwischen 1 und N gezogen

wird. Und kennen wir die Verteilung des Koeffizienten, so kennen wir auch “typische”
Koeffizienten, wie auch immer wir “typisch” interpretieren.

Anhand dieser zahlentheoretischen Motivation wird auch klar, warum die Frage beson-
ders interessant wird, wenn wir D zufällig aus den quadratfreien Zahlen zwischen 1 und
N ziehen: Es ist Q(

√
D) = Q(

√
D · k2) für jedes k ∈ N, es kommt also bei der Bildung

des quadratischen Zahlkörpers nicht auf quadratische Teiler von D an.

1.4. Das Resultat

Wir nehmen also eine zufällige natürliche Zahl D zwischen 1 und N und betrachten
√
D,

wobei wir den ganzzahligen Anteil weglassen. Wie sich herausstellt, ist diese Zufallsva-
riable intuitiv recht gleichverteilt im Einheitsintervall [0, 1]. Wie dieser Begriff formal zu
definieren ist, um unseren Ansprüchen gerecht zu werden, findet sich in Kapitel 2. Diese
Gleichverteilung ist die einzige Eigenschaft, die wir benutzen werden, um unser Resultat
zu zeigen:

Wir beweisen, dass für obiges D die Differenz der Wahrscheinlichkeiten Pr[bk(
√
D) ≤

m] und Pr[bk(T ) ≤ m] beschränkt ist durch O
(
N−

1
4 logk−1(N)

)
, wenn wir N gegen ∞

gehen lassen und k konstant ist. Die durch die O-Notation versteckte Konstante ist dabei
nur von k abhängig. Dies sagt uns, dass die beiden Verteilungen von bk(

√
D) und bk(T )

im Grenzwert, für N →∞, gleich sind.
Wir können sogar für ein mit N wachsendes k eine Aussage treffen: Falls

k = o(log(N)/ log log(N)), also nicht zu schnell wächst, so ist die Differenz der bei-
den Wahrscheinlichkeiten beschränkt durch O(N ε− 1

4 ) für jedes ε > 0. Dies sagt uns in
etwa folgendes: Wählen wir eine zufällige Zahl in der Größenordnung von N und ziehen
die Wurzel, so verhalten sich zumindest die ersten o(log(N)/ log log(N)) Kettenbruchko-
effizienten so, wie wir es durch die Verteilung von bk(T ) erwarten würden. Hier offenbart
sich auch ein Ansatzpunkt, um die vorliegende Arbeit im Hinblick auf die im vorheri-
gen Abschnitt vorgestellte Fragestellung zu typischen Regulatoren zu verbessern: Diese
Schranke für k sollte vergrößert werden, um von mehr oder sogar allen Kettenbruchko-
effizienten einer zufälligen Wurzel die Verteilung zu kennen.
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Schränken wir D auf die quadratfreien Zahlen zwischen 1 und N ein, so erhalten wir
auch leicht, dass die Differenz der Wahrscheinlichkeiten Pr[bk(

√
D) ≤ m] und Pr[bk(T ) ≤

m] gegen 0 geht für N →∞. Benutzen wir eine bessere Abschätzung für die Anzahl σ(x)
quadratfreier Zahlen kleiner gleich x, welche allerdings nur unter der Riemann-Hypothese
gilt, so bekommen wir auch eine effektive Abschätzung der Differenz durch O(N ε− 5

27 )
für alle ε > 0.

Für die betrachtete Differenz der beiden Wahrscheinlichkeiten zeigen wir zudem eine
untere Schranke, welche zwar fern unserer oberen Schranke liegt, aber von eigenständi-
gem Interesse ist.

Die genauen Formulierungen der Resultate finden sich in den Korollaren 4.3 und 4.4.

1.5. Vergleich zu Existierendem

Während der Arbeit an meiner Bachelorarbeit veröffentlichte Lerner [Ler08] eine Ab-
handlung über Kettenbrüche von Wurzeln rationaler Zahlen. Sein Theorem 1 zeigt unter
anderem, dass

∣∣Pr[bk(
√
D) = m]−Pr[bk(T ) = m]

∣∣→ 0 für m ∈ N und N →∞, also dass
beide Verteilungen im Grenzwert übereinstimmen. Sein Beweis beruht auf der gleichen
Idee, die auch wir benutzen: Die betrachteten Zahlen sind gleichverteilt im Einheitsin-
tervall, was uns ermöglicht, die Riemann-Integrierbarkeit einer bestimmten Indikator-
funktion auszunutzen, um die gewünschte Wahrscheinlichkeit als Grenzwert endlicher
Summen darzustellen. Zum Zeitpunkt da meine Lösungsidee ausgearbeitet war, hatte
ich allerdings noch keine Kenntnis von Lerners Arbeit.

Die Darstellung des Beweises in [Ler08] ist viel knapper, als dies in der vorliegenden
Arbeit der Fall ist. Das liegt daran, dass wir über Lerners Resultat hinaus eine effektive
Fehlerabschätzung hinzufügen (welche allerdings technisch aufwendiger ist): Wir sind in
der Lage, eine Fehlerschranke von O(N ε− 1

4 ) (und genauer) zwischen beiden Verteilun-
gen anzugeben. Dies ermöglicht uns zudem, für mit N wachsendes k eine Konvergenz
der Verteilung zu zeigen, nicht nur für konstantes k, also Aussagen zu treffen über die
ersten o(log(N)/ log log(N)) Kettenbruchkoeffizienten der Wurzel einer zufälligen Zahl
der Größenordnung N , was weit über Lerners Resultat hinaus geht.

1.6. Überblick über die Kapitel

Im nächsten Kapitel werden wir Notation zu Kettenbrüchen einführen, sowie einige fun-
damentale Aussagen sammeln, welche wir in den nachfolgenden Kapiteln benutzen wer-
den. In Kapitel 3 definieren wir uns interessierende Mengen und führen den Begriff der
Gleichverteilung ein, von dem wir zeigen, dass die definierten Mengen ihn erfüllen. Die
Formulierung und der Beweis des Hauptresultats finden sich in Kapitel 4. Kapitel 5
beschäftigt sich mit einer unteren Schranke für den betrachteten Fehler. In Kapitel 6
schlussendlich finden sich die Beweise einiger Lemmata, welche wir in Kapitel 4 unter-
drückt haben.
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2Fundamentales zu
Kettenbrüchen

Ein Kettenbruch ist ein (endlicher oder unendlicher) Bruch von der Form

x = b0 +
1

b1 + 1
b2+ 1

b3+...

mit b0 ∈ Z und natürlichen Zahlen bi > 0 für i > 0.
Die Theorie der Kettenbrüche liefert eine Vielzahl interessanter Ergebnisse. Der Leser

sei zu einer umfangreichen Lektüre an das Standardwerk [Per13] verwiesen, tieferliegen-
de Ergebnisse finden sich in [Khi63]. Im Folgenden werden wir einige Notation klären
sowie von uns benötigte grundlegende Aussagen zu Kettenbrüchen formulieren, deren
Beweise der geneigte Leser ebenso in [Per13] nachlesen kann. Aufgrund der hohen Viel-
falt an konkurrierenden Notationen auf diesem Gebiet empfiehlt sich eine Lektüre dieses
Kapitels auch für den fortgeschrittenen Leser.

Der Übersichtlichkeit halber schreiben wir einen Kettenbruch auch als

x = [b0; b1, b2, b3, . . .],

wobei die Folge der bi endlich oder unendlich sein darf. Dabei nennen wir bi = bi(x)
den i-ten Kettenbruchkoeffizienten von x für i ∈ N.

Wie man leicht einsieht, ist jeder endliche Kettenbruch eine rationale Zahl. Zudem
lässt sich jede rationale Zahl als endlicher Kettenbruch darstellen. Diese Darstellung
wird eindeutig, falls man die Konvention beachtet, dass der letzte Kettenbruchkoeffizient
niemals 1 sein darf. Ein unendlicher Kettenbruch entspricht also einer irrationalen Zahl.
Auch hier gilt, dass sich jede irrationale Zahl eindeutig als unendlicher Kettenbruch
darstellen lässt.

Es ist weiterhin bekannt, welche Zahlen eine periodische Kettenbruchentwicklung ha-
ben, d.h. bei denen die Folge der Koeffizienten bi ab einem k ∈ N periodisch wird. Diese
Zahlen sind genau die x ∈ R der Form

x =
a+
√
b

c
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mit a ∈ Z, b ∈ N, b kein Quadrat, 0 6= c ∈ Z. Insbesondere haben also Wurzeln natürli-
cher Zahlen eine periodische Kettenbruchentwicklung. Wir schreiben solche periodischen
Kettenbrüche in der Form

x = [b0; b1, . . . , bk, bk+1, . . . , bk+`]

wenn sich bk+1, . . . , bk+` periodisch wiederholen.
Für endliche Kettenbrüche x ist der i-te Koeffizient bi(x) nicht notwendigerweise de-

finiert, zumindest nicht, falls die Kettenbruchentwicklung von x weniger als i Terme
enthält. Allerdings rechtfertigt sich die Schreibweise bi(x) für alle x ∈ R \ Q, da die-
se Zahlen ja gerade den unendlichen Kettenbrüchen entsprechen und eine eindeutige
Kettenbruchentwicklung besitzen. Daher müssen wir Aussagen über den i-ten Ketten-
bruchkoeffizienten auf die Menge R \Q einschränken.

Ein wichtiger Begriff bei der Untersuchung von Kettenbrüchen sind die Konvergenten
Ai
Bi

= Ai(x)
Bi(x) von x für i ∈ N0. Dies sind endliche Näherungsbrüche von x, nämlich

Ai
Bi

:= [b0; b1, . . . , bi],

wobei wir den Bruch in gekürzter Form wollen, also (Ai, Bi) = 1. Es ist klar, dass
auch die Konvergenten nicht notwendig für einen endlichen Kettenbruch definiert sind,
zumindest aber für alle x ∈ R \Q. Wir haben beispielsweise

A0

B0
=
b0
1
,

A1

B1
= b0 +

1
b1

=
b0b1 + 1
b1

, . . .

Dabei ist nicht von vorneherein klar, ob die auftretenden Brüche bereits in gekürz-
ter Form sind. Es zeigt sich aber, dass sich die (gekürzten) Ai und Bi über einfache
Rekursionen berechnen lassen, denn es gilt für i ≥ 2

Ai = biAi−1 +Ai−2 (2.1)
Bi = biBi−1 +Bi−2

Diese Rekursionen können wir auf i ≥ 1 erweitern, indem wir

A−1 := 1, B−1 := 0 (2.2)

setzen. Es ergeben sich sofort die Abschätzungen

0 ≤ Bk ≤ Bk+1 (2.3)

für k ∈ N0.
Die für die vorliegende Arbeit wichtigste Eigenschaft der Konvergenten ist die Formel
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x =
Ai−1ξi +Ai−2

Bi−1ξi +Bi−2
, (2.4)

wobei

ξi := [bi; bi+1, bi+2, . . .].

Durch sie gewinnen wir leicht obere und untere Abschätzungen für x vermittels seiner
Konvergenten.

Eine letzte hilfreiche Eigenschaft, die wir benötigen werden, ist die folgende Identität,
welche für alle i ≥ 1 gilt:

AiBi−1 −Ai−1Bi = (−1)i−1. (2.5)
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3Gleichverteilung im
Einheitsintervall

Wir sind an der Verteilung der Kettenbruchkoeffizienten von Wurzeln natürlicher Zah-
len interessiert. Das von mir gewählte Modell zieht hierfür gleichverteilt eine zufällige
natürliche Zahl D aus der Menge {1, . . . , n} für eine feste obere Schranke n ∈ N und
betrachtet die Verteilung von bk(

√
D) für k ∈ N. Die Verteilung des nullten Ketten-

bruchkoeffizienten ist trivial, da b0(
√
D) = b

√
Dc, also der ganzzahlige Anteil von

√
D

ist. Wir betrachten also nur k ≥ 1. Dafür gilt aber, dass bk(
√
D) = bk(frac(

√
D)), wobei

frac(r) den fraktionalen Anteil r − brc von r für r ∈ R bezeichnet.
Dabei müssen wir aufpassen, dass bk definiert ist, was nach Kapitel 2 zumindest dann

erfüllt ist, wenn
√
D ∈ R\Q, also D kein Quadrat ist. Zudem wird es technisch einfacher

sein, diejenigen Zahlen zu betrachten, welche zwischen zwei Quadratzahlen liegen. Wir
untersuchen also die folgenden Mengen:

Definition 3.1. Seien für n ∈ N

Mn := {frac(
√
k) | n2 < k < (n+ 1)2}

MU
n := {frac(

√
k) | 1 < k ≤ n, k kein Quadrat}

Dann gilt
⋃n−1
i=1 Mi ⊆ MU

N ⊆
⋃n
i=1Mi für n2 ≤ N ≤ (n + 1)2 und es sind Mn,M

U
n ⊂

[0, 1] \Q.
Auf der anderen Seite sind oft auch nur die Wurzeln aus quadratfreien natürlichen Zah-

len interessant. So macht es beispielsweise keinen Unterschied, ob wir den Körper Q(
√
D)

oder Q(
√
k2D) betrachten für k,D ∈ N, beide Körper sind isomorph. Wir schränken obi-

ge Mengen wie folgt ein, um auch den Fall quadratfreier Zahlen betrachten zu können:

Definition 3.2. Seien für n ∈ N

Qn := {frac(
√
k) | n2 < k < (n+ 1)2, k quadratfrei}

QUn := {frac(
√
k) | 1 < k ≤ n, k quadratfrei}

Die einzige Eigenschaft dieser Mengen, die wir benutzen werden, um die Verteilung
des k-ten Koeffizienten abzuschätzen, ist ihre Gleichverteilung im Interval [0, 1) im Sinne
von folgender Definition:
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Definition 3.3. Eine Familie endlicher Mengen (Sn)∞n=1, Sn ⊂ [0, 1), heiße gleich-
verteilt, wenn für jedes Intervall I = (a, b) ⊆ [0, 1) der Länge |I| := b− a gilt:

|#(Sn ∩ I)/#Sn − |I|| → 0

für n→∞. Sie heiße gleichverteilt mit Fehler F (n), wenn sogar

|#(Sn ∩ I)− |I| ·#Sn| ≤ F (n)

für alle n ∈ N gilt und F (n) = o(#Sn).

Für eine gleichverteilte Familie (Sn) gilt klar, dass #Sn →∞. Gleichverteilung impli-
ziert immer eine Gleichverteilung mit Fehler o(#Sn).

Bemerkung 3.4. Beim Nachweis von Definition 3.3 spielt es keine Rolle, ob wir
offene, geschlossene oder halb-offene Intervalle I zulassen. Betrachten wir statt In-
tervallen der Form (a, b) Intervalle der Form [a, b], (a, b] oder [a, b) (deren Länge wir
ebenso als b− a definieren), so verändert sich der Fehler um höchstens 2. Asympto-
tisch ändert sich der Fehler somit nicht für die von uns betrachteten Familien.

Es stellt sich heraus, dass alle in den Definitionen 3.1 und 3.2 angegebenen Mengen
gleichverteilt sind. Wir finden scharfe Fehlerschranken für die Gleichverteilung von Mn

und MU
n und nach Annahme der Riemann-Hypothese auch gute Fehlerschranken für Qn

undQUn . Dabei benutzen wir die (in der Informatik übliche) Schreibweise f(n) = Θ(g(n)),
falls ein n0 ∈ N und Konstanten c1, c2 > 0 existieren, sodass c1 · g(n) ≤ f(n) ≤ c2 · g(n).
Also impliziert f(n) = Θ(g(n)), dass f(n) = O(g(n)) und nicht f(n) = o(g(n)) gilt:

Lemma 3.5. Es gelten:

(i) Die Familie (Mn)∞n=1 ist gleichverteilt mit Fehler O(1).

(ii) Die Familie (MU
n )∞n=1 ist gleichverteilt mit Fehler Θ(

√
#MU

n ).

(iii) Die Familie (Qn)∞n=1 ist gleichverteilt. Unter der Riemann-Hypothese ist diese
Familie sogar gleichverteilt mit Fehler O((#Qn)17/27+ε) für alle ε > 0.

(iv) Die Familie (QUn )∞n=1 ist gleichverteilt. Unter der Riemann-Hypothese ist diese
Familie sogar gleichverteilt mit Fehler O((#QUn )44/54+ε) für alle ε > 0.

Der Rest des Kapitels besteht aus dem Beweis von Lemma 3.5.
Beweis von Lemma 3.5.(i). (i) Wir betrachten zuerst die Familie (Xn)∞n=1 mit Xn =
{ i

2n | 0 ≤ i < 2n}.

(ii) Die Familie (Xn) ist gleichverteilt mit Fehler O(1), denn:

Sei I ⊆ [0, 1) ein Intervall. Wir können I schreiben als I = I1 ∪ I2 ∪ I3 mit I2 = [ i2n ,
j

2n),
i, j ∈ {0, . . . , 2n− 1}, I1 = I ∩ [0, i

2n), I3 = I ∩ [ j2n , 1] und |I1|, |I3| ≤ 1
2n . Dann ist
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|#(Xn ∩ I)− |I| ·#Xn| ≤
3∑
i=1

|#(Xn ∩ Ii)− |Ii| ·#Xn| ≤ 2 = O(1),

da der Summand für i = 2 gleich 0 ist und |Ii| ≤ 1
2n , also 0 ≤ #(Xn ∩ Ii) ≤ 1, 0 ≤

|Ii| · #Xn ≤ 1 für i = 1, 3, weswegen die beiden weiteren Summanden jeweils durch 1
beschränkt sind.

(iii) Es ist nach Taylor-Formel:

√
n2 + x = n+

x

2n
−
∫ x

0

x− t
4(n2 + t)3/2

dt

Für 0 ≤ x ≤ 2n können wir den Integranden nach unten durch 0 und nach oben durch
x

4n3 , also das Integral betragsmäßig durch x2

4n3 ≤ 1
n abschätzen. Es ist dann

√
n2 + x = n+

x

2n
+ O

( 1
n

)
.

Also existiert eine Konstante c ∈ N, sodass für alle n ∈ N, 1 ≤ i ≤ 2n gilt:

i− c
2n
≤
√
n2 + i− n ≤ i+ c

2n

Oder, für Mn = {mi | 1 ≤ i ≤ 2n},mi = frac(
√
n2 + i) und xi = i

2n :

xi−c ≤ mi ≤ xi+c

(wobei x−j := 0 und x2n−1+j := 1 sein soll für j ∈ N).

(iv) Nun ist für jedes Intervall I ⊆ [0, 1) nach Dreiecksungleichung:

|#(Mn ∩ I)− |I| ·#Mn|
≤ |#(Xn ∩ I)− |I| ·#Mn︸ ︷︷ ︸

=#Xn

|+ |#(Xn ∩ I)−#(Mn ∩ I)|

(ii)

≤ O(1) + |#(Xn ∩ I)−#(Mn ∩ I)|.

(v) Für ein Intervall I = (a, b] (nach Bemerkung 3.4 spielt es keine Rolle, welche Art:
offenes, geschlossenes oder halb-offenes Intervall wir betrachten) lässt sich obiger Term
aber gerade schreiben als

13



|#(Xn ∩ I)−#(Mn ∩ I)|
=
∣∣#{x ∈ Xn | x ≤ b} −#{x ∈ Xn | x ≤ a}
− (#{x ∈Mn | x ≤ b} −#{x ∈Mn | x ≤ a})

∣∣
≤
∣∣#{x ∈ Xn | x ≤ b} −#{x ∈Mn | x ≤ b}

∣∣
+
∣∣#{x ∈ Xn | x ≤ a} −#{x ∈Mn | x ≤ a}

∣∣.
Sei nun

s := max{i | 1 ≤ i ≤ 2n, mi ≤ b}
r := max{i | 0 ≤ i < 2n, xi ≤ b}.

Nun ist ms das größte Element in {x ∈ Mn | x ≤ b}. Dann ist wegen (iii) xr eines der
xs−c, xs−c+1, . . . , xs+c, denn

xs−c ≤ ms ≤ b < ms+1 ≤ xs+c+1.

Damit können wir aber die Differenz der Anzahlen an Elementen durch c nach oben
abschätzen. Wir erhalten also insgesamt:

|#(Xn ∩ I)−#(Mn ∩ I)|
≤ c+ c = O(1).

Mit (iv) ergibt sich die Behauptung.

Als einfache Folgerung daraus ergibt sich die Aussage über MU
n :

Beweis von Lemma 3.5.(ii). Es ist MU
N = S ∪

⋃n−1
i=1 Mi für N ∈ N, n := b

√
Nc und eine

Menge S mit #S ≤ 2
√
N . Für ein Intervall I ⊆ [0, 1) gilt dann

|#(MU
N ∩ I)− |I| ·#MU

N |

≤ |#(S ∩ I)− |I| ·#S|+
n−1∑
i=1

|#(Mi ∩ I)− |I| ·#Mi|

= O(
√
N) + O(

√
N) = O(

√
#MU

N ).

Zudem zeigt man wie im Beweis zu 3.5.(i), dass für k ∈ N
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√
k2 + 1− k =

1
2k
−
∫ 1

0

1− t
4(k2 + t)3/2

dt

≥ 1
2k
− 1

4k2

=
1
2k

(1− 1
2k

)

≥ 1
4k
.

Daher liegt kein Element von MU
N im Intervall (0, 1

4n) für n = b
√
Nc. Der Fehler F (N)

ist also mindestens

1
4n
·#MU

N ≥
1

4
√
N
·#MU

N ≥
1

8
√

#MU
N

·#MU
N =

1
8

√
#MU

N

für N ≥ 1, da #MU
N = N − n ≥ N

4 .

Eine ähnliche Fehlerabschätzung wie für die Mengen Mn können wir auch für Qn
durchführen. Dazu betrachten wir die Funktion σ(x) := #{n ≤ x | n quadratfrei}. Es
ist bekannt, dass

σ(x) =
6
π2
x+ r(x) mit r(x) = O(

√
x). (3.6)

Die beste Abschätzung für r(x), die ohne zusätzliche Annahme auskommt, stammt
von Walfisz [Wal63] und impliziert

r(x) = o(
√
x). (3.7)

Unter der Riemann-Hypothese sind bessere Abschätzungen möglich, siehe [Pap05] für
einen Überblick über alle bekannten Ergebnisse. Die beste mir bekannte Abschätzung ist
von Jia [Jia93] und liefert

r(x) = O(x17/54+ε) (3.8)

für alle ε > 0.
Diese Ergebnisse nutzend, können wir die Aussage über Qn beweisen:

Beweis von Lemma 3.5.(iii). Sei I ⊆ [0, 1) ein Intervall, I = (a,b] (nach Bemerkung 3.4
spielt es keine Rolle, welche Art offenes, geschlossenes oder halb-offenes Intervall wir
betrachten). Es ist

#(I ∩Qn) = σ((n+ b)2)− σ((n+ a)2),
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denn die rechte Seite zählt gerade die quadratfreien natürlichen Zahlen zwischen n2 und
(n+ 1)2, deren Wurzel einen fraktionalen Anteil zwischen a und b hat.

Nach Aussage (3.6) ist dies aber

#(I ∩Qn) =
6
π2

((n+ b)2 − (n+ a)2) + r((n+ b)2)− r((n+ a)2)

=
6
π2

(2(b− a)n+ b2 − a2) + r((n+ b)2)− r((n+ a)2)

= (b− a)
12
π2
n+ O(1) + r((n+ b)2)− r((n+ a)2),

da 0 ≤ a, b ≤ 1.
Zudem ist

#Qn = σ((n+ 1)2)− σ(n2)

=
6
π2

((n+ 1)2 − n2) + r((n+ 1)2)− r(n2)

=
6
π2

(2n+ 1) + r((n+ 1)2)− r(n2)

=
12
π2
n+O(1) + r((n+ 1)2)− r(n2).

Zusammenfassend ist also

|#(I ∩Qn)− |I| ·#Qn|

=
∣∣∣(b− a)

12
π2
n+ O(1) + r((n+ b)2)− r((n+ a)2)

− (b− a)
(12
π2
n+ O(1) + r((n+ 1)2)− r(n2)

)∣∣∣
≤ O(1) + |r((n+ 1)2)|+ |r((n+ b)2)|+ |r((n+ a)2)|+ |r(n2)|.

Nach (3.7) ist nun r(x) = o(
√
x), also

|#(I ∩Qn)− |I| ·#Qn| = o(n) = o(#Qn),

denn #Qn = 6
π2 (2n+ 1) + o(n).

Unter der Riemann-Hypothese bekommen wir mit (3.8)

|#(I ∩Qn)− |I| ·#Qn| = O((n2)17/54+ε/2)

= O(n17/27+ε)

= O(#Q17/27+ε
n )

für alle ε > 0.
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Die Ausweitung auf QUn ist wiederum einfach:

Beweis von Lemma 3.5.(iv). Es ist QUN = S ∪
⋃n−1
i=1 Qi für N ∈ N, n := b

√
Nc und eine

Menge S mit #S ≤ 2
√
N . Für ein Intervall I ⊆ [0, 1) ist

|#(QUn ∩ I)− |I| ·#QUn |

≤ |#(S ∩ I)− |I| ·#S|+
n−1∑
i=1

|#(Qi ∩ I)− |I| ·#Qi|

= O(n) + o(n2) = o(QUn ),

da #QUn = 6
π2n

2 + o(n). Unter der Riemann-Hypothese gilt sogar

|#(QUn ∩ I)− |I| ·#QUn |

≤ |#(S ∩ I)− |I| ·#S|+
n−1∑
i=1

|#(Qi ∩ I)− |I| ·#Qi|

= O(n) + O(n · n17/27+ε)

= O(n44/27+ε)

= O((#QUn )44/54+ε)

für alle ε > 0.
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4Satz über die Konvergenz der
Verteilung

In diesem Kapitel formulieren und beweisen wir unser Hauptresultat, welches Aussagen
über die Kettenbruchkoeffizienten der Elemente gleichverteilter Familien ermöglicht. Als
Korollar erhalten wir Aussagen über die Kettenbruchkoeffizienten von Wurzeln natürli-
cher Zahlen und Wurzeln quadratfreier Zahlen.

4.1. Formulierung und Folgerungen

Wir definieren zwei Zufallsvariablen T und Dn = D(Sn):

Definition 4.1. T sei eine zufällige gleichverteilte reelle Zahl aus dem Einheitsin-
tervall [0, 1), und für eine Familie endlicher Mengen (Sn)∞n=1 sei D(Sn) eine zufällige
gleichverteilte Zahl aus Sn für n ∈ N. Dabei schreiben wir Dn = D(Sn) wann immer
die Familie (Sn)n aus dem Kontext klar ist.

Im Rest des Kapitels werden wir folgenden Satz beweisen:

Satz 4.2. Sei (Sn)∞n=1 eine Familie endlicher Mengen, Sn ⊂ [0, 1) \Q, (Sn)n gleich-
verteilt mit Fehler F (n). Dann gilt gleichmäßig in m ∈ N und für k = k(n) ∈ N:

Falls k = o
(

log
(#Sn
F (n)

)
/ log log

(#Sn
F (n)

))
ist

∣∣Pr[bk(Dn) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ = O

((#Sn
F (n)

)ε− 1
2

)
für n→∞ und jedes ε > 0.
Für konstantes k gilt sogar

∣∣Pr[bk(Dn) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ = O

((#Sn
F (n)

)− 1
2 logk−1

(#Sn
F (n)

))
für n→∞.
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Der obige Satz zeigt, dass die Verteilungen von bk(Dn) und bk(T ) asymptotisch gleich
sind für jede gleichverteilte Familie (Sn)n und gibt sogar explizite Fehlerschranken. Dabei
mussten wir Sn ⊂ [0, 1) \Q fordern, damit bk(Dn) für alle n definiert ist.

Die von der O-Notation versteckten Konstanten sind in beiden Fällen von k abhängig.
Dies bedeutet für den ersten Fall aber nicht, dass diese Konstante mit k wächst, sondern,
sobald wir eine Funktion k(n) gewählt haben, die die Bedingung erfüllt, existiert eine
absolute Konstante C, welche statt der O-Notation eingesetzt werden kann.

Insbesondere existiert nach Wahl von Konstanten ε, ε′, C ′ > 0 für jedes

k = k(n) ≤ C ′ log
(#Sn
F (n)

)
/
(

log log
(#Sn
F (n)

))1+ε′

(∗)

eine Konstante C = Cε,ε′,C′ , sodass die Differenz der Wahrscheinlichkeiten durch

C
(#Sn
F (n)

)ε− 1
2 absolut beschränkt ist. Wir erhalten also das folgende Resultat: Wählen

wir uns ein n ∈ N und ein zufälliges Element von Sn, so kennen wir Abschätzungen
über die Verteilung der ersten k(n) Kettenbruchkoeffizienten mit k(n) wie in (∗). Damit
kennen wir die Verteilung der ersten log(n)/(log log(n))1+ε′ Kettenbruchkoeffizienten der
Wurzel einer zufälligen Zahl D ∈MU

n .
In obiger Formulierung und im Rest dieser Arbeit benutzen wir Pr[A(T )] als Kurz-

schreibweise für Pr[A(T ) | T 6∈ Q] für ein von T abhängiges Ereignis A(T ), da, wie in
Kapitel 2 erläutert, bk(T ) nur für T ∈ R \Q notwendig definiert ist. Dies ist möglich, da
die Wahrscheinlichkeit bei Herausnehmen der Nullmenge Q nicht verändert wird, und es
ist auch üblich.

Angewendet auf Mn, M
U
n , Qn und QUn erhalten wir mit Lemma 3.5 folgende Korollare:

Korollar 4.3. Es gelten gleichmäßig in m ∈ N und für k = k(n) ∈ N:

(i) Falls k = o
(

log(n)/ log log(n)
)
, ist

∣∣Pr[bk(D(Mn)) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ = O(nε−

1
2 )

für n→∞ und jedes ε > 0.

Für konstantes k gilt sogar

∣∣Pr[bk(D(Mn)) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ = O(n−

1
2 logk−1(n))

für n→∞.

(ii) Falls k = o
(

log(n)/ log log(n)
)
, ist

∣∣Pr[bk(D(MU
n )) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]

∣∣ = O(nε−
1
4 )
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für n→∞ und jedes ε > 0.

Für konstantes k gilt sogar

∣∣Pr[bk(D(Mn)) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ = O(n−

1
4 logk−1(n))

für n→∞.

Korollar 4.4. Es gelten gleichmäßig in m ∈ N und für k = k(n) ∈ N:

(i) Für konstantes k und n→∞ gelten

∣∣Pr[bk(D(Qn)) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣→ 0,∣∣Pr[bk(D(QUn )) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣→ 0.

(ii) Unter der Riemann-Hypothese gilt für k = o
(

log(n)/ log log(n)
)

∣∣Pr[bk(D(Qn)) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ = O(nε−

10
27 )

für n→∞ und jedes ε > 0.

(iii) Unter der Riemann-Hypothese gilt für k = o
(

log(n)/ log log(n)
)

∣∣Pr[bk(D(QUn )) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ = O(nε−

5
27 )

für n→∞ und jedes ε > 0.

Für Qn und QUn erhalten wir für konstantes k keine bessere Schranke als für lang-
sam wachsendes, da schon durch den Gleichverteilungsfehler dieser Mengen ein ε im
Exponenten hinzukommt.

4.2. Beweis für k = 1

Wir zeigen obigen Satz zuerst für k = 1, da dieser Spezialfall schnell bewiesen ist und
der Fall k ≥ 2 andere Hilfsmittel benötigt:

Beweis von Satz 4.2 für k = 1. Es ist für T ∈ [0, 1) \ Q: b1(T ) = bT−1c und dies ist
genau dann kleiner gleich m, wenn T > 1

m+1 , also ist Pr[b1(T ) ≤ m] = 1− 1
m+1 . Zudem
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ist

Pr[b1(Dn) ≤ m] =
#(Sn ∩ ( 1

m+1 , 1))
#Sn

= |( 1
m+ 1

, 1)|+ O
(
F (n)
#Sn

)
= Pr[b1(T ) ≤ m] + O

((F (n)
#Sn

) 1
2
−ε
)
,

dito für O
(√

F (n)
#Sn

logk−1
(#Sn
F (n)

))
. Dabei ist der Übergang zu einem kleineren Expo-

nenten erlaubt, da F (n) = o(#Sn), also die Basis kleiner als 1 ist für n groß genug.

4.3. Beweis für k > 1

Um den Satz für k > 1 zu beweisen, benutzen wir folgende geometrische Intuition: Wir
betrachten die Menge aller Zahlen im Einheitsintervall, die als k-ten Kettenbruchkoef-
fizienten eine Zahl kleiner gleich m haben. Diese Menge ist als abzählbar unendliche
Vereinigung von Intervallen darstellbar. Die Wahrscheinlichkeit, dass bk(T ) ≤ m gilt, ist
gerade die Summe der Längen dieser Intervalle, da dies genau dann gilt, wenn T in eines
dieser Intervalle fällt. Die Wahrscheinlichkeit, dass bk(Dn) ≤ m gilt, ist die Anzahl an
Elementen von Sn, die in diese Intervalle fallen, geteilt durch #Sn. Wir wollen zeigen,
dass beide Wahrscheinlichkeiten ungefähr gleich sind.

Nach der Definition von Gleichverteilung wissen wir, dass in jedes einzelne Intervall
genau so viele Elemente fallen, wie auch sollen, modulo einen Fehler von F (n). Dies
sagt allerdings nichts aus über eine Vereinigung abzählbar unendlich vieler Intervalle.
Daher nehmen wir uns nun die größten dieser Intervalle heraus, also alle Intervalle,
die länger als ein festes α ∈ (0, 1) sind. Dies sind nur endlich viele, sagen wir M(α)
Intervalle. Der Fehler, den wir in diesen großen Intervallen machen, lässt sich durch
M(α) · F (n) abschätzen. Nun fehlt es noch, den Fehler auf den Intervallen der Länge
< α abzuschätzen. Wie sich herausstellt, ist dies aber damit getan, die Wahrscheinlichkeit
abzuschätzen, mit der T in einem dieser kurzen Intervalle landet. Zusammen mit einer
Abschätzung von M(α) und über α optimierend erhalten wir die Aussage des Satzes.

Um diesen Beweis zu formalisieren, benötigen wir zuerst einige Schreibweisen und
Begriffe. Für 1 < k ∈ N und ein b ∈ Nk−1 schreiben wir b = (b1, . . . , bk−1), sodass
wir die Einträge von b als Kettenbruchkoeffizienten einer Zahl x = [0; b1, . . . , bk−1, . . .]
interpretieren können. Für ein b ∈ Nk−1 und 0 ≤ i < k definieren wir Ai(b)/Bi(b)
als den i-ten Konvergenten einer Zahl der Form [0; b1, . . . , bk−1, . . .], also Ai(b)/Bi(b) =
[0; b1, . . . , bi], (Ai(b), Bi(b)) = 1. Ist b ∈ Nk−1 fest und aus dem Kontext klar, so schreiben
wir auch Ai = Ai(b) und Bi = Bi(b).

Wir schreiben abkürzend bk−1(x) für (b1(x), . . . , bk−1(x)) und x ∈ [0, 1) \Q.
Nun definieren wir die folgenden Intervalle:
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Definition 4.5. Für b ∈ Nk−1 und m ∈ N definieren wir

Ib :=
{Ak−1t+Ak−2

Bk−1t+Bk−2

∣∣∣ t ∈ (1,∞)
}
,

Ib,m :=
{Ak−1t+Ak−2

Bk−1t+Bk−2

∣∣∣ t ∈ (1,m+ 1)
}
.

Dabei ist Ak−i als Ak−i(b) zu lesen, analog für Bk−i, i = 1, 2.
Aus Aussage (2.4) wird ersichtlich, dass das Intervall Ib die Menge aller Zahlen ist,

deren Kettenbruchentwicklung die Form [0; b1, . . . , bk−1, . . .] hat, mit beliebigen `-ten Ko-
effizienten für ` ≥ k. Es enthält auch endliche Kettenbrüche, aber jeder solche endliche
Kettenbruch muss wenigstens k Koeffizienten haben und falls er genau k Koeffizien-
ten hat, muss der k-te Koeffizient ungleich 1 sein, da sonst die in Kapitel 2 erwähnte
Konvention verletzt ist.

Das Intervall Ib,m hingegen ist die Menge aller Zahlen, deren Kettenbruchentwick-
lung die Form [0; b1, . . . , bk−1, bk, . . .] hat, mit beliebigen `-ten Koeffizienten für ` > k
und einen k-ten Koeffizienten bk ≤ m. Es gilt wortwörtlich die gleiche Anmerkung zu
endlichen Kettenbrüchen wie für Ib.

Da jede reelle Zahl eine eindeutige Darstellung als Kettenbruch besitzt, sind die In-
tervalle Ib, b ∈ Nk−1 paarweise überschneidungsfrei. Dasselbe gilt für die Intervalle
Ib,m, b ∈ Nk−1, da Ib,m ( Ib.

Zudem überdecken die Intervalle Ib, b ∈ Nk−1 das Einheitsintervall, oder zumindest
fast: Einige endliche Kettenbrüche werden nicht eingefangen. Um diese Aussage korrekt
zu formulieren, führen wir eine Äquivalenzrelation ∼= auf Teilmengen von [0, 1) ein: Für
A,B ⊆ [0, 1) sei A ∼= B :⇔ A∪Q = B∪Q, wenn also beide Mengen bis auf die endlichen
Kettenbrüche übereinstimmen. Dann gilt, dass die Intervalle Ib das Einheitsintervall
überdecken im Sinne von

⋃
b∈Nk−1

Ib ∼= [0, 1). (4.6)

Die Länge dieser Intervalle lässt sich leicht bestimmen:

Lemma 4.7. Für 1 < k ∈ N, b ∈ Nk−1 und m ∈ N gelten

|Ib| =
1

Bk−1(Bk−1 +Bk−2)
,

|Ib,m| =
m

(Bk−1 +Bk−2)((m+ 1)Bk−1 +Bk−2)
.

Beweis. Wir rechnen nach:
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|Ib| =
∣∣∣Ak−1 +Ak−2

Bk−1 +Bk−2
− Ak−1

Bk−1

∣∣∣
=
∣∣∣Ak−2Bk−1 −Ak−1Bk−2

Bk−1(Bk−1 +Bk−2)

∣∣∣
Mit Aussage (2.5) erhalten wir also die erste Behauptung. Weiterhin gilt

|Ib,m| =
∣∣∣Ak−1 +Ak−2

Bk−1 +Bk−2
− (m+ 1)Ak−1 +Ak−2

(m+ 1)Bk−1 +Bk−2

∣∣∣
=
∣∣∣ m(Ak−2Bk−1 −Ak−1Bk−2)
(Bk−1 +Bk−2)((m+ 1)Bk−1 +Bk−2)

∣∣∣,
also wiederum mit Aussage (2.5) die zweite Behauptung.

Wie weiter oben skizziert wollen wir uns diejenigen Intervalle Ib,m hernehmen, deren
Länge größer als ein festes α ∈ [0, 1] ist. Zu diesen definieren wir einige Begriffe:

Definition 4.8. Wir setzen für 1 < k ∈ N, m ∈ N und α ∈ [0, 1]

L(α) :=
∑

b∈Nk−1

|Ib,m|≥α

|Ib,m|,

M(α) :=
∑

b∈Nk−1

|Ib,m|≥α

1,

R(α) := Pr[|Ibk−1(T ),m| < α] =
∑

b∈Nk−1

|Ib,m|<α

|Ib|.

Dabei ist L(α) die Gesamtlänge der langen Intervalle, also der Intervalle Ib,m, b ∈
Nk−1 der Länge ≥ α. M(α) ist die Anzahl an langen Intervallen, also die Anzahl an
Intervallen, über die wir in der Summe L(α) aufsummieren. Schließlich ist R(α) die
Wahrscheinlichkeit, dass T in der Obermenge Ib eines kurzen Intervalles landet, dass
also |Ibk−1(T ),m| < α gilt.

Da alle in L(α) aufsummierten Intervalle eine Länge ≥ α haben und überschneidungs-
frei sind, folgt sofort

M(α) ≤ 1/α. (4.9)

Später werden wir eine stärkere Ungleichung für M(α) beweisen.
Mit diesen Definitionen lässt sich nun Pr[bk(T ) ≤ m] wie folgt abschätzen:
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Lemma 4.10. Für 1 < k ∈ N, m ∈ N und α ∈ [0, 1] gilt

L(α) ≤ Pr[bk(T ) ≤ m] ≤ L(α) +R(α).

Beweis. Es gilt genau dann bk(T ) ≤ m, wenn T in eines der Intervalle Ib,m, b ∈ Nk−1

fällt. Also ist

Pr[bk(T ) ≤ m] =
∑

b∈Nk−1

|Ib,m|

=
∑

b∈Nk−1

|Ib,m|≥α

|Ib,m|+
∑

b∈Nk−1

|Ib,m|<α

|Ib,m|.

Die erste Summe ist gerade L(α). Wegen 0 ≤ |Ib,m| ≤ |Ib| ist die zweite Summe von
unten durch 0 und von oben durch R(α) beschränkt. Es folgt die Behauptung.

Für die Wahrscheinlichkeit Pr[bk(Dn) ≤ m] gelten ähnliche Ungleichungen wie für
Pr[bk(T ) ≤ m]:

Lemma 4.11. Für n, k,m ∈ N, k > 1 und α ∈ [0, 1] gilt

L(α)− F (n)M(α)
#Sn

≤ Pr[bk(Dn) ≤ m] ≤ L(α) +R(α) +
F (n)(2M(α) + 1)

#Sn
.

Beweis. Es ist

Pr[bk(Dn) ≤ m] =
1

#Sn

∑
b∈Nk−1

#(Sn ∩ Ib,m)

≥ 1
#Sn

∑
b∈Nk−1

|Ib,m|≥α

#(Sn ∩ Ib,m)

≥ 1
#Sn

∑
b∈Nk−1

|Ib,m|≥α

(|Ib,m| ·#Sn − F (n))

= L(α)− F (n)M(α)
#Sn

.

Nach oben schätzen wir ähnlich ab:
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Pr[bk(Dn) ≤ m] =
1

#Sn

∑
b∈Nk−1

#(Sn ∩ Ib,m)

≤ 1
#Sn

( ∑
b∈Nk−1

|Ib,m|≥α

#(Sn ∩ Ib,m) +
∑

b∈Nk−1

|Ib,m|<α

#(Sn ∩ Ib)
)

Wegen Aussage (4.6) gilt aber⋃
b∈Nk−1

|Ib,m|<α

Ib ∼= [0, 1) \
⋃

b∈Nk−1

|Ib,m|≥α

Ib.

Daher lässt sich ersteres als Vereinigung von höchstens M(α)+1 überschneidungsfreien
Intervallen J1, . . . , Js schreiben modulo ∼=, d.h. es gilt

⋃
b∈Nk−1

|Ib,m|<α

Ib ∼=
s⋃
i=1

Js.

Es gilt dann
∑s

i=1 |Ji| = R(α) und wir können wie folgt ersetzen (wobei wir Sn∩Q = ∅
benutzen):

Pr[bk(Dn) ≤ m] ≤ 1
#Sn

( ∑
b∈Nk−1

|Ib,m|≥α

#(Sn ∩ Ib,m) +
s∑
i=1

#(Sn ∩ Ji)
)

≤ 1
#Sn

( ∑
b∈Nk−1

|Ib,m|≥α

(|Ib,m| ·#Sn + F (n)) +
s∑
i=1

(|Ji| ·#Sn + F (n))
)

= L(α) +R(α) +
F (n)(M(α) + s)

#Sn

≤ L(α) +R(α) +
F (n)(2M(α) + 1)

#Sn

Aus den beiden vorangehenden Lemmata folgt direkt:

Korollar 4.12. Für n, k,m ∈ N, k > 1 und α ∈ [0, 1] gilt

∣∣Pr[bk(Dn) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ ≤ R(α) +

F (n)(2M(α) + 1)
#Sn

.
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An dieser Stelle wissen wir bereits, dass der Fehler
∣∣Pr[bk(D) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]

∣∣
gegen 0 geht für n → ∞: Wählen wir α = α(n) → 0 so, dass M(α) = o

(#Sn
F (n)

)
gilt, so

geht der rechte Summand gegen 0, aber auch R(α), da α→ 0.
Der Rest dieses Kapitels (sowie Kapitel 6) befasst sich also damit, effektive Abschätzun-

gen des Fehlerterms herzuleiten. Dazu benötigen wir Schranken für R(α) und M(α). Der
Übersicht halber skizzieren wir diesen letzten Teil des Beweises von Satz 4.2 im Folgenden
nur und sparen dabei die Beweise der Lemmata aus, da diese recht lang und technisch
werden. Zu finden sind diese Beweise in Kapitel 6.

Wegen Lemma 4.7 ist klar, dass die Länge eines Intervalls Ib eng zusammenhängt mit
der Größe der Konvergenten Bk−1. Daher benötigen wir zuerst eine Abschätzung für
letzteres, und zwar in der Art, dass nur sehr wenige Zahlen einen zu großen oder zu
kleinen k-ten Konvergenten Bk haben.

Der Hauptsatz der Metrischen Approximationstheorie besagt, dass es eine Konstante
B > 0 gibt, sodass Bk < eBk fast überall gilt, wenn k gegen unendlich strebt. Dieser hilft
uns nicht direkt weiter, da wir auch kleine k zulassen wollen. Allerdings lässt sich aus
dem Beweis dieses Satzes im Buch von Khintchine [Khi63, S. 75ff] leicht eine Schranke
extrahieren, die genau aussagt, was wir wollen. Wir zitieren sie hier erweitert um eine
analoge untere Schranke. In Kapitel 6 geben wir den Beweis dieser Schranke wieder:

Lemma 4.13. Für alle k ∈ N und ∆ ∈ R mit ∆ ≥ (2e)k gilt:

2−2k−1

(k − 1)!
logk−1(∆)∆−1 < Pr[Bk(T ) ≥ ∆] <

k22k

(k − 1)!
logk−1(∆)∆−1.

Mithilfe dieser Schranken können wir nun den Restterm R(α) relativ scharf nach unten
und oben abschätzen. Wir erinnern daran, dass

R(α) =
∑

b∈Nk−1

|Ib,m|<α

|Ib|.

Nun nutzen wir aus, dass ein Intervall Ib,m nur kurz ist, wenn der Konvergent Bk−1(b)
groß ist. Die Wahrscheinlichkeit für letzteres, also das Maß aller Zahlen mit großem
Konvergenten, können wir aber mit dem vorangegangenen Lemma abschätzen:

Lemma 4.14. Für alle 2 ≤ k ∈ N und 0 < α ≤ 1
6(2e)−2k gilt

2−3k

(k − 1)!
logk−1(α−1)

√
α < R(α) <

√
6 k 2k+1

(k − 1)!
logk−1(α−1)

√
α.

Wir hatten in Aussage (4.9) schon eine triviale obere Schranke für M(α), nämlich
durch 1/α. Diese ist aber recht schwach, wie folgendes Lemma zeigt, welches sich der
beiden vorangegangenen bedient:
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Lemma 4.15. Für 2 ≤ k ∈ N und alle α ≤ e−15(k−1) gilt

M(α) ≤ λkR(α)−1 log2k−2(R(α)−1) + e15(k−1),

für ein 0 < λ ≤ e9.1760.

Diese Aussagen in der Hand können wir nun den Beweis des Satzes abschließen:

Beweis von Satz 4.2 für k ≥ 2. Es ist nach Korollar 4.12 und Lemma 4.15 für 0 < α ≤
e−15(k−1):

∣∣Pr[bk(Dn) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣

≤ R(α) +
F (n)(2M(α) + 1)

#Sn

≤ R(α) + 3
F (n)
#Sn

(λkR(α)−1 log2k−2(R(α)−1) + e15(k−1))

Wir wollen nun R(α) durch
√

F (n)
#Sn

logk−1
(#Sn
F (n)

)
ersetzen, um die rechte Seite asym-

ptotisch zu minimieren. Es ist aber R(α) keine stetige Funktion, daher wird dieser Wert
nicht notwendigerweise angenommen. Lemma 4.14 liefert aber Abschätzungen von R(α)
nach unten und oben durch stetige, monoton wachsende Funktionen. Daher gilt, dass für
jedes 0 ≤ X ≤ R(e−15(k−1)) ein 0 ≤ α ≤ e−15(k−1) existiert mit

X ≤ R(α) ≤
√

6k24k+1X.

Dabei ist
√

6k24k+1 der Quotient der Vorfaktoren der oberen und unteren Abschätzung

von R(α). Setzen wir X :=
√

F (n)
#Sn

logk−1
(#Sn
F (n)

)
, so erhalten wir also

∣∣Pr[bk(Dn) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣

≤
(√

6k24k+1 + 3λk
log2k−2

(√
F (n)
#Sn

logk−1
(#Sn
F (n)

))
log2k−2

(
#Sn
F (n)

) )

·

√
F (n)
#Sn

logk−1
(#Sn
F (n)

)
+ 3e15(k−1)F (n)

#Sn
,

falls X ≤ R(e−15(k−1)). Dann ist allerdings auch X ≤ 1, also können wir den auftre-
tenden Quotienten durch (1/2)2k−2 nach oben abschätzen. Es entsteht
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∣∣Pr[bk(Dn) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣

≤ (
√

6k24k+1 + 3λk22−2k)

√
F (n)
#Sn

logk−1
(#Sn
F (n)

)
+ 3e15(k−1)F (n)

#Sn
,

Wir können R(e−15(k−1)) wie folgt nach unten abschätzen, wiederum Lemma 4.14
benutzend:

R(e−15(k−1)) ≥ 2−3k

(k − 1)!
logk−1(e15(k−1))

√
e−15(k−1)

≥ 2−3k15k−1e−15(k−1)/2.

Die Bedingung X ≤ R(e−15(k−1)) ist also erfüllt, falls

√
F (n)
#Sn

logk−1
(#Sn
F (n)

)
≤ 2−3k15k−1e−15(k−1)/2,

oder, äquivalent,

k − 1 ≤
1
2 log

(#Sn
F (n)

)
− 3 log(2)

log log
(#Sn
F (n)

)
+ log(23e15/2/15)

.

Für k = o
(

log
(#Sn
F (n)

)
/ log log

(#Sn
F (n)

))
ist also

∣∣Pr[bk(Dn) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ = O

((F (n)
#Sn

) 1
2
−ε
)

für n→∞ und jedes ε > 0.
Für konstantes k gilt sogar

∣∣Pr[bk(Dn) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ = O

(√
F (n)
#Sn

logk−1
(#Sn
F (n)

))
für n→∞.
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5Untere Schranken

In diesem Kapitel werden wir untere Abschätzungen für den Fehler in Korollar 4.3
zeigen, also für die Fehler

∣∣Pr[bk(D(Mn)) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣ sowie∣∣Pr[bk(D(MU

n )) ≤ m]− Pr[bk(T ) ≤ m]
∣∣.

Diese Schranken werden weit davon entfernt sein, unseren oberen Schranken zu ent-
sprechen, sind aber von eigenständigem Interesse.

Dazu betrachten wir Kettenbrüche der Form

x = [n;
2n
k
, 2n]

mit n, k ∈ N, k|2n. Nach Kapitel 2 handelt es sich um quadratische Irrationalzahlen,
also um Zahlen der Form a+

√
b

c , a, b, c ∈ Z, b > 0, c 6= 0. Genauer gilt für y := [2n
k , 2n]

y =
2n
k

+
1

2n+ 1
y

,

nach kurzem Rechnen erhalten wir also

y =
n+
√
n2 + k

k
.

Wegen x = n+ 1
y rechnen wir sofort nach, dass

x =
√
n2 + k.

Wurzeln von dieser Form haben also Periodenlänge 2 wann immer k|2n. Insbesondere
haben diese Wurzeln sehr große k-te Kettenbruchkoeffizienten für gerade k ∈ N, denn
diese Koeffizienten sind alle 2n.

Bezeichne σ0(n) die Anzahl an Teilern einer natürlichen Zahl n. Dann gibt es σ0(2n)
viele k ∈ N, für die

√
n2 + k einen großen k-ten Koeffizienten hat.
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Es gilt also für gerades k ∈ N

Pr[bk(D(Mn)) = 2n] ≥ σ0(2n)
2n

≥ 1
2
· σ0(n)

n
. (5.1)

Die Funktion log(σ0(n)) hat aber als Maximalordnung log 2 logn
log logn (für einen Beweis,

siehe [HW58, Satz 317]), daher existiert für jedes ε > 0 und N ∈ N ein n ≥ N mit

log(σ0(n)) ≥ (1− ε) log 2
log n

log log n
, also

σ0(n) ≥ n
(1−ε) log 2
log logn .

Es existieren also unendlich viele n ∈ N mit

Pr[bk(D(Mn)) = 2n] ≥ 1
2
· n

(1−ε) log 2
log logn

n
. (5.2)

Durch aufsummieren von (5.1) leiten wir sofort eine untere Schranke für MU
N her, für

N = (n+ 1)2, n ∈ N:

Pr[bk(D(MU
(n+1)2)) ≥ n] ≥ 1

(n+ 1)2

n∑
i=dn/2e

σ0(2i) ≥ 1
(n+ 1)2

n∑
i=dn/2e

σ0(i). (5.3)

Es ist aber bekanntermaßen
∑n

i=1 σ0(i) = n log n+ O(n), (eine noch stärkere Aussage
findet sich in [HW58, Satz 320]) also ist

Pr[bk(D(MU
(n+1)2)) ≥ n] ≥ 1

(n+ 1)2

(
n log(n)−

⌈n
2

⌉
log
(⌈n

2

⌉)
+ O(n)

)
≥ 1

(n+ 1)2

(n
2

log(n) + O(n)
)

=
log(n)

2n
+ O

( 1
n

)
.

Es existieren also für jedes gerade k ∈ N unendlich viele N ∈ N mit

Pr[bk(D(MU
N )) ≥

√
N ] ≥ log(N)

4
√
N

+ O
( 1√

N

)
. (5.4)

Auf der anderen Seite ist
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Pr[bk(T ) ≤ m] =
∑

b∈Nk−1

|Ib,m|

=
∑

b∈Nk−1

|Ib|
mBk−1(Bk−1 +Bk−2)

(Bk−1 +Bk−2)((m+ 1)Bk−1 +Bk−2)

=
∑

b∈Nk−1

|Ib|
mBk−1

(m+ 1)Bk−1 +Bk−2
.

Dabei haben wir Lemma 4.7 benutzt, um die Länge von |Ib,m| mit der von |Ib| zu
vergleichen. In obigen Summen steht Bk−i für den von b induzierten (k− i)-ten Konver-
genten. Da 0 ≤ Bk−2 ≤ Bk−1 ist, liegt der Quotient auf der rechten Seite zwischen m

m+2
und m

m+1 . Die Intervalle Ib überdecken aber das Einheitsintervall, also gilt

∑
b∈Nk−1

|Ib| = 1.

Daher bekommen wir eine Abschätzung von Pr[bk(T ) ≤ m] durch

m

m+ 2
≤ Pr[bk(T ) ≤ m] ≤ m

m+ 1
,

oder, äquivalent,

2
m+ 1

≥ Pr[bk(T ) ≥ m] ≥ 1
m
. (5.5)

Kombination von (5.2), (5.4) und (5.5) liefert nun den folgenden Satz:

Satz 5.6. Für gerade k ∈ N und unendliche viele n ∈ N gelten

∣∣Pr[bk(D(Mn)) ≥ 2n]− Pr[bk(T ) ≥ 2n]
∣∣ ≥ 1

2
· n

(1−ε) log 2
log logn

n
+ O

( 1
n

)
und∣∣Pr[bk(D(MU

n )) ≥
√
n]− Pr[bk(T ) ≥

√
n]
∣∣ ≥ log(n)

4
√
n

+ O
( 1√

n

)
.

Dies bedeutet, dass man in Korollar 4.3 die Fehler nicht durch O
(
n

(1−ε) log 2
log logn

n

)
bzw.

o
( log(n)√

n

)
ersetzen kann (für alle ε > 0).
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6Beweise der Lemmata

Es folgen die in Kapitel 4 ausgelassenen Beweise einiger Lemmata.

6.1. Lemma 4.13

Beweis von Lemma 4.13. (i) Für k = 1 gilt die Abschätzung trivialerweise, denn es
ist für T ∈ [0, 1) \Q : Bk(T ) = b1(T ) = bT−1c, also

Pr[Bk(T ) ≥ ∆] = Pr[bT−1c ≥ d∆e] = Pr[T < 1/(d∆e − 1)] = 1/(d∆e − 1)

und dies liegt für alle ∆ ≥ 2e in den angegebenen Schranken.

(ii) Für k ≥ 2 ergibt sich aus der Berechnungsvorschrift (2.1) für die Bi

biBi−1 ≤ Bi ≤ 2biBi−1.

also induktiv

k∏
i=1

bi ≤ Bk ≤ 2k
k∏
i=1

bi.

Zudem ist B1 = b1B0 +B−1 = b1 · 1 + 0 < 2b1 und B2 = b2B1 +B0 = b2B1 + 1 > b2B1,
also gilt in beide Richtungen an mindestens einer Stelle die Ungleichheit. Es folgt

k∏
i=1

bi < Bk < 2k
k∏
i=1

bi.

(iii) Ein Interval Ib, für b ∈ Nk, in dem Bk ≥ ∆ gilt, hat eine Länge von

|Ib| =
1

Bk(Bk +Bk−1)

nach Lemma (4.7). Mit 0 ≤ Bk−1 ≤ Bk erhalten wir
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1
2k+1(b1b2 · · · bk)2

<
1

2B2
k

≤ |Ib| ≤
1
B2
k

<
1

(b1b2 · · · bk)2
.

Dies erlaubt uns schon, die Wahrscheinlichkeit Pr[Bk(T ) ≥ ∆] abzuschätzen durch

Pr[Bk(T ) ≥ ∆] =
∑
b∈Nk

Bk(b)≥∆

|Ib| <
∑
b∈Nk

2kb1b2···bk≥∆

1
(b1b2 · · · bk)2

und analog

Pr[Bk(T ) ≥ ∆] >
∑
b∈Nk

b1b2···bk≥∆

1
2k+1(b1b2 · · · bk)2

.

(iv) Um diese Summen abzuschätzen bemerken wir, dass

k∏
i=1

1
b2i

=
k∏
i=1

(
1 +

1
bi

) 1
bi(bi + 1)

≤ 2k
k∏
i=1

1
bi(bi + 1)

= 2k
k∏
i=1

∫ bi+1

bi

dxi
x2
i

= 2k
∫ a1+1

a1

∫ a2+1

a2

· · ·
∫ ak+1

ak

dx1dx2 · · · dxk
x2

1x
2
2 · · ·x2

k

.

Andererseits gilt nach analogen Schlüssen klar

k∏
i=1

1
b2i
≥
∫ a1+1

a1

∫ a2+1

a2

· · ·
∫ ak+1

ak

dx1dx2 · · · dxk
x2

1x
2
2 · · ·x2

k

.

Demnach ist

∑
b∈Nk

b1b2···bk≥2−k∆

1
(b1b2 · · · bk)2

≤ 2kJk(2−k∆),
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wobei Jk(g) für g ∈ R das k-fache Integral∫ ∫
· · ·
∫
dx1dx2 · · · dxk
x2

1x
2
2 · · ·x2

k

über die Region

xi ≥ 1 (i = 1, . . . , k)
x1x2 · · ·xk ≥ g

steht. Andererseits ist

∑
b∈Nk

b1b2···bk≥∆

1
2k+1(b1b2 · · · bk)2

≥ 2−k−1J ′k(∆),

wobei J ′k(g) für g ∈ R das k-fache Integral∫ ∫
· · ·
∫
dx1dx2 · · · dxk
x2

1x
2
2 · · ·x2

k

über die Region

xi ≥ 1(i = 1, . . . , k)
(x1 − 1)(x2 − 1) · · · (xk − 1) ≥ g

ist. Wir schränken diese Region weiter ein, indem wir fordern:

xi ≥ 2 (i = 1, . . . , k)

x1x2 · · ·xk ≥ 2kg

Eine Variablensubstitution x′i = xi/2 (i = 1, . . . , k) liefert uns nun das Integral Jk(g)
(auch über die gleiche Region!) versehen mit einem Faktor 2−k, also

∑
b∈Nk

b1b2···bk≥∆

1
2k+1(b1b2 · · · bk)2

≥ 2−2k−1Jk(∆),

(v) Für g ≤ 1 wird die Region von Jk(g) zur Region 1 ≤ xi < ∞ (i = 1, . . . , k) und
wir erhalten
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Jk(g) =
[ ∫ ∞

1

dx

x2

]k
= 1.

(vi) Wir zeigen nun induktiv, dass für g > 1 gilt:

Jk(g) =
1
g

k−1∑
i=0

logi(g)
i!

.

Tatsächlich gilt für k = 1: ∫ ∞
g

dx

x2
=

1
g
.

Nehmen wir nun an, die Gleichung gelte für ein k ∈ N. Dann gilt auch

Jk+1(g) =
∫ ∞

1

dxk+1

x2
k+1

Jk

( g

xk+1

)
=

1
g

∫ g

0
Jk(u)du

=
1
g

[ ∫ 1

0
Jk(u)du+

∫ g

1
Jk(u)du

]
.

Ersetzen wir nun das erste Integral mittels der Gleichung aus (v) und das zweite mittels
der Induktionsvoraussetzung, so erhalten wir

Jk+1(g) =
1
g

[
1 +

k−1∑
i=0

logi+1(g)
(i+ 1)!

]
=

1
g

k∑
i=0

logi(g)
i!

.

(vii) Einsetzen von (vi) in die obere Abschätzung aus (iv) liefert nun

Pr[Bk(T ) ≥ ∆] < 2kJk(2−k∆) =
4k

∆

k−1∑
i=0

logi(2−k∆)
i!

.

Wegen ∆ ≥ (2e)k, also log(2−k∆) ≥ k sieht man leicht, dass jeder Term in obiger
Summe kleiner oder gleich logk−1(2−k∆)

(k−1)! ist, denn für a ≥ 1 ist (ak)k−1

(k−1)! maximal unter
(ak)0

0! , (ak)1

1! , . . . , (ak)k−1

(k−1)! . Damit bekommen wir
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Pr[Bk(T ) ≥ ∆] <
4k

∆
k

logk−1(2−k∆)
(k − 1)!

≤ k4k

(k − 1)!
logk−1(∆)∆−1.

Andererseits erhalten wir für die untere Schranke

Pr[Bk(T ) ≥ ∆] > 2−2k−1Jk(∆)

=
2−2k−1

∆

k−1∑
i=0

logi(∆)
i!

≥ 2−2k−1

∆
logk−1(∆)
(k − 1)!

.

6.2. Lemma 4.14

Beweis von Lemma 4.14. Es ist nach Definition

R(α) = Pr[|Ibk−1(T ),m| < α].

Mit Lemma 4.7 erhalten wir

R(α) = Pr
[∣∣∣ m

(Bk−1(T ) +Bk−2(T ))((m+ 1)Bk−1(T ) +Bk−2(T ))

∣∣∣ < α
]
. (∗)

Nun liefert Bk−2(T ) ≤ Bk−1(T ):

R(α) ≤ Pr[
m

2(m+ 2)
1

Bk−1(T )2
< α]

≤ Pr[
1
6

1
Bk−1(T )2

< α]

= Pr[Bk−1(T ) > (6α)−1/2]

<
k22k

(k − 1)!
logk−1((6α)−1/2)

√
6α

≤
√

6 k 2k+1

(k − 1)!
logk−1(α−1)

√
α

wobei wir Lemma 4.13 genutzt haben. Dabei muss (6α)−1/2 ≥ (2e)k gelten, damit wir
dieses Lemma verwenden können.
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Andersherum bekommen wir aus (∗)

R(α) ≥ Pr[
1

Bk−1(T )2
< α]

= Pr[Bk−1(T ) > α−1/2]

>
2−2k−1

(k − 1)!
logk−1(α−1/2)

√
α

=
2−3k

(k − 1)!
logk−1(α−1)

√
α

unter der Bedingung α−1/2 ≥ (2e)k. Beide Bedingungen sind erfüllt, falls α ≤ 1
6(2e)−2k.

6.3. Lemma 4.15

Beweis von Lemma 4.15. (i) Es ist für 0 < αa ≤ αe ≤ 1

M(αa)−M(αe) =
∑

b∈Nk−1

αe>|Ib,m|≥αa

1,

weswegen wir eine obere Abschätzung bekommen:

M(αa)−M(αe) ≤
∑

b∈Nk−1

αe>|Ib,m|≥αa

|Ib,m|
αa

≤
∑

b∈Nk−1

αe>|Ib,m|≥αa

|Ib|
αa

=
1
αa

(R(αe)−R(αa)),

da Ib,m ⊆ Ib.
Dann gilt aber auch für αa = α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn = αe:
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M(αa)−M(αe) =
n−1∑
i=1

(M(αi)−M(αi+1))

≤
n−1∑
i=1

1
αi

(R(αi+1)−R(αi))

=
n−1∑
i=1

1
αi

(yi+1 − yi)

mit yi := R(αi), i = 1, . . . , n.

(ii) Nun ist aber nach Lemma 4.14 für 0 < α ≤ 1
6(2e)−2k

R(α) < γ logk−1(α−1)
√
α =: f(α) mit γ :=

√
6 k 2k+1

(k − 1)!
.

Dabei ist f(α) für 0 < α < e2−2k eine streng monoton wachsende Funktion, denn wir
rechnen nach, dass

d

dα
[logk−1(α−1)

√
α] = logk−2(α−1)(2− 2k − log(α))/(2

√
α),

und dies ist positiv, falls α < e2−2k. Also existiert eine eindeutige Umkehrfunktion

f−1 : (0, f(e2−2k)]→ (0, e2−2k]

von f und es gilt dann für α ≤ 1
6(2e)−2k, y = R(α)

f−1(y) ≤ α.

Also folgern wir mit (i) für αe ≤ 1
6(2e)−2k

M(αa)−M(αe) ≤
n−1∑
i=1

1
f−1(yi)

(yi+1 − yi).

(iii) Wir schreiben abkürzend f∗(y) := (f−1(y))−1 für y ∈ (0, f(e2−2k)). Dann gilt
nach Definition von f :
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y = γ logk−1((f−1(y))−1)
√

(f−1(y))

= γ logk−1(f∗(y))/
√

(f∗(y))

Nach Umformen erhalten wir also die Gleichung

f∗(y) = γ2 log2k−2(f∗(y))/y2. (6.1)

(iv) Um dies weiter abzuschätzen benutzen wir nun folgendes: Für m ∈ N, x > 0 und
1 < c < e gilt

ex

xm
≥ em(1−log c)

( log c
m

)m
ex/c, (6.2)

denn es ist:

d

di

ci

(i+m)m
=

ci

(i+m)m+1
((i+m) log(c)−m),

also offenbart sich ein Tiefpunkt an i = m( 1
log c − 1). Demnach ist

cii!
(i+m)!

≥ ci

(i+m)m
≥ c

m( 1
log c
−1)

(m( 1
log c − 1) +m)m

= em(1−log c)
( log c
m

)m
.

Es ist aber

ex

xm
≥
∞∑
i=0

xi

(i+m)!

≥
∞∑
i=0

em(1−log c)
( log c
m

)m xi

cii!

= em(1−log c)
( log c
m

)m
ex/c.

(v) Setzen wir in (6.2) x = log f∗(y), m = 2k − 2, so ist wegen f∗(y) ≥ e2k−2 und
k ≥ 2 tatsächlich x = log f∗(y) > 0. Wir erhalten für 1 < c < e

f∗(y)
log2k−2 f∗(y)

≥ e(2k−2)(1−log c)
( log c

2k − 2

)2k−2
(f∗(y))1/c.
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Wegen Gleichung (6.1) ist die linke Seite aber gerade γ2/y2. Umformen führt zu

f∗(y) ≤
(
e(2k−2)(log(c)−1)

(2k − 2
log c

)2k−2γ2

y2

)c
.

(vi) Es gilt nun also mit (3) und (6):

M(αa)−M(αe) ≤
n−1∑
i=1

(
e(2k−2)(log(c)−1)

(2k − 2
log c

)2k−2γ2

y2
i

)c
(yi+1 − yi),

also gilt nach dem Grenzübergang n→∞, da die rechte Seite Riemann-integrierbar ist:

M(αa)−M(αe) ≤
∫ R(αe)

R(αa)

(
e(2k−2)(log(c)−1)

(2k − 2
log c

)2k−2γ2

y2

)c
dy

=
[(
e(2k−2)(log(c)−1)

(2k − 2
log c

)2k−2
γ2

)c y1−2c

1− 2c

]R(αe)

R(αa)

≤
(
e(2k−2)(log(c)−1)

(2k − 2
log c

)2k−2
γ2

)cR(αa)1−2c

2c− 1

Wir setzen nun c := 1 + δ log(R(αe)−1)
log(R(αa)−1)

. Dann ist 1 < c ≤ 1 + δ, also

δ ≥ c− 1 ≥ log(c) ≥ log(1 + δ)(c− 1)/δ = log(1 + δ)
log(R(αe)−1)
log(R(αa)−1)

.

Wir können also abschätzen

M(αa)−M(αe)

≤
(
e(2k−2)(δ−1)

( (2k − 2) log(R(αa)−1)
log(1 + δ) log(R(αe)−1)

)2k−2
γ2

)c
·

R(αa)−1R(αe)−2δ

≤
(
e(2k−2)(δ−1)

( (2k − 2)
log(1 + δ) log(R(αe)−1)

)2k−2
γ2

)1+δ

·

R(αa)−1R(αe)−2δ log(R(αa)−1)
(2k−2)(1+δ

log(R(αe)
−1)

log(R(αa)−1)
)
,

und wegen log(log(x))/ log(x) ≤ e−1, also log(x)1/ log(x) ≤ e1/e für x > 1 gilt
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M(αa)−M(αe)

≤
(
e(2k−2)(δ−1)

( (2k − 2)
log(1 + δ) log(R(αe)−1)

)2k−2
γ2

)1+δ

·

R(αa)−1R(αe)−2δ log2k−2(R(αa)−1)R(αe)−δ/e.

An dieser Stelle wissen wir schon, dass für alle αe ≤ 1
6(2e)−2k gilt

M(αa) ≤ rkR(αa)−1 log2k−2(R(αa)−1) + sk,

wobei rk, sk > 0 von k abhängige, aber von αa unabhängige Konstanten sind.

(vii) Im Rest des Beweises schätzen wir den Vorfaktor rk genauer ab: Dazu brauchen
wir obere und untere Schranken für R(αe). Um zu solchen gelangen zu können, setzen
wir

αe := e−15(k−1).

Dann ist die Bedingung αe ≤ 1
6(2e)−2k klar erfüllt. Zudem ist nun

e ·R(αe) ≤ e
√

6k2k+1

(k − 1)!
logk−1(α−1

e )
√
αe

≤
√

6e2(k−1)+(k+1)

(k − 1)!
15k−1(k − 1)k−1e−15(k−1)/2.

Für N ∈ N gelten aber

N ! = exp
( N∑
i=1

log(i)
)
≤ exp

(∫ N+1

1
log(x)dx

)
= exp

(
(N + 1)(log(N + 1)− 1) + 1

)
= e
(N + 1

e

)N+1
und

N ! = exp
( N∑
i=2

log(i)
)
≥ exp

(∫ N

1
log(x)dx

)
= exp

(
N(log(N)− 1) + 1

)
= e
(N
e

)N
,

also können wir weiter abschätzen zu
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eR(αe)

≤
√

6e2(k−1)+(k+1)15k−1ek−2e−15(k−1)/2

= exp
(

1 + log(
√

6) + 2 log(2)− 1 + (k − 1)
(

log(15) + 1 + 2 log(2)− 15
2
))

≤ exp
(

(k − 1)
(1

2
log(6) + 4 log(2) + log(15) + 1− 15

2
))

< 1,

da der Term in der zweiten Klammer zu −0.1235 < 0 auswertet. Also ist R(αe) < e−1,
also log(R(αe)−1)) > 1.

Auf der anderen Seite ist nach Lemma 4.14 auch

R(αe) ≥
2−3k

(k − 1)!
logk−1(α−1

e )
√
αe

=
2−3k

(k − 1)!
(15(k − 1))k−1e−15(k−1)/2

≥ 2−3k15k−1 e
k−2

k − 1
e−15(k−1)/2.

Setzen wir beides in (vi) ein, so erhalten wir

M(αa)−M(αe)

≤
(
e(2k−2)(δ−1)

( (2k − 2)
log(1 + δ)

)2k−2
γ2

)1+δ

·(
23k15−k+1k − 1

ek−2
e15(k−1)/2

)δ(2+1/e)
R(αa)−1 log2k−2(R(αa)−1)

≤
(
e(2k−2)(δ−1)

( 2
log(1 + δ)

)2k−2
6k222k+2ek−2

)1+δ

·(
23k15−k+1k − 1

ek−2
e15(k−1)/2

)δ(2+1/e)
R(αa)−1 log2k−2(R(αa)−1),

wobei wir nochmals eine einfache Schranke für die Fakultät benutzt haben beim Einset-
zen von γ =

√
6k2k+1

(k−1)! .

Somit existiert ein λ > 0, sodass

M(αa) ≤ λkR(αa)−1 log2k−2(R(αa)−1) + e15(k−1),

für jedes αa ≤ e−15(k−1), da nach Aussage (4.9): M(αe) ≤ 1/αe = e15(k−1).
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Genauer erhalten wir für δ = 0.0911:

M(αa) ≤ k2.3979e8.7233k−4.1700R(αa)−1 log2k−2(R(αa)−1) + e15(k−1).

Wegen

k2.3979

e4.1700
≤ k3

e4.1700
=

1
3!

( k
3
√
e4.1700/6

)3
≤ e

3
√

6/e4.1700k ≤ e0.4527k

ist also λ ≤ e8.7233+0.4527 = e9.1760 ≈ 9662.43.
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Symbolverzeichnis
N . . . . . . . . . . . . . . . . . Die Menge der natürlichen Zahlen (ohne 0), N = {1, 2, 3, . . .}
N0 . . . . . . . . . . . . . . . . Die Menge der natürlichen Zahlen mit 0, N0 = {0, 1, 2, . . .}
bxc . . . . . . . . . . . . . . . Die größte ganze Zahl n mit n ≤ x
dxe . . . . . . . . . . . . . . . Die kleinste ganze Zahl n mit n ≥ x
frac . . . . . . . . . . . . . . . Der fraktionale Anteil von x, also frac(x) = x− bxc
f(n) = O(g(n)) . . . ∃c > 0, n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : − c · g(n) ≤ f(n) ≤ c · g(n)
f(n) = o(g(n)) . . . ∀c > 0: ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : − c · g(n) ≤ f(n) ≤ c · g(n)
f(n) = Θ(g(n)) . . . ∃c1, c2 > 0, n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : c1 · g(n) ≤ f(n) ≤ c2 · g(n)
[b0; b1, b2, b3, . . .] . . Darstellungsweise eines Kettenbruchs, S. 8
bi(x) . . . . . . . . . . . . . i-ter Kettenbruchkoeffizient von x, S. 8
Ai(x)/Bi(x) . . . . . . i-ter Konvergent von x, S. 9
Ai(b)/Bi(b) . . . . . . . i-ter Konvergent einer Zahl mit Kettenbruchentwicklung [0; b1, . . . , bk, . . .]

für b = (b1, . . . , bk), S. 21
bk−1(x) . . . . . . . . . . . Kurzschreibweise für (b1(x), . . . , bk−1(x)), S. 21
Ib . . . . . . . . . . . . . . . . Intervall aller Kettenbrüche der Form [0; b1, . . . , bk−1, . . .] für b =

(b1, . . . , bk−1), S. 22
Ib,m . . . . . . . . . . . . . . Intervall aller Kettenbrüche der Form [0; b1, . . . , bk−1, bk, . . .] mit

bk ≤ m für b = (b1, . . . , bk−1), S. 22
Mn . . . . . . . . . . . . . . . Mn = {frac(

√
k) | n2 < k < (n+ 1)2}, S. 11

MU
n . . . . . . . . . . . . . . MU

n = {frac(
√
k) | 1 < k ≤ n, k kein Quadrat}, S. 11

Qn . . . . . . . . . . . . . . . Qn = {frac(
√
k) | n2 < k < (n+ 1)2, k quadratfrei}, S. 11

QUn . . . . . . . . . . . . . . . QUn = {frac(
√
k) | 1 < k ≤ n, k quadratfrei}, S. 11

T . . . . . . . . . . . . . . . . . zufällige gleichverteilte reelle Zahl aus dem Einheitsintervall, S. 18
Dn = D(Sn) . . . . . . zufällige gleichverteilte Zahl aus Sn, S. 18
(Sn)∞n=1 . . . . . . . . . . gleichverteilte Familie von endlichen Mengen Sn ⊂ [0, 1] \Q, S. 18
F (n) . . . . . . . . . . . . . Fehler der gleichverteilten Familie (Sn)n, S. 18
L(α) . . . . . . . . . . . . . Gesamtlänge der langen Intervalle Ib, S. 23
M(α) . . . . . . . . . . . . . Anzahl der langen Intervalle Ib, S. 23
R(α) . . . . . . . . . . . . . Restterm; Wahrscheinlichkeit, dass T in der Obermenge Ib eines

kurzen Intervalles Ib,m landet, S. 23
σ(x) . . . . . . . . . . . . . . Die Anzahl quadratfreier natürlicher Zahlen n mit n ≤ x, S. 15
σ0(n) . . . . . . . . . . . . . Die Anzahl an Teilern von n, S. 29
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