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1 Einleitung

Was ist ein Reziprozititsgesetz? Im Grunde geht diese Frage auf Euler zuriick, der als
erstes ein Quadratisches Reziprozitiatsgesetz formulierte. Nachdem sich ein Beweis von
Legendre als liickenhaft herausstellte, konnte als erster Gaufl das Quadratische Rezipro-
zitdtsgesetz beweisen. Seitdem gibt es bis heute mehr als 200 Beweise fiir dieses Gesetz,
von denen allein Gaufl mehrere beisteuerte. Eine Chronik der Beweise fiir das Quadrati-
sche Reziprozitatsgesetz wurde von Franz Lemmermeyer in seinem Buch Reciprocity Laws
From Euler to Eisenstein ([Lem]) zusammengestellt. Diese Chronik kann auch online ein-
gesehen werden ([chron]).

Ein Reziprozititsgesetz in der Mathematik befasst sich mit einer Verallgemeinerung des
Quadratischen Reziprozititsgesetzes. Letzteres braucht man, um in endlichen Korpern der
Primzahlordnung p € P quadratische Reste zu identifzieren. Das heift, wir geben uns ein
Element aus einem endlichen Koérper vor und wollen entscheiden, ob es zu diesem Element
eine Quadratwurzel gibt. Eine mogliche Verallgemeinerung ist: wir geben uns ein Element
aus einem endlichen Korper vor und wollen entscheiden, ob es zu diesem Element eine n-te
Wurzel gibt. Tatséchlich ist dies genau das, was wir in der Arbeit fiir den Fall n = 4 und
n = 3 machen werden. Diese Idee ist natiirlich nichts Neues. Sie ist vielmehr historisch eine
der ersten Verallgemeinerungen des Quadratischen Reziprozititsgesetzes. Die erste weitrei-
chende Verallgemeinerung gelang Eisenstein mit dem Eisensteinschen Reziprozitédtsgesetz,
welches noch deutlich allgemeinere Aussagen trifft, als ich in dieser Arbeit machen werde.
Er bewies dieses Reziprozitétsgesetz um 1850, aber seit dieser Zeit steht die Entwicklung
allgemeinerer Reziprozititsgesetze keinesfalls still. Weitere Verallgemeinerungen lieferten
auch Furtwéngler und Hasse (vgl. [Has],[Furt]). Und spétestens seitdem Hilbert im Jahre
1900 unter seinen berithmten 23 Problemen der Mathematik auch die Frage nach einer Ver-
allgemeinerung des Reziprozitéitsgesetzes fiir beliebige algebraische Zahlkorper stellte, sind
Reziprozititsgesetze in der Mathematik ein wichtiges Forschungsgebiet. Einen Meilenstein
in der algebraischen Zahlentheorie und auch eine Teillosung des 9. Problems von Hilbert
lieferte Artin. Das Artinsche Reziprozititsgesetz wird wegen seiner Wichtigkeit als der
Hauptsatz der Klassenkorpertheorie tituliert und liefert eine sehr elegante Beschreibung
der endlichen abelschen Korpererweiterungen von algebraischen Zahlkorpern. Auch heute
ist das Thema Reziprozitédtsgesetz noch sehr aktuell. Das Langlands-Programm beschéftigt
sich mit noch allgemeineren Reziprozititsgesetzen die aber grofitenteils noch unbewiesen
sind.

Wir wollen uns aber mit den wohl deutlich einfacheren Reziprozitéitsgesetzen beschéftigen,
wie man sie schon im 19. Jahrhundert beschreiben konnte. Allerdings ist der Ausgangs-
punkt deutlich aktueller. Die Grundlagen fiir diese Arbeit sind Grundverstdndnisse in
algebraischer Zahlentheorie. In der Arbeit werden Begriffe wie algebraische Zahlkorper,
Ganzheitsringe, Galoisgruppen, Primideale und auch speziellere Dinge, wie Frobenius-
automorphismen, Trigheitsindex, Verzweigungsindex und Zerfallungsindex als bekannt
vorausgesetzt. Meine Kenntnisse und grofitenteils alle Notationen im folgenden Kapitel
ziehe ich aus der Vorlesung zur Algebraischen Zahlentheorie I ([Gek]) von E.-U. Gekeler.
Allerdings sind diese Begrifflichkeiten auch in den meisten Lehrbiichern zur algebraischen
Zahlentheorie zu finden. Beispielsweise werden diese Begriffe im Buch von Neukirch ([Neu])
in den ersten Kapiteln erklart. Besonders fiir die Beweise der Reziprozititsgesetze und die
Relationen der Gauflsummen empfehle ich die Biicher von Lemmermeyer ([Lem|; Kapitel
4.5 und 4.6, sowie Kapitel 6 und Kapitel 7) und Ireland, Rosen ([IR]; Kapitel 9). Letzteres



verlangt vom Leser auch weniger Grundkenntnisse in algebraischer Zahlentheorie. Da die
Reziprozitiatsgesetze iiber Kreisteilungskorpern bewiesen werden, empfiehlt sich auch ein
Blick in das Buch von Washington ([Wash]; Kapitel 1, Kapitel 2 und Kapitel 3).

Bevor wir mit den eigentlichen Aussagen anfangen, moéchte ich noch kurz das Vorgehen
erkldren. Wir werden im folgenden Kapitel das Potenzrestsymbol einfiihren und einige
elementare Aussagen fiir dieses beweisen. Dabei versuche ich an elementare Aussagen der
algebraischen Zahlentheorie zu erinnern, wenn wir diese fiir Beweise brauchen. Im Ka-
pitel 3 kommen wir dann auf Gaulsummen, die einen sehr schéonen Zusammenhang zu
speziellen Kummererweiterungen haben. In den Kapiteln 4 und 5 beweisen wir dann das
Kubische und das Biquadratische Reziprozititsgesetz. Nachdem wir einige weitgehend tri-
viale Aussagen iiber die zugrunde liegenden Ganzheitsringe gemacht haben, berechnen wir
die Gaufisummen zu den Potenzrestsymbolen. Im Beweis der Reziprozitéitsgesetze wird die
Wirkung des Frobeniusautomorphismus einer Primzahl auf der Gaufisumme untersucht.
Dies wird der Hauptteil des Beweises sein. Die endgiiltigen Aussagen folgen dann durch
teils mithsame Rechnungen, die leider der Forderung nach Eleganz nicht vollig gerecht wer-
den. Im Buch von Ireland, Rosen wird der Beweis des Biquadratischen Reziprozitétsgesetz
deshalb auch wie folgt beendet: This completes the Proof, a monument to ingenuity and
persistence! ([IR]; S.127)



2 Das n-te Potenzrestsymbol

Bezeichnungen: Wir fiithren zuerst ein paar Bezeichnungen ein, die in der gesamten
Arbeit benutzt werden.

e N=1{1,2,3,...}
e K = algebraischer Zahlkorper

e K = algebraischer Abschluss von K

Ok = Ganzheitsring von K

Gal(L|K) =Galoisgruppe der Korpererweiterung L|K

P = Menge der positiven Primzahlen = {2,3,5,...}

alb heifit a teilt b
¢ K* = multiplikative Gruppe von K
e [, = Isomorphieklasse des endlichen Korpers mit ¢ = p! Elementen

Vorbemerkung: Im ganzen Kapitel sei K ein algebraischer Zahlenkorper, w,, eine primi-
tive n-te Einheitswurzel, wobei n € N eine natiirliche Zahl ist. Im Folgenden sei p C O
ein ganzes Primideal mit p { nOg und wir setzen voraus w,, € K.

Proposition 2.1. Sei u, die Menge der n-ten Einheitswurzeln in O . Dann definiert

L (OK/pOK)*
G > Ca mOdp:Cn(p)

etnen injektiven Gruppenhomomorphismus. Wir kénnen also die n-ten Einheitswurzeln in
Ok eineindeutig mit den n-ten Finheitswurzeln in O /pOy identifizieren.

Beweis: Dass die Abbildung wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus ist, ist klar.
Wir zeigen nur die Injektivitdt. Fiir diese reicht es zu zeigen, dass w, (ein Erzeuger von
pin) in O /pOf auch eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Sei also & € N und w® = 1(p)
bzw. 1 — wk = 0(p). Betrachte weiter

X" 1 n—1 .
=0
Dann ist
n—1 n—1
FX) =) X' =[x -w),
i=0 i=1
da jede n-te Einheitswurzel auer 1 Nullstelle von f(X) ist. Somit ergibt sich
n—1 .
[0 - =r() =n.
i=1
Dies zeigt, dass 1 — w* # 0(p) fiir k¥ < n, da sonst p | nOf gelten miisste. O



Definition/Proposition 2.2. Sei a C O ein ganzes Ideal. Wir definieren die Absolut-
norm von a mit

N(a) = #(OK/QOK) < Q.

Seien jetzt a und b zwei ganze Ideale; dann ist
N(ab) = N (a)N(b).

Beweis: Sei a = [[7_; p;® die eindeutige Primfaktorzerlegung von a. Wir wollen zeigen,
dass

N(a) = T[N ()"
=1

gilt. Dies impliziert direkt die Behauptung. Nach dem chinesischen Restsatz ist

OK/aOK = H OK/PieiOIO

=1

und es reicht zu zeigen, dass A/ (p®) = N (p)® fiir Primideale p gilt. Betrachte dazu p’/p‘*+!
mit i € N. Die Gruppe p’/p*™! bildet einen Ok /pOx Vektorraum der Dimension 1. Ins-
besondere ist jede Restklasse eines a € p’ — pt! ein Erzeuger des Vektorraums. Dies
zeigt o
p'/p' 2= Ok /pOK
und folglich
e—1

N(p°) = #(0k /p°Ox) = [ #(3'Ox /p"' Ok) = #(Ok /pOK)* = N (p)°.

i=0
O

Korollar 2.3. Ist p ein Primideal von O tber dem Primideal in Z, das von p € P erzeugt
wird, so ist N'(p) = pf, wobei f der Trigheitsindex von p iber p ist.

Beweis: Dies ist klar, da Ox /pOx gerade die Kérpererweiterung von F), = Z/pZ vom Grad
f ist. O

Bemerkungen 2.4. Sei K ein beliebiger Zahlkérper mit Ganzheitsring Ok und L eine
endliche Erweiterung von K mit Ganzheitsring Or. Da L|K separabel ist, gilt

o [L:Klsep =#{0: L — K|o ist K — Einbettung von L in K} = [L : K].

e Sei Aut(L|K) := {0 : L — Klo ist K — Einbettung von L in K}. Dann ist die
Relativnorm definiert durch

NE:L - K,z+—s H o(x).
o€ Aut(L|K)

Eine andere (dquivalente) Moglichkeit die Relativnorm eines x € L zu definieren, ist
als Determinante der K-linearen Abbildung m,, wobei

mg: L — L,a— za.



e Die Idealnorm eines Primideals q C Oy, iiber einem Primideal p C O mit Trégheitsindex
J = fqp wird definiert als

Ni(a) =p’.
Die Idealnorm wird auf beliebige gebrochene Ideale in L durch ihre Primidealzerle-
gung und vollstéandige Multiplikativitét fortgesetzt.

e In dieser Situation sei jetzt a = (a), das von a € L erzeugte Hauptideal. Dann stimmt
die Idealnorm von a mit dem Ideal, das von der Relativnhorm von a erzeugt wird,
iiberein. Es gilt also

Ni(a) = (Ng(a)).

Korollar 2.5. Sei nun zusdtzlich Ok ein Hauptidealring und Néf die Relativnorm von K
iber Q. Ist dann a = (a), so gilt

ING (a)] = N (a).

Beweis: Wegen der Multiplikativitdt beider Normen, reicht es, dies fiir Primideale p zu
zeigen. Sei also p = (7) ein Primideal iiber p € P mit Trigheitsindex f, so ist N'(p) = p/.
Weiter ist Néf (m)Ok = Néf (p) = (p)!, wobei letzteres die Idealnorm von K iiber Q ist.
Dies zeigt, dass Ng (7) ein Erzeuger von (p)f ist, was aber bedeutet, dass |N6 (m)| = p!
sein muss. U

Bemerkung 2.6. Das vorangegangene Korollar gilt nicht nur fiir Hauptidealringe, son-
dern auch fiir beliebige Hauptideale in Ganzheitsringen. Wir bené6tigen in dieser Arbeit
aber nur diese schwéchere Version, da die Ganzheitsringe, die wir spéter betrachten, Haupt-
idealringe sind. Um die allgemeinere Aussage zu beweisen, benttigt man die Lokalisierung
eines Ganzheitsrings, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht bendtigt wird. Deshalb
mochte ich auf den Beweis der allgemeineren Aussage verzichten.

Korollar 2.7. Ist a ein ganzes Ideal von Ok, welches teilerfremd zu nOfg ist, so gilt
n|N(a)—1. Ist a=T[;_, pi die eindeutige Zerlegung, so ist

n

N(a)—1 _ ieiM(mod n).
i=1 "

Beweis: Vermoge der injektiven Abbildung von u,, — (Ok /pOxk)* gilt bereits n | N'(p)—1
fiir Primideale p. Sind p und q mit n | N'(p) — 1 sowie n | N'(q) — 1 nicht notwendigerweise
Primideale, so gilt auch

N (p) = DN (a) = 1) = N(pa) = N(q) = N(p) + 1 = 0(mod n*),

insbesondere ist also

Na) =1 Nlp) =1 _ Npg) —1

dn).
p - . (mod n)

Mehrfaches Anwenden dieser Identitit zeigt die Behauptung. O



Definition 2.8. Ist a € Ox und « teilerfremd zu p, so definieren wir mit den gleichen
Bezeichnungen wie vorher das n-te Potenzrestsymbol durch die eindeutige n-te Einheits-

wurzel, die die Kongruenz
(6] (6] N(p)—1
— =(—)=a » (p
(5), = () ="

erfillt. Sind o« und p nicht teilerfremd, so setzen wir (%) =0.

Proposition 2.9. Das n-te Potenzrestsymbol erfiillt folgende Relationen
(i) a=Bm) = (2) = (2).

(ii) (%) = 1< « ist n-ter Potenzrest,

o (2)=)(2)
Beweis:

(i) Dies ist direkt wegen der Definition des Symbols klar.

(i) “«<=:
Sei a n-ter Potenzrest, d.h. es gibt ein v € O, sodass a« = 7" (p). Es ist dann

<<:> _ (1) = VO () = 1(p).

Wegen der letzten Kongruenz ist dann auch

5)-

‘="
Sei jetzt
)
p
d.h. Nt
a » =1(p).

Da (OK/]JOK)* = F;f

zyklischen Erzeuger v von (Ok /pOk)
Weiter ist dann

mit p | p und Trigheitsindex f zyklisch ist, gibt es einen

*

und eine natiirliche Zahl k& mit v* = a(p).

kN(';)_l

= 1(p),

ist, muss n | k gelten. Somit ist

v

*

und da «y ein Erzeuger von (O /pOk)

n-ter Potenzrest modulo p.

Lo . N(p)—1 NEp)—-1 N(p)-1
(iii) Dies ist wieder klar, wegen (o)™ »  =a n n

(p)- O



Definition/Korollar 2.10. Ist a ein ganzes zu nOg teilerfremdes Ideal in O und

s

e

a= le Y
=1

so definieren wir

Dieses Symbol erfiillt
W (%) =)(2)
(i) (&) = (%) (%)
(iii) (g) ¢ VC € i

Beweis:

(i),(ii) Diese Relationen sind durch obige Proposition und durch die Definition direkt klar.

(iii) Wegen der Definition des n-ten Potenzrestsymbols ist

£ _ N(P;;)*l .
<pi> =(C » (p),
() _ N(p;)—l
(F‘i ¢ '

(C) — CZleeimpﬁl)fl — CN(?L)_I

a

also sogar

Dies zeigt aber, dass

)

da das Resultat nur von der Restklasse des Exponenten modulo n abhidngt und da
Nt = s | e N0 () g, O

n

Bemerkung 2.11. Sei jetzt K|Q galoissch mit Galoisgruppe G und p C O ein ganzes
Primideal mit p|p.Man definiert die Zerlegungsgruppe

Z(p) = {o € Glo(p) = p}
und die Tragheitsgruppe durch
T(p) = {0 € Glo(z) = a(p), ¥z € Ok }.

Ist q ein weiteres Ideal iiber p, so sind die jeweiligen Gruppen Z(q) bzw. T'(q) zu den
Gruppen Z(p) bzw. T(p) konjugiert. Die zu den Gruppen gehérenden Fixkorper KZ®) und
KT®) heiBen Zerlegungskorper bzw. Trigheitskorper. Wir definieren dazu die Primideale
t:=pNOgze und s := pN Ogre . In dieser Situation ist p|s vollverzweigt und s|v tréige.
Es ist also

K : KT(p)] = #T(p) = €pls = € mathfrakplp = €

10



der Verweigungsindex und da die Tragheitsgruppe normal in der Zerlegungsgruppe liegt
ist

(K0 K20 = 4(Z(p) /T()) = fape = fopp = [
der Trégheitsindex von p|p. Dabei ist der Triigheitsindex definiert durch

fop = K (p) : K(p)]

und der Verzweigungsindex ey, ist die maximale Potenz, in der p in der Primfaktorzerle-
gung von pOy auftritt. Beachte dabei, dass der Tragheitsindex und der Verzweigungsindex
nicht von dem Primideal p iiber p abhéngt. Dies liegt daran, dass die Erweiterung galoissch
ist. Die zugehorigen endlichen Kérper sind

K(p) = OK/pOK,K(ﬁ) = OKT(p)/ﬁOKT(p),K(t) = OKZ(p)/tOKZ(p) und K(p) = Z/pZ

Da die einzelnen Kérper K (p), K(s), K(t)und K (p) endliche Kérper sind, sind die jewei-
ligen Erweiterungen galoissch und es gilt sogar

Z(p)/T(p) = Gal(K(s)|K(v)) = Gal(K(p)|K(p)),

wobei die letzte Isomorphie gilt, da t|p und p|s Trégheitsindex 1 haben und die jeweiligen
Restkorper somit isomorph sind. Ist nun p | p unverzweigt, dann ist 7'(p) trivial und
Z(p)/T(p) = Z(p). Durch den Isomorphismus

Z(p)/T(p) = Z(p) = Gal(K(p)| K (p))

existiert dann ein Frobeniusautomorphismus ¢, in G. Dieser Automorphismus ist durch
die Kongruenz
ep(x) = 2"(p), Vo € Ok

wohlbestimmt. Der Zerlegungsindex g = g, ist die Anzahl der Primideale {iber p. Es gilt
in diesem Kontext

e f-g=[K:Q]

K(p) p Ok K
e

K (s) s — Ogrey —, KTK)
/

K(v) t—— Ogzp —— KZ0)
g

K(p) (p) Z Q

11



Ist jetzt G abelsch, so ist die Konjugation trivial und die Gruppen Z(p) =: Z(p) und
T(p) =: T'(p) hingen nicht von den Primidealen iiber p ab, sondern nur von der Primzahl p
selbst. Gleiches gilt fiir den Frobeniusautomorphismus. Wir betrachten jetzt noch spezieller
K = Q(wy,); dann ist auch der Ganzheitsring O = Z[w,]. Die Galoisgruppe ist

G = (Z/nZ)*.
Der Isomorphismus ist durch

(Z/nZ2)* — G
a — og

gegeben, wobei die Kérperautomorphismen o, durch o,(wy,) = w? definiert sind. Eine
Primzahl p ist jetzt genau dann verzweigt, wenn p | n gilt. Dementsprechend existiert ein
Frobeniusautomorphismus zu einer Primzahl p genau dann, wenn p t n. Der zugehorige
Frobeniusautomorphismus ist dann einfach ¢, = o,. Da jetzt der Frobeniusautomorphis-
mus zu einer Primzahl p die primitive Einheitswurzel in die p-te Potenz setzt, hédngt die
Wirkung des Frobeniusautomorphismus nur von der Restklasse der Primzahl p modulo n
ab. Insbesondere ist ¢, = 1 genau dann der triviale Automorphismus, wenn p = 1(n).
Und da dann auch f = #Z(p) =1 gilt, ist p vollstiandig zerfallend.

Korollar 2.12. Betrachte Q(w,)|L|Q mit p = 1(n), [L : Q] = n und ¢ # p € P eine
Primzahl. Dann gilt:

q ist n-ter Potenzrest modulo p < q zerfillt vollstindig in L < n | g
Dabei ist g = g4 der Zerfillungsindex von q in Q(wp).

Beweis: Es gilt ¢ ist genau dann n-ter Potenzrest modulo p, wenn qpv;Ll = 1(p). Das
Frobeniuselement ¢, existiert in G = Gal(Q(wp)|Q), da p und ¢ teilerfremd sind. Ist
dann f = f, der Trégheitsindex von ¢ in der Erweiterung, so gilt f ist minimal mit der
Eigenschaft, dass 90{; = 1. Das heifit aber f ist minimal mit der Eigenschaft ¢f = 1(p).
Aus dieser Uberlegung folgt:

1 -1
& n\p
f
Da g unverzweigt ist, gilt zudem % = g. Dies zeigt also n|g. Da die Galoisgruppe

Gal(Q(wp)|Q) = (Z/pZ)"

q ist n-ter Potenzrest modulo p < f]p —
n

zyklisch ist, gibt es genau eine Untergruppe der Ordnung pn;I. Das bedeutet, es gibt genau
einen Korper L mit [L : Q] = n. Die Tatsache, dass n den Zerlegungsindex g teilt, ist damit
gleichbedeutend, dass ¢ in L vollstéandig zerlegt ist. Dies folgt aus der Multiplikativitét
der Tréagheits-, Verzweigungs- und Zerlegungsindizes in Koérpertiirmen. u

Korollar 2.13 (Quadratisches Reziprozitiatsgesetz). Wir betrachten den Fall n = 2 und
K =Q. Das Quadratische Symbol fiir a € Z wird durch

()= ().

12



definiert, wobei 2 # p € P der eindeutige positive Erzeuger des Primideals (p) ist. Sind
jetzt p und q Primzahlen mit p # q # 2, so gilt

(£)-c 2).

Beweis: Betrachte wieder die Kérper Q(wy)|L|Q, wobei L der wohlbestimmte quadratische
Korper in dieser Erweiterung ist. Da nur die Primzahl p selbst verzweigt, darf auch in L nur
p verzweigen. Um die wohlbestimmte quadratische Teilerweiterung L zu finden, miissen
wir also die wohlbestimmte quadratische Erweiterung von Q finden, die nur genau in p
verzweigt ist. Diese geben wir einfach an. Ist p = 1(4), so ist ein Minimalpolynom des
Gangzheitsrings Op,

(X—F;/ﬁ) <X—1+2\/ﬁ):x2—x+ip.

Man beachte, dass % eine ganze Zahl ist. Die Diskriminante dieses Polynoms ist gerade

p also nur verzweigt in p. Dies zeigt, dass L = Q(,/p) und O, = Z[172‘/§]. Ist p = 3(4), so
ist ein Minimalpolynom von O,

(XH_TD) <XH;/_7P>:X2X+1IP

2

mit Diskriminante —p. Wieder ist # eine ganze Zahl. Dies zeigt, dass L = Q(/—p) und
O = Z[l_Qﬂ]. Insgesamt haben wir also L = Q( (—1)%;0). Es gilt jetzt:

(o) -

q zerfillt vollstindig in L <

_ 5
(—1)pTlp ist ein Quadrat modulo ¢ < (()2p> =1

Da das Quadratische Symbol nur zwei Werte annimmt ist dann
(%) <<1>p> -y (7)),
p q q

Bemerkung 2.14. Um mogliche Beweise fiir andere Reziprozititsgesetze zu finden, neh-
men wir uns wieder eine natiirliche Zahl n, und betrachten die Erweiterungen Q(w,)|Q,
Q(wp)|Q mit einer Primzahl p { n und p = 1(n). Da die Primzahl p in Q(w,) vollverzweigt
und in Q(wy), wegen p { n, unverzweigt bleibt, sind Q(wp) und Q(wy,) linear disjunkt.
Deshalb ist insbesondere Q(wy,)Q(wp) = Q(wnp). Wegen n|p — 1 gibt es wohlbestimmte
Teilkorper L, L mit

0

Q(wp)|L|Q und @(wnp)‘ﬂ(@(wn)

sowie

[L:Qwn)] =[L:Q] =n.

13



e
e~

Qwp) —— Q

Da jetzt die Galoisgruppen der Erweiterungen Q(wy)|Q bzw. Q(wnyp)|Q(wr) zyklisch sind,
miissen auch die Teilerweiterungen L|Q bzw. L|Q(wn) zyklisch sein. Die Erweiterung
L|Q(wy,) ist folglich eine Kummererweiterung. Es gibt also ein p € Q(wy,), sodass

L = Q(wn)(/n)-

Sei jetzt p # g € P mit ¢ = 1(n) und q|g ein Primideal in Q(w,). Dann gilt g zerfillt in
L vollstdndig genau dann, wenn ¢ in L vollstindig zerfillt. Denn wegen der Bedingung
g = 1(n) ist g vollstiandig zerlegt in Q(wy,)|Q. Das heifit der Zerlegungskorper von ¢ in der
Erweiterung Q(wy,)|Q ist Q(wy). Der Zerlegungskérper von ¢ in Q(wy,)|Q setzt sich aus
dem Zerlegungskorper von ¢ in Q(w,)|Q und aus dem Zerlegungskorper von ¢ in Q(wy,)|Q
zusammen. Dies ist eine direkte Folgerung aus der Tatsache, dass alle Teilkérper von
Q(wp)|Q und Q(wy,)|Q linear disjunkt sind und, dass sich Zerlegungsindizes multiplikativ
in Kérpertiirmen verhalten. Folglich ist der Zerlegungskorper von g in Q(wy,)|Q gleich dem
Zerlegungskorper von ¢ in Q(wpp)|Q(wy,). Dies ist gleichbedeutend dazu, dass die Zerle-
gungsgruppen Z(q) und Z(q), der Galoisgruppen Gal(Q(wnp)|Q(wy)) und Gal(Q(wy)|Q),
isomorph sind. Weiter gilt, ein Element in q zerfillt in L genau dann, wenn 1 ein n-ter
Potenzrest modulo q ist. Wir kénnen also schreiben:

q ist n-ter Potenzrest modulo p < <;L> =1

Dies verallgemeinert einen Beweis des Quadratischen Reziprozitdtsgesetzes, liefert aber
kein vergleichbares Reziprozitétsgesetz fiir n-te Potenzreste. Die Probleme sind dabei, dass
(1) natiirlich eine Primfaktorzerlegung hat, die von allen Primidealen iiber p abhéngt und
vorallem, dass das Potenzrestsymbol mehr als zwei Werte annimmt.
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3 Charaktere, Gauflsummen und Jacobisummen

Definition/Proposition 3.1. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Ein Charakter y ist
eine Gruppenhomomorphismus

x:G— C".

Die Menge aller Charaktere X¢q bildet eine Gruppe mit punktweiser Multiplikation. Es gilt
Xg =2 G als Gruppen.

Beweis: Dass X eine Gruppe bildet ist klar! Es bleibt also die Isomorphie der beiden
Gruppen zu zeigen. Nach dem Hauptsatz endlicher abelscher Gruppen, ldsst sich G als
direktes Produkt zyklischer Gruppen beschreiben. Ein Charakter auf G ist jetzt einfach
als Produkt der Charaktere der zyklischen Komponenten von G gegeben. Es reicht also,
die Behauptung nur fiir zyklische Gruppen zu zeigen. Wir nehmen also an G sei zyklisch
mit Erzeuger g und #G = n. Fiir ein beliebiges Element x € X¢g gilt 1 = x(¢9") = x(9)"
dies zeigt also x(g) ist eine n-te Einheitswurzel. Wir definieren x,, durch x,(g) = wy,, mit
einer primitive Einheitswurzel w,. Desweiteren setzen wir x,, auf beliebigen h = ¢* durch
xXn(h) = Xn(9)* = wk fort. Dann definiert y,, einen Charakter auf G. Da w, eine primitive
Einheitswurzel ist, erzeugt x, eine zyklische Untergruppe von X der Ordnung n. Wegen
der Zyklizitdt von G ist ein Charakter schon durch das Bild von g festgelegt. Wir wissen
bereits, dass fiir ein x € X¢g x(¢g) eine n-te Einheitswurzel sein muss. Von denen gibt es
aber nur n viele, also ist auch #X(G) < n. Somit haben wir gezeigt, dass X(G) eine
zyklische Gruppe der Ordnung n ist. Aus diesem Grund sind G und X (G) zwangsléufig
isomorph. ]

Korollar 3.2. Sei G eine endliche abelsche Gruppe mit #G = n. Wir bezeichnen mit 1¢g
die Fins in G und mit 1x, die Eins in Xq, so gelten

#G, falls x = 1x,,
0, sonst.

(i) > gec x(9) = {

#G, falls g = 1g,
0, sonst.

(1) 3 yexs x(9) = {

(i) x(g) € pn,Yg € G¥x € Xg.
Beweis:
(i) Ist x = lx,, so ist die Aussage klar. Ist x # 1, so gibt es ein @ € G mit x(a) # 1.

Dann ist
> x(9) =D x(ag) = x(a) > x(9),

geG geG geG
was nur sein kann, wenn . x(g) = 0 ist.
(i) Is

t g = 1g, so ist die Aussage wieder klar. Ist ¢ # 1, so gibt es ein ¥ € Xg mit
¥(g)

= 1. Dies folgt aus der Isomorphie der beiden Gruppen. Weiter ist wieder

> xlg) =D vxte) =v(9) Y x(9),

X€EXa XEXa XE€EXa

woraus wieder folgt, dass > v x(g) = 0.
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(iii) Ist g € G, so gilt g" = 1. Deshalb ist x(g)" = 1, also x(g) € pin. d

Bemerkung 3.3. Wir betrachtet ab jetzt spezielle abelsche Gruppen. Dazu sei K ein
algebraischer Zahlkorper, der die n-ten Einheitswurzeln beinhaltet. Weiter sei p C Ok ein
Primideal iiber einer Primzahl p € P mit Tragheitsindex f. Dann ist

Ok /9O = F,;

eine Korpererweiterung von F, mit ¢ := p/ Elementen. Ist G = Gal(F,|F,), so wird die
Spur von [Fy|F,, definiert durch

Tr:F, — T,

x — Tr(z)= Z o(x).

oeG

Die Spur ist offensichtlich [Fj-linear. Ist weiter x ein Charakter von [y, so setzen wir diesen
auf F, durch x(0) = 0 fort.

Definition 3.4. In dieser Situation definieren wir

(i) die Abbildung

p:F, — C*
t — ng(t),

die einen additiven Charakter der Gruppe Iy definiert und anschlieffend

(i) mit einem multiplikativen Charakter x die Gaufisumme

Ga(x) == D _ x(t)y(at).

teF,

Definition 3.5. Sind x1 und x2 multiplikative Charakter von IFq, so wird die Jacobisumme
J(x1, x2) definiert durch

T(xtx2) == > xa(t)xa(l — 1),

teF,

Proposition 3.6. Seien jetzt 1 # x = x1 und x2 Charaktere der Ordnung k | n, d.h
insbesondere X7 = x5 = 1. Weiter setzen wir voraus x1x2 # 1. Dann gelten

1. J(Xl,XQ) - J(X?)Xl))
J(x1,x2) € Z[wy],

Ga(Xx) € Zlwn, w;DL

Ga(x) = x(a™HG(x),
G(x1)
x(-1)G

S o e

G(x2) = G(x1x2)J (x1, X2);
(X" =G,
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GX)G(x™) = x(-1)qg,
G(x)G(x) =

wobei G(x) = (X)

Beweis:

1.
2.
3.

Dies folgt aus der Tatsache, dass ¢ — 1 — t bijektiv I, nach F, abbildet.
Dies ist wegen x1(a), x2(a) € Z]wy],Va € F, klar.

Es gilt x(a) € Z[wy] und ¥ (a) € Z]w,) fir alle a € F, und deshalb ist die Behauptung
klar.

. Wir wissen Go(x) = — Ztqu X(t)Y(at). Lassen wir die Summe anstatt iiber ¢ iiber

u = ot laufen, so wird
Ga(x) = = > x(tv(at) = = Y x(a  u)i(u)
teF, u€ly

und es folgt

. Es gilt

= > > xa(@xa®e(@)p®) = > > xala)xa(b)d(a+b).

a€F, beF, a€F, beF,

Wir setzen jetzt ¢ = a + b und summieren iiber ¢ und a, dies &ndert nur etwas an
der Summationsreihenfolge, aber nichts am Ergebnis. Es ist also

2)=>_ > xi@x20)yla+b)=> > xi(a)xalc— a)v(c).
a€lF4 beF, acly celfy

Die Summation iiber ¢ spalten wir auf in ¢ = 0 und ¢ # 0. Also wird G(x1)G(x2) =
A + B, wobei wir

A= Z Z x1(a)x2(c—a)y(c) und B = Z x1(a)x2(—a
a€lFy 0#celF, a€lFq

setzen. Wir behandeln nun beide Ausdriicke getrennt. Ist ¢ = 0, so ist die Zuordnung
t — ct bijektiv in F, und wir kénnen a = ct setzen und anstatt iiber a {iiber ¢
summieren. Dies gibt

A = Z Z xt(a)x2(c —a)y(c)

a€lFy 0#£celF,

- T el — e

telF, 0#£celF,

= Z Z x1(c)xa(e)x1(t)x2(1 —t)¥(c)

teF, 0#£cely

= |- Z x1(t)x2(1 —1t) - Z x1(e)xz(c)y(c)

tel, 0#£celF,
= J(x1,x2)G(x1x2)-
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Fiir den Ausdruck B erhalten wir

B=Y xi(a)xa(-a) = x2(-1) Y (xix2)(a) = 0,

a€ly a€lq

wobei die letzte Gleichheit wegen x1x2 # 1 gilt. Letztendlich also
G(x1)G(x2) = A= J(x1,x2)G(x1x2)-

. Durch einfaches Umformen erhalten wir

= x(-DG(Kx.
Dabei wurde ausgenutzt, dass x(—1) € {£1} und Y = x ! gilt.

. Zuerst halten wir fest, dass die Zerlegung von G(x1)G(x2) = A + B nicht von der
Eigenschaft y1x2 # 1 Gebrauch gemacht hat. Dementsprechend miissen wir nur die
Summanden A und B neu bestimmen, fiir die G(x)G(x~ ') = A+ B gilt. Es ist

B=Y x(a)x '(—a) =x(-1) Y (xx ")(a) = x(-1)(g - 1),

a€clFy aclF,

da der Summand fiir a = 0 wegfillt. Bei der Betrachtung von A spielte die Bedingung
X1x2 # 1 auch keine Rolle. Wir brauchen also nur die Ausdriicke

= > w(@und =Y x(tx (1 -1)
0#ceF, telFy

betrachten. Wir erhalten

da

=Y W) =0

cely

ist. Fiir den anderen Ausdruck halten wir zuerst fest, dass fiir ¢t # 1, die Gleichheit
x 11 —1t) = x((1 —t)71) gilt, wodurch wir

= Xt - == Y Xt -7h

teF, teF,—{1}
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erhalten. Der Summand mit ¢t = 1 verschwindet ohnehin. Setzen wir nun
u=1t(1—1t)"1
so erhalten wir durch Umformen:
u=t(l—-t) 'ou—ut=tet=ul+u)"

Dies zeigt, die Abbildung ¢ + (1 — ¢)~! bildet F, — {1} bijektiv auf F, — {—1} ab.
Es folgt also

= D xt@=-"H== > x(u)=x(-1).

teF,—{1} ueF,—{—1}

Wir folgern die Behauptung, denn
G)G(x ") = A+ B =x(-1)(g — 1) + x(~1) = x(~1)g.

8. Dies ist eine leichte Folgerung:

GG EX(-1)GG(K Y &g
]

Korollar 3.7. Sei jetzt x ein Charakter n-ter Ordnung, d.h. X" = 1, aber x* # 1 fir
k<n-—1. Es gilt dann

k—1
Gk = G H JOx:xY), firallel <k<mn-—1
i=1
und L
GOx)" =x(-Dg [T 706 X") € Zlwn].
i=1

Beweis: Wir zeigen die erste Aussage per Induktion.

L.A. Fiir £ =1 ist die Behauptung klar.

LV. Sei die Behauptung fiir £k — 1 mit 2 < k < n — 1 gezeigt.

L1.S. Wir machen den Induktionsschritt von k — 1 ~» k. Wir erhalten

k—2
G(O)" = GG = GoOGOH TT 70 x)-

i=1

Nun nutzen wir die Relation 5. aus vorhergegangener Proposition aus. Es gilt dann ndmlich

GG ) = G(X") T (. x* ),

da xx*~! = x* # 1. Setzen wir dies ein, so ergibt sich
k—2 ' k—2 A k—1 A
GOOGOE N T 706 x) = GOHT0aX D T 706 x) = GO0 T 706 x)-
i=1 i=1 i=1
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Dies zeigt die erste Gleichung. Die zweite Gleichung ist eine direkte Folgerung, denn

G)" = GG

n—2

= GG M T 706x)
i=1
n—2

= GG [T 706x)
=1

n—2
= x(-Dg ] 706 xY.
=1

Bei der letzten Gleicheit wird 7. aus der vorangegangenen Proposition verwendet. ([l

Bemerkung 3.8. Wenn wir den trivialen Charakter der multiplikativen Gruppe Fy, x =
1, benutzen, macht es meist Sinn, auch diesen durch x(0) = 0 fortzusetzen. Wir sind
im weiteren Vorgehen allerdings nicht wirklich an diesem Charakter interessiert, weshalb
dieser Spezialfall aufler Acht gelassen worden ist. Charaktere der Ordnung n sind gerade
deshalb interessant, da das n-te Potenzrestsymbol einen solchen definiert. Sei nun K wieder
ein algebraischer Zahlkorper, der die n-ten Einheitswurzeln enthélt und weiter p C Og
wieder ein Primideal. Wir fassen Ok /pOk = F, auf mit ¢ = p/ und p € P. Wir definieren

dann o e
)= (2) =™ .

Dies ist offensichtlich ein multiplikativer Charakter von F,. Durch die eindeutige Identi-
fizierung der n-ten Einheitswurzeln in Fy, und K kénnen wir x auch durch die Kongru-
enz rechts auffassen. Insbesondere zeigt es, dass x™ = 1 ist und somit y eine Ordnung
k | n hat. Der Charakter x hat aber auch exakt die Ordnung n, da fiir einen Erzeuger
v der Gruppe Fj die Zahl X(7) eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Es gelten fiir x
also die vorangegangenen Aussagen iiber Charaktere. Speziell betrachten wir jetzt wieder
K = Q(wy,) und das folgende Diagramm mit einer Primzahl p = 1(n) mit p | p. Dabei
sind L, L die wohlbestimmten Teilkérper der Erweiterungen Q(w,)|Q bzw. Q(wnp)|Q(w,
mit [L: Q] = [L : Q] = n.

Q(wnp) — Q(wp)

N?
—
h?
[y

Q(Wn) E— Q
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Die Zahl G(x) € Z]wpy| erzeugt eine Kummererweiterung von Q(wy,), da eben G(x)" €
Zlwy] gilt. Aus gleichem Grund gilt auch, dass Q(wn,G(x)) eine Teilerweiterung von
L|Q(wy,) ist. Ist jetzt

0 € Gal(Q(wnp)|Qwn)) —> (Z/pZ)*

zugehorig zu einem a € (Z/pZ)*, sodass o4(wp) = wy. Dann gilt

0a(G(X)) = ga(= Y x(OP(1) = = Y x(B)oa(¥(t)) = = Y x(B)(at) = Gal(x)-

teF, teF, teF,

Wir wissen Gq(x) = x(a)G(x). Insbesondere ist 0,(G(x)) = G(x) genau dann, wenn a ein
n-ter Potenzrest ist. Dies zeigt, dass G(x) im Fixkorper der % elementigen Untergruppe
von (Z/pZ)* ist und diesen sogar erzeugt. Es ist also L = mathbbQ(wy,G(x)). Wie
schon erwéhnt, liefert dies leider kein Reziprozitédtsgesetz. Die Gauflsumme ist dennoch
von enormer Bedeutung fiir den Beweis hoherer Reziprozitétsgesetze.

Proposition 3.9. Sei K ein algebraischer Zahlkdrper und p C Ok ein Primideal. Setzen
wir Ok /pOx = K(p), so gilt mit 1 <k < N(p)—1

e [0, fir1<k<N(p) -2,
2 = {—1(*’)7 fiir k= N(p) — 1.

a€K(p)

Beweis: Wegen

GNE)-1 = 1(p) und N(p) — 1 = —1(p)

ist der Fall &k = N (p) — 1 direkt klar. Ist 1 < k& < N(p) — 2, so gibt es ein b € K(p) mit
b* # 1(p). Es gilt dann

p—1
b Z at = Z (ab)k = Z ak(p).
acK(p) acK(p) a€K(p)
Dies zeigt
Z a® = 0(p).
acK(p)

0

Korollar 3.10. Sei K ein algebraischer Zahlkérper, der die n-ten Finheitswurzeln bein-
haltet und p C Ok ein Primideal. Das n-te Potenzrestsymbol

=G

definiert einen multiplikativen Charakter der Ordnung n auf K (p)*, wobei K (p) = Ok /pOx
wie vorher ist. Seien 1 < a,b mit (a,p) = (b,p) =1 und a+b <n—1, so ist

J(x*x") = 0(p).
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Beweis: Dass x einen multiplikativen Charakter von K (p) der Ordnung n definiert, haben
wir bereits festgestellt. Wir berechnen also die Jacobisumme

T == D xMea-t=— >

te K (p) teK (p)

b/\f(;’an)fl

—1) (p)-

Es ist weiter

und deshalb

b N1
Np)=1 b—"—
) = - X et s (T )(—nkt’%p)
teK (p) k=0
N(p)—1
Y bM e NNOEN
= _ Z l: t (p).
k=0 teK(p)
N(p) 1

Wegen 1 < g=—*—

kb < ML 4 p ML = (g 4 p) ML < A(p) — 2 st dann

Z D L 0(p) also auch J(x% x*) = 0(p).
teK (p)

O

Bemerkung 3.11. Wihrend in den anderen Formeln fiir die Gaufl- und Jacobisummen
der Kérper nur als Isomorphieklasse I, bendtigt wurde, wird in den letzten Formeln der
Kérper in der bestimmten Form K (p) benutzt. Dies liegt daran, dass in dem Korper
wirklich die Kongruenz mod p wichtig ist. Es zeigt nédmlich die wichtige Eigenschaft, dass
das Ideal, welches von der Jacobisumme erzeugt wird, durch das Ideal p teilbar ist und
nicht zwangsléufig auch durch andere Primideale iiber p. Wegen

G(x) qHJx, ) € Zjwy),

erhalten wir zudem, dass p(/9t7=2) | (G(x)"), wobei f der Triigheitsindex und g der
Verzweigungsindex von p ist.
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4 Das Kubische Reziprozititsgesetz

Bemerkung 4.1. Es sei ab jetzt w := w3 eine (primitive) dritte Einheitswurzel. Das
zugehorige Minimalpolynom ist X2 + X + 1, d.h w erfiillt w? 4+ w + 1 = 0. Wir betrachten
den zugehorigen algebraischen Zahlkérper Q(w) und dessen Ganzheitsring Z[w]. Da das
Minimalpolynom Grad 2 hat, ist dies eine Erweiterung vom Grad 2 iiber Q und wir
kénnen jedes z € Z[w] durch z = a + bw, mit a,b € Z, darstellen. Die Galoisgruppe dieser
Erweiterung ist isomorph zu (Z/37Z)* und das nicht triviale Element in der Galoisgruppe
ist o9, wobei dieses definiert ist durch o2(w) = w?. Da Q(w)|Q eine komplexe Erweiterung
vom Grad 2 ist, ist oo als komplexe Konjugation zu verstehen. Die Relativnorm N(z) :=

Ng(w)(z) = zZ ist positiv. Und weiter gilt
N(z) = (a + bw)(a + bw?) = a® — ab + b*.

Da Z|w] zusétzlich ein Hauptidealring ist, lidsst sich fiir ein Ideal 3 = (z) die Relativnorm
und die Absolutnorm gleichsetzen. Es gilt also

N((2)) = N(z).
Wir wissen auch bereits, dass jedes Primideal # (3) unverzweigt ist. Fiir das von 3 erzeugte
Ideal in Z|w] gilt

(3) = (1 —w))*

Im Folgenden werden wir das kubische Reziprozitidtsgesetz herleiten. Der erste Schritt den
wir machen ist einen bestimmten Erzeuger aus den Primidealen auszuwéhlen.

Definition/Proposition 4.2. Ein z = a + bw € Z[w] mit N(z) #Z 0(3) heifit primdr,
wenn z = +£1(3). Dies ist dquivalent dazu, dass a = +1(3) und b = 0(3). Des weiteren
erfillt fir ein beliebiges z € Z|w] mit N(z) # 0(3) genau eine Zahl

z € {z,—z,wz, —wz,w?z, —w?z}
eine der Kongruenzen © = 1(3) oder x = —1(3) und dann genau eine dieser Kongruenzen.

Beweis: Da 3 in Z liegt und deshalb genau die Koeffizienten der Z-Basisvektoren 1 und w
von Zlw] modulo 3 reduziert werden, ist die Aquivalenz von z = £1(3) zu @ = £1(3) und
b= 0(3) klar. Es gilt:

z = a+bw
—z = —a—bw
wz = —b+(a—Dbw
—wz = b+ (b—a)w
w2 = (b—a)—aw
—w?2 = (a—b)+aw

Wir wollen zeigen, dass eine dieser Zahlen kongruent zu 1 mod 3 ist. Die Félle a = 1(3)
und b = 2(3), a = 2(3) und b = 1(3), sowie a = b = 0(3) kénnen wir ausschlieBen, da dann
a? — ab + b2 = 0(3) wire. Wenn a = b(3) gilt, so liefert eine der unteren vier Gleichungen
eine Zahl mit Koeffizienten o’ = 0(3) und ' = £1(3) bzw. ¢’ = £1(3) und ¥ = 0(3). Es
reicht also, die Behauptung fiir eine dieser beiden Fille zu zeigen. Gilt letzteres, so sind
wir fertig. Wére a = 0(3) und b = £1(3) so liefern die letzten beiden Gleichungen das
Gewiinschte. O
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Bemerkung 4.3. Dasich die Erzeuger der Primideale in Hauptidealringen nur um Einhei-
ten unterscheiden, konnen wir, um die Wahl des Erzeugers einzuschréinken, diesen primér
wéhlen. Wir werden spéter, anstatt das Primideal selbst im 3-ten Potenzrestsymbol zu
verwenden, einfach primére Erzeuger wihlen. Dies ist vergleichbar mit dem quadratischen
Fall, bei dem man den Erzeuger einfach durch die Eigenschaft groffer Null eindeutig fest-
legt. Dabei ist hier zu beachten, dass die Wahl eines priméiren Erzeugers nicht wirklich
eindeutig ist, da dieser eben eine der beiden Bedingungen z = 1(3) oder z = —1(3) erfiillen
darf. Dies liefert aber im spiiteren Reziprozitiitsgesetz keine Probleme, da eben —1 = (—1)3
automatisch ein kubischer Rest ist. Wir bekommen die obige Aussage auch leichter, indem
wir feststellen, dass ein Element z mit N(z) # 0(3) in Z[w]/3Z]w] invertierbar ist. Es ist
also z € (Z]w]/3Z[w])*. Fiir die Anzahl der Elemente gilt

#((Z[w]/3Z[w])") = N@3) = N(1 —w) =9 -3 =6,
da eben
Z[w)/3Z]w] = Z[w] /(1 — w)*Z[w)].

Dies zeigt, dass jedes Element z mit N(z) # 0(3) mit einer Einheit multipliziert genau einer
der beiden Aquivalenzklassen 1 bzw. —1 in Z[w]/3Z[w] entsprechen muss. Also eine einfache
Folgerung aus der Tatsache, dass es sechs Einheiten gibt und auch sechs Aquivalenzklassen

in (Z[w]/3Z]w])*.
Korollar 4.4. Sind x,y € Z[w] primdr, so sind auch xy und T primdr.
Beweis: Dies ist wegen der Kongruenzbedingungen direkt klar. n

Proposition 4.5. Ist 3 # p € P, so ist (p) fiir p = 2(3) trige und fir p = 1(3) vollstindig
zerfallend. Wir schreiben fiir zerfallendes p dann p = 7.

Beweis: Da p # 3 unverzweigt ist, gibt es ein Frobeniuselement ¢, in Gal(Q(w)|Q). Dieses
Frobeniuselement setzt eine 3-te Einheitswurzel in die p-te Potenz. Fiir das Potenzieren
von 3-ten Einheitswurzeln, ist aber nur die Restklasse der Potenz modulo 3 von Bedeutung.
Ist p = 1(3), so ist das Frobeniuselement trivial, also auch die Zerlegungsgruppe. D.h. p
zerfallt vollstandig. Ist p = 2(3), so erzeugt ¢, die Galoisgruppe, d.h. Zerlegungsgruppe
und Galoisgruppe stimmen iiberein. Dementsprechend ist p dann trige. ]

Definition 4.6. Sei 7 ein Erzeuger des Primideals (7). Wir definieren das Kubische

Symbol durch
t t
=) =(5),..
m (m) Q(w),3

Fiir beliebige Ideale 3 mit Erzeugern z lisst sich dieses Symbol durch Multiplikation fort-

( ' ( )73

Proposition 4.7. Ist z in Z[w], so gelten

1. x:(t) = xz(3),

2. x=(t) = x=(t)%

Beweis: Es reicht, diese Behauptungen fiir Primzahlen z = 7 zu beweisen.
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1. Ist xx(t) = ¢ eine 3-te Einheitswurzel, so gilt

N(m)—1

(=t"3 +knm

mit einem k € Z[w]. Dann ist

also

2. Da xr(t) eine 3-te Einheitswurzel ist, entspricht die komplexe Konjugation gerade
dem Quadrieren.

0

Proposition 4.8. Seim = 1(3) eine primdre Primzahl in Zlw] mit p = 77. Dann definiert
X 1= X= einen Charakter auf Z|w)]/mZ[w] und es gilt

G(x)’ =77
und
J(x,x) =m.

Beweis: Wir wissen
G(x)* = x(=DpJ (x, x) = pJ (X, X)-

Auflerdem haben wir auch noch

G(x)G(x) =GP =p.

Betrachten wir den Absolutbetrag der ersten Gleichung, so ergibt sich

IGO)P = plJ(x, X)].

Dies zeigt also insbesondere |.J(x, x)| = 1/p- Da jetzt schon 7 | J(x, x) reicht es zu zeigen,
dass J(x, x) primér ist. Wir erhalten durch weitere Umformungen:

3

T =G00* = =S
t£0

=Y X3 (1)(3t)
t#£0
= —> vt
t#£0
=1

Dabei sind die Kongruenzen immer modulo 3 zu lesen. Dies zeigt also

JOox)=m

und damit auch
G(x)* = pr.
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Satz 4.9 (Kubisches Reziprozititsgesetz). Sind «, 8 € Z[w] primdr, so gilt

(5)-(2)

Beweis: Es reicht, die Relation fiir Primzahlen in Z[w] zu zeigen, da der Rest aus der Mul-
tiplikativitdt des Symbols folgt. Sindm, A diese Primzahlen, so zeigen wir x(\) = x(7).

1.Fall: Seien A = ¢ € P und 7 = p € P bereits Primzahlen in Z die trige in Q(w) | Q sind.
Dann gilt
Xp(9)* = xp(0) = X5(2) = xp(9)

und deshalb, da x,(¢) eine dritte Einheitswurzel ist,

Xp(7) = 1 = xq(p).

2.Fall: Sei jetzt p € P mit p = 77 mit primérem 7 und 0.B.d.A. 7 = 1(3), ansonsten ersetzte
7 durch —7. Weiter sei wie im letzten Fall A = ¢ € P, also insbesondere A\ = ¢ = 2(3).
Wir wollen die Wirkung des Frobeniuselements ¢, auf G(x) ausnutzen. Setzen wir nun

X := X, SO gilt:

(G =-G)" = > x(t)(qt)

20

= > x(t)*(qt)
t£0

= > xlg t)w(t)
t£0

= —x(@)G(X)

Dabei sind die auftretenden Kongruenzen modulo ¢ zu betrachten. Jetzt ist wegen x(—1) =
1 auch

Dies zeigt also

Gx)"™ = x(9)G(x)G(x) = x(a)p-

1
Weiter ist jetzt G(x)?H = (WQW)%. Da ¢ trége ist, entspricht das Frobeniuselement ¢,
in der Galoisgruppe der komplexen Konjugation und es ist 7 = w9. Es gilt weiter

__\ atl g+l
GO)"™ = (7% = (@)% = xa (gt
oder dquivalent dazu
a®+3q+2-3¢—3 -1
Xr(q) =7 3 =7m 3 = xq(n).

3.Fall: Seien jetzt p,q € P mit ¢ # p und p = g = 1(3) zerfallen in Q(w) | Q. Wir zerlegen
dann p = 77 und ¢ = A\ mit priméren 7, A und wir nehmen zusitzlich wieder 0.B.d.A.
m = 1(3) an. Wir betrachten erneut die Wirkung des Frobeniuselements ¢4, und alle
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auftretenden Kongruenzen sind modulo A zu verstehen. Es gilt dann mit der Bezeichnung

X = Xnr*
> x(®)%(at)
0

= ) x(®)v(qt)

40
= > X't
40
= —x(eHGM)
Es ist wieder G(x) = G(X) und weiter G( )G(X) = p. Wegen p # ¢ ist p modulo A

X
invertierbar und wir erhalten G(x)~! = G(¥)p~!. Wir kénnen also auch
x(q

G0 = x(9) ' G(Y)

0N
«Q
=
=

I

|
«Q
=
=
Il

dquivalent zu
GO = x(9) ™! = x(a)?

umformen. Durch die Berechnung der Gaufisumme erhalten wir zudem G(x)4~! = (7%7) "5 .
Also insgesamt

q—1
Xr(@) = (7°7) 5 = (7).
Indem wir die Rollen von A und 7 vertauschen, erhalten wir
Xa(p)? = xx(A*X).
Multiplizieren wir die beiden Gleichungen so ergibt sich
AT xAP)? = xr (W)X ().

Zuerst die linke Seite:

AT = xa (@ T)xa(rw2)
= @)
= xa(m)

Und jetzte die rechte Seite:
XW(/\QX)XW(Q)Q = Xﬂ()‘zx)Xﬂ()Pp)
= XW()‘4)XW(X3)
= X«(A)
Es gilt also letztendlich
Xa(m) = xx ().
4.Fall: Fiir den letzten Fall muss p = g € P sein und dementsprechend ™ = A. Wir rechnen
dazu kurz:
Xx(T) = Xx(7+m)
X7 ()
Xt (=)
X#(m+7)
= xx(m)
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Dabei wurde das Reziprozitéitsgesetz im 1.Fall, 2.Fall und 3.Fall ausgenutzt mit der Tat-
sache, dass T + m € Z primér ist. Des weiteren wurde die Eigenschaft ausgenutzt, dass
man bei xr(\) das Argument A\ modulo 7 reduzieren kann. O

Korollar 4.10 (Ergénzungssitze zum Kubischen Reziprozititsgesetz). Sei o € Z[w]
primdr und sei a = 1(3). Wir setzen a = a + bw, mit a = 1(3) und b = 0(3). Es gilt
dann

1 b

(i) Xalw)=w 5,
(i) Xa(l—w) =w'F,
(i) Xa(3) = wh.
Beweis: Wir zeigen diese Aussagen jeweils fiir b = 0 und b # 0.
(i) Ist b= 0, so gilt
2

a®—1 a—1 a—1 1—a
Xa(w):w 3 :w(a+1) 3 :w2 3 =w 3 .

Dabei gilt die letzte Gleichung wegen a +1 =2 = —1(3).

Sei nun allgemeiner
a2 —al7—0—b2 —1

Wir halten fest a — 1 = 0(3) und b = 0(3) und somit
ab—b=(a—1)b=0(9),

a> —2a+1=(a—1)*>=0(9)

und
b =0(9).

Dies zeigt dann
a> —ab+ b —1=2a—2—b(9),

durch das Einsetzen der obigen Identitéiten. Also auch

a?—ab+b -1 2a—-2-b 1—-a—1b
3 N 3 a 3

(3)

und deshalb

l—a—b
Xa(w) = w 3

(ii),(iii) Die beiden anderen Identitéten zeigen wir parallel. Sei zuerst b = 0. Dann gilt

also insbesondere auch

Wir wissen bereits



Dies zeigt
2 l—a

Xa(l —w)* = XaB)Xa(w) = Xa(w) =w ™5,

also durch Quadrieren
a—1
Xo(l—w)=w 3.

Wir fithren nun die Berechnung von x, (1 — w) fiir beliebiges o € Z[w] mit a = 1(3)
zuriick auf den Fall b = 0. Durch Ausnutzen des Reziprozititsgesetzes berechnet
man:

Xa(l — W)Q = Xa(—3w) = xala—3w)
= Xa—3w(04)
= Xa—3w(3w)

Dies zeigt, dass wir o um ganzzahlige Vielfache von 3w reduzieren kénnen. Da jetzt
b = 0(3) nach Voraussetzung gilt, haben wir die Berechnung von x,(1 — w) auf den
Fall b = 0 zuriickgefiihrt. Es bleibt also noch die Berechnung von x,(3) fiir beliebige
« wie oben. Es ist

3=—w(l - w)?
und deshalb
1—a+g+b—1

Xa(3) :Xa(w)QXa(l —UJ)Q =w :w%.
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5 Das Biquadratische Reziprozititsgesetz

Bemerkung 5.1. Wir definieren nun im klassischen Sinne eine primitive 4-te Einheitswur-
zel mit wy = . Das Minimalpolynom ist dann X? + 1 und die entsprechende Erweiterung
vom Grad 2 ist Q(i) mit Ganzheitsring Z[i]. Die Zahl i erfiillt die Gleichung i = —1 und
jedes z € ZJi] lasst sich durch z = a + bi darstellen. Die Galoisgruppe dieser Erweiterung
ist (Z/4Z)* und das nichttriviale Element ist o3, wobei o3 durch o3(i) = i® = —i eindeutig
definiert ist. Diese Erweiterung ist komplex, weshalb wir o3 als komplexe Konjugation
auffassen konnen. Dies liefert uns wiederum, dass die Relativnhorm N (z) := Ng(z) (2) = 2%
positiv ist. Die Relativnorm von einem Element z = a + bi ist gegeben durch

N(z) = (a + bi)(a — bi) = a® + b

Der Ring Z[i] ist euklidisch, also insbesondere auch ein Hauptidealring, weshalb hier fiir
ein Ideal 3 = (z) wieder

N((2)) = N(2)

gilt. Die verzweigten Primideale dieser Erweiterung miissen Teiler von 4 sein, weshalb nur
das Ideal {iber 2 verzweigt. Fiir dieses gilt

(2) = (1 -19))*

Es soll jetzt in gleicher Manier wie im kubischen Fall der Grundstein fiir das Biquadrati-
sches Reziprozitatsgesetz gelegt werden.

Definition/Proposition 5.2. Fin Element z = a + bi € Z[i] mit N(z) # 0(2) heifst
primdr, wenn z = 1(mod 2 + 2i) =: 1((2 + 2i)). Dies ist dquivalent zu a — b = 1(4) und
b= 0(2). Fir ein beliebiges z € Z[i] mit N(z) # 0(2) gibt es genau ein

x €{z,—z,iz,—iz},
welches primdr ist.

Beweis: Sei jetzt z primir. Wegen a? + b? # 0(2) muss a # b(2) gelten. Angenommen
a =0(2) und b = 1(2), so ist z = i(2). Das wiirde bedeuten, es gibt ein k € Z][i], sodass
i+ k- (2+2i) = 1, Widerspruch! Es ist also a = 1(2) und b = 0(2). Da } € Z gilt

b
a+bi5a+bi—5-(2+2i)Ea—b((2+2i)).

Dies bedeutet wiederum a—b = 1((2+21)), also auch a—b = 1(4), wegen a, b € Z. Sei jetzt
umgekehrt a — b = 1(4) und b = 0(2) und betrachte z = a + bi. Wegen a — b = 1(4) muss
auch schon a — b = 1((2 4 27)) gelten, weshalb wieder wegen % € Z auch z = 1((2 + 2i))
gilt. Dies zeigt, dass z genau dann primér ist, wenn die beiden Kongruenzen b = 0(2) und
a —b = 1(4) erfiillt sind. Sei nun z mit N(z) = a® + b*> # 0(2) beliebig, so kénnen wir

0.B.d.A. annehmen b = 0(2), ansonsten betrachte iz = —b + ai. Aus diesem Grund kann
entweder a — b = 1(4) oder a — b = —1(4) gelten. Falls das Erste gilt sind wir fertig, falls
Letzteres gilt, so erfiillt —z das Gewlinschte. O

Bemerkung 5.3. Die Definition eines priméren Elements erlaubt es uns wie auch im
kubischen Fall das Ideal durch seinen priméren Erzeuger zu représentieren. Der kleine
Unterschied ist hierbei, dass das primére Element eindeutig festgelegt ist. Wir kénnen

30



wieder durch Abzihlen den obigen Beweis kiirzer fassen. Ist ndmlich z # 0(2), so gilt
z € (Z[i))(2 + 20)Z[i))* = (Z[i]/(1 — i)3Z[i])*. Die vier Zahlen z, —z,iz, —iz sind alle
unterschiedlich in (Z[i]/(2 + 2¢)Z][i])* und wegen

#((Z[1]/ (24 20)Z[i]))") = N(242i) — N((1 + 1)2) =8 —4=4,
erfiillt genau eines die Kongruenz zu 1 modulo 2 + 2i.
Korollar 5.4. Sind x,y € Z[i| primdr, so sind auch xy und T primdr.

Beweis: Die Kongruenzbedingung impliziert dies wieder direkt. n

Proposition 5.5. Ist 2 # p € P eine Primzahl, so ist p trige in Q(i) | Q, falls p = 3(4)
und p zerfdllt vollstindig, wenn p = 1(4).

Beweis: Wegen der Bedingung 2 # p ist p unverzweigt und das zugehorige Frobeniusele-
ment ), exisitiert. Ist jetzt p = 1(4), so ist ¢, trivial und somit auch die Zerlegungsgruppe.
Das heifit aber der Trigheitsindex ist 1 und p zerfallt vollsténdig in Q(¢) | Q. Gilt p = 3(4),
so erzeugt ¢, die gesamte Galoisgruppe und der Trégheitsindex ist 2. In diesem Fall bleibt

p trige in Q(7) | Q. O

Definition 5.6. Fiir einen Erzeuger m des Primideals (7) definieren wir das Biquadrati-

sche Symbol durch
0 \n) T N gy

Dieses wird auf beliebigen Idealen 3 mit Erzeugern z multiplikativ fortgesetzt und es ist

()= (e

Proposition 5.7. Ist z in Z[i], so gelten
1. x:(t) = x=(1),
2. x=(t) = x=(t)3.

Beweis:

1. Dies zeigt man genau wie im kubischem Fall.

2. Der nichttriviale Automorphismus von Q(7) | Q erhebt eine 4-te Einheitswurzel in
die dritte Potenz. Dieser Automorphismus entspricht auch gleichzeitig der komplexen
Konjugation. Da x(t) eine 4-te Einheitswurzel ist, gilt somit x.(t) = x.(t)3.

0

Proposition 5.8. Seip € P mit p = 1(4). Sei weiter m € Z[i| primdr mit 77 = p. Wir
bezeichnen x = x». Dann ist

J(6x%) = x(=1)J (x. X),

J(Oxx) =x(=1)m
und
G(x)* = 7.
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Beweis: Wir erhalten leicht

und somit

Weiter ist
G(X)* = x(=1)pJ (x: X\)J (x: X2),

wegen p = 1(4) und da somit p Triigheitsindex 1 hat. Da x ein Charakter der Ordnung 4
ist, muss x? ein Charakter der Ordnung 2 sein und wir erhalten zudem

Durch Einsetzen dieser Identitaten wird

2 _ G(x)*

J(XX) GO = X(=1)J (x: )7 (x: x%)

und deshalb
J(x) = x(=1J(x, x%).

Wir setzen nun p = 2m — 1 mit einer natiirlichen Zahl m und wir identifizieren Z[i|/7Z][i]
eindeutig mit Z/pZ. Es gilt dann

—J06x) = > x(tx(1—1)
o2
= x(t)x(1—1)
Triii 2m—2
= XX =)+ x(m)x(1—m)+ > x(t)x(1—1).
t=1 t=m+1

Da x in dieser Notation ein Charakter von Z/pZ ist, konnen wir die Argumente von y
modulo p reduzieren. Es ist dann

l-m=1-m+2m—1=m(p)

und weiter sogar
l-m—-k=1-m-—Fk+2m—1=m— k(p).

Dies zeigt x(m)x(1 —m) = x(m)? und

2m—2 m—1 m—1
> xOx(1—1) =Y x(Ox(1—1) =D x(O)x(1-1).
t=m+1 =2 t—1

Wir erhalten also



Wir untersuchen zunichst y(m)?2. Es gilt

x(1) = x(p+1) = x(2m) = x(2)x(m),

also insbesondere auch x(m)? = x(2)? = x(4) = x(—(1 +i)*) = x(—1). Da der Korper
Z[i)/(1 + i)Z][i] zwei Elemente hat, ist jede 4-te Einheitswurzel kongruent zu 1 modulo
1+ 4. Dies zeigt x(t) = 1(mod 1 + i) und auch 2x(¢) = 2((2 + 2¢)). Kommen wir nun zu
257 x(H)x(1 — t). Bs ist dann

m—1 m—1
2y x(Ox(1—t) = > 2x(t)x(1-t)
t=1 t=1

3
L

2x(t(1 - 1))

M Il
I™MI I
i
i

Il
D
3

((2+29)).

Wegen p = 1(4) und p = 2m — 1 ist dann 2m — 4 = p + 1((2 + 2i)) = 2((2 + 27)). Wir
erhalten also

JO6x) = —x(=1) =2
oder durch Multiplikation mit x(—1)

X(=1)J(xx) = —2x(=1) = 1 = 1((2 + 29)),

wieder wegen 2x(t) = —2x(t) = 2((2 + 27)).
Dies zeigt also:
x(—1)J(x, x) ist primér.

Es ist
G(x)* = T 0G()
und somit
1GOOI = 1706 0NGOA),

also

p=1J0¢x) Vb
damit auch

TG )] = V-

Dies zeigt also

X(=DJI06x) = TG x) =7
und damit die Behauptung. U
Bemerkung 5.9. Schon die Berechnung der Jacobisummmen und der Gauflsumme des
Charakters y := x, ist deutlich technischer. Dies spiegelt auch das weitere Vorgehen im

Beweis des Biquadratischen Reziprozitéitsgesetzes wider. Bisher war die Vorgehenswei-
se im Beweis der beiden Reziprozititsgesetze weitgehend identisch. Dies wird sich nun
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etwas dndern. Bevor wir aber das entscheidende Korollar fiir das Biquadratische Rezipro-
zitdtsgesetz festhalten, versuchen wir, die Berechnung der Jacobisumme im kubischem Fall
zu imitieren. Wir berechnen also die vierte Potenz der Gaulsumme, und es ist

GO)* = x(=DpJ (x, x)J (x. X*) = pJ (X, X)?,

weshalb wir niemals eine Kongruenz fiir J(y,x) erhalten. Die Tatsache, dass in dieser
Gleichung J(, x)? auftritt, lisst namlich nicht darauf schlieBen, welche Kongruenz J(, x)
erfiillt. Deshalb war in der hier verwendeten Berechnung leider ein viel aufwendigerer Weg
notig.

Proposition 5.10. Seien o € Z[i] und a € Z teilerfremd und primdr, d.h. a = 1((2421))
und a = 1(4). Es gilt
(i) Xa(@) = Xa(a),
a—1

(ii) Xa(i) = (_1) 4

(iii) xa(l+1) =i"T .

Beweis:

(i) Wir beweisen diese Identitdt fiir Primzahlen a € Z und Primzahlen a = 7 € Z]i],
die allgemeine Aussage folgt wieder aus der Multiplikativitdt des Symbols. Dabei ist
mit einer Primzahl a gemeint, dass entweder a € P oder —a € P gilt. Es soll aber
stets die entsprechende Kongruenz a = 1(4) erfiillt sein.

1.Fall: Wir nehmen zuerst an # = —p mit p = 3(4) und p € P. Zusitzlich sei
a = —q mit ¢ = 3(4) und ¢ € P. Dann gilt

p2-1

X-pla) =a" T =a® VI = 1(p).

Dies zeigt x—p(a) = 1. Genauso erhédlt man auch xq(—p) = 1. Also insbesondere
auch

X—p(@) = Xa(=p).

2.Fall: Sei jetzt wieder 1 = —p wie oben, aber a = ¢ = 1(4) zerfillt a = A\ mit
primdrem A € Z[i]. Es gilt wieder

24

Yopla) = a5 = a® V= 1(p).

Also ist x_p(a) = 1. Und weiter ist

Xq(—P) = xXa(=p)x5(—p) = xa(=p)xa(—p) = 1.

Wir haben somit wieder
Xa(—P) = x—p(a).
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3.Fall: Sei a = —¢ mit ¢ € P und g = 3(4). Zusétzlich sei & = 7 mit 77 = p € P. Wir
berechnen dann fiir y := y,:

q

(G =-G)* = D xtw)
t#£0

S x(0)*u(at)
40

= —x(¢)’G(*) = —x(9)G(X)

Die Kongruenz ist dabei modulo q. Wir wissen, es ist

und

. Deshalb ist
GO)™ = x(@)x(=1)p = x(—)p.
Aus der Berechnung der Gauflsumme wissen wir

GL)™ = (7).
Jetzt ist ¢ = 3(4) und deshalb ist der Frobeniusautomorphismus die komplexe Kon-
jugation in Q(7) | Q, d.h

fiir € Q(7). Deshalb berechnen wir weiter:

X(—gp = G = (@) T
Xttt =
<:>X( q) o 7rq2+4q+4374q74
-1
x(—q) = m™ 3 =x_4(m)

Die letzte Gleichung zeigt also die behauptete Gleichung

4.Fall: Sei jetzt a = ¢ = A\ mit ¢ = 1(4) und ¢ € P. Und wie im letzten Fall sei
a =7 mit 7 € P. Wir setzen wieder y = xr und rechnen modulo A:

q

(G = -G = D xtw()
t£0

3 xtar)
120
= —x(a )G = —x(@)'GK)
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(iii)

Wegen ¢ # p ist G(x) modulo X invertierbar und wir haben

Nun ist wieder
und deshalb auch

Weiter ist

g—1

(m*7) T = xa(1)* 0 (T) = X0 (7)?x5(7) = xa(7)*x5(7)? =

Also haben wir zuletzt

also auch
Xr(q) = Xq(m).

Man beachte bei diesen Beweisen, dass die Primzahlen A und 7 und sogar ¢ und p als
unterschiedlich angenommen wurden. Dies liegt daran, dass nach der Voraussetzung
die Zahlen a und « teilerfremd sind und zusétzlich a € Z liegt.

Da a € Z, ist N(a) = a®. Es gilt also

Wegen a = 1(4) erhalten wir weiter

a—1

Xa(i) =i T =@t T = (—1)*T .

Fiir diese E{echnung unterscheiden wir zunéchst die Fiille a = —q mit ¢ € P und
a = ¢ = A\ wieder mit ¢ € P und zwei Primzahlen A\, A\ € Z[i]. Dies entspricht also
wieder ¢ = 3(4) und ¢ = 1(4).

LFall Sei @ = —¢ mit ¢ = 3(4) und ¢ € P. Es gilt
2_
Xoq(L+) = (140) T = (14+4)@ D5,

Jetzt ist weiter

(1+z’)q‘1=(1+i)q:1+iq:1_i
1+¢ = 1434 1+

Also erhalten wir
.\ 91 —g—1

(1+0) V5 = (—)F =i (g).

Somit auch die Behauptung

—1

Xeg(L i) =i

36



2.Fall Sei a = ¢ = A\ mit ¢ = 1(4) und ¢ € P. Dazu rechnen wir:
+3)xa(1+17)
+i)xa(l =)’

Xg(1+14) = xu

Damit ist die Behauptung fiir £a € P gezeigt. Die endgiiltige Behauptung folgt aus
der Multiplikativitéit des Ausdrucks. Seien a,b € Z mit a = 1(4) und b = 1(4); dann

18t
a=1 b-1  atb-2
14 4 —=9q¢ 4
Und wegen (a — 1)(b— 1) = 0(16) ist dann auch ab — 1 = a + b — 2(16), weshalb
letztendlich
Latb—2  ab—1
7 4 =17 4
gilt. O

Bemerkung 5.11. Der Beweis der letzten Proposition dhnelt stark dem Beweis des kubi-
schen Reziprozititsgesetzes, liefert aber wegen der Einschrinkung a € Z ein weniger star-
kes Ergebnis. Im kubischem Fall erhielten wir das Reziprozitéitsgesetz fiir zwei Primzahlen
7, A € Z]w], die nicht zugleich in Z liegen, durch die Multiplikation zweier Ausdriicke

XA(T°T) = Xx(q)?

und B
X=(A*X) = xa(p)*.
Hier haben wir dhnliche Relationen im 4.Fall des Beweises der ersten Aussage, ndmlich

W (TF) = xx(q)?

und _
Xx(A*2) = xa(p).
Multiplizieren wir diese beiden Gleichungen, erhalten wir

AT XA D) = Xx (AP X)xx(0)?

oder durch leichtes Umformen
X (1?) = xx(N).

Das gleiche Vorgehen wie im Kubischen Reziprozitéitsgesetz liefert also kein Biquadra-
tisches Reziprozititsgesetz, sondern eine Art Quadratisches Reziprozitéitsgesetz fiir den
Ganzheitsring Z[i] von Q(7). Um nun das Biquadratische Reziprozititsgesetz zu beweisen,
werden lediglich obige Proposition und einige Eigenschaften des Symbols benutzt.
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Satz 5.12 (Biquadratisches Reziprozititsgesetz). Seien «, 3 € Z[i] primdr. Wir setzen
a=a+bi und B =c+di. Es gilt dann

Xa(B) = (=1)

Beweis: Wir zeigen erst, weshalb die letzten beiden Gleichheiten gelten. Da « primér ist,
gilt a — b= 1(4) und b = 0(2), also auch a — 1 = b(4), und da beide Seiten durch 2 teilbar

sind, gilt sogar
a—1

b

—(2).
5 =32
Gleiches gilt fiir 8. Dies zeigt die letzte Gleichung. Es ist jetzt N () = a®+b%. Wir erhalten
dann wegen a —b = 1(4) oder a—b—1 = 0(4), dass (a —b—1)? = 0(16) ist. Aus Letzterem
folgt

(a—b—1)2=a?>4+b*>+ 1 — 2ab — 2a + 2b = 0(16)
oder durch Umformen
>+ —1=2(ab+a—b—1)=2(a—1)(b+1)(16).
Da beide Seiten durch 4 teilbar sind, gilt auch schon

N(a)—1 a*+bt*—1_ (a—1)(b+1)
4 4 - @)

Zuletzt wissen wir, a —1 = 0(2) und b = 0(2), also (a — 1)b = 0(4), und wir erhalten dann

[\

N(a)—1 (a—l)b+(a—1) a—1

4 2 2 2

(2).
Kommen wir nun zum eigentlichen Beweis. Wir nehmen an, dass
(a,0) =1 =(c,d)

ansonsten konnten wir ganze Zahlen bei o bzw. 5 ausklammern und diese mit der letzten
Proposition behandeln. Wir nehmen zusétzlich an, dass  und § teilerfremd sind, sonst
gilt ohnehin x(8) = xg(a) = 0. Es ist jetzt 8 = ¢+ di oder dquivalent i = ic — d. Wir
haben also

ic = d(p).

Wir rechnen weiter: Es ist
ca = ca + ich = ac + db(f).

Wir haben also
xg(o) = Xg(c_lca) = Xg(c)gxﬁ(ac + bd).

In gleicher Art erhalten wir auch

Xa(B) = Xa(a_laﬂ) = Xa(a)3Xa(aC + bd).

Insgesamt haben wir

Xa(a)xa(B) ™" = Xa(a)xs(c)*xalac + bd)’xa(ac + bd)(x)
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durch Multiplikation und invertieren der zweiten Gleichung. Der Rest der Behauptung
beruht auf einer Fallunterscheidung.

1.Fall Ist a = ¢ = 1(4), so ist
x5(€) = xe(B) = xe(di) = xe(7)-

Dabei gilt dies wegen 8 = ¢+ di = di(c) und x.(d) = 1. Mit gleicher Rechnung ist auch

Xa(a) = Xa(i)-
Weiter ist wegen der Voraussetzung ac = 1(4) und bd = 0(4), also auch

ac+ bd = 1(4).
Dabei ist ac + bd € Z und deshalb

Xalac + bd)3 = xalac + bd).

Wir rechnen:

Xa(ac+bd)*xs(ac+bd) = xa(ac+bd)xs(ac+ bd)

Xac+bd (@5)

Xac+bd((a — bi)(c + di))

Xactbd((ac + bd) + (ad — be)i)
(

= Xac+bd Z)

Dabei beachte man, dass @/ primér ist. Setzen wir dies in die Gleichung (*) ein, erhalten
wir:

Xoa(a)X5(c)3Xa(ac + bd)3Xﬂ(ac + bd) = Xa(i)Xc(i)?)Xac—i-bd(i)

1)aT—1(_1) IZC (_1)ac+3d—1

1) bd+ac-§a—c—1
Weiter ist wegen (a — 1)(c+ 1) =ac+a—c—1=0(8) auch

(=1

(_
(_

bd+act+a—c—1 bd
4

= (_1)7.

2.Fall Ist jetzt a = ¢ = 3(4), so ist auch —a = —b = 1(4) und wir erhalten wie vorhin

xg(—c) = x—c(9)

und

Xa(=a) = X-a(i)-
Genauso wie vorher ist wieder ac = 1(4) und bd = 0(4), also auch ac+ bd = 1(4). Und wir
erhalten wieder mit gleichen Rechnungen

Xa(ac+ bd)xg(ac + bd) = Xactba(t).
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Dabei ist wieder zu beachten, dass @f primér ist. Wir setzen dies erneut in die Gleichung
(*) ein:

Xa(a)Xxg(c)*xalac+ bd)*xs(ac+bd) = Xa(—1)Xa(—1)X—a(i)X—c(i)*Xac-+ba(%)
= (_1)%(_1)c +i 71(_1)bd+aczc7a,1

Wegen a = 3(4) und somit b = 2(4) gilt (a — 1)(a+ 1) = a®> —1 = 0(8) und (b — 2)b =
b? — 2b = 0(8). Des weiteren ist dann auch 2b = 4(8) und wir haben

a? =140 —2b=0a’>4+1>—-1-4=0(8)

oder ) )

a“+b°—1

— — =1(2

: 2)
Dies zeigt
2 2 2 2
(_1a+271:_ C+271:_1'
Wir haben also
a2+b271 02+d271 bd+act+c—a—1 bd+act+c—a—1
(=) 1 (=1 1 (-1) =(-1) 1
Jetzt ist
(a+1)(c—=1)=ac+c—a—1=0(8),

also

bd+actc—a—1 bd
4

(=1

3.Fall Sei a = 1(4) und ¢ = 3(4). Wir wissen bereits:

Xa(a) = Xa(i)
xp(—¢) = x—c(a)
xp(=1) = -1
Wegen ac = 3(4) gilt dann
—(ac+bd) = 1(4),
weshalb auch
Xa(—(ac+ bd))xp(—(ac + bd)) = X—(ac+ba) (%)

ist. Dies gilt, da auch diesmal (ac+ bd) — (ad — bc) = 1(4), also @ primér ist. Wir stellen
weiter fest: Es ist ac + bd = 3(4) und ad — bd = 2(4), also

Xap(—1) = —1.

Wir setzen nun wieder in (%) ein und erhalten:

Xal@)xs(e)xalac + bdPPxslac+bd) = (~1)F (=1)(=1)F (=1)(-1) 2

_ (71) —bd—ac;—a-‘—c—l

Wir haben —% = %(2) und —(a —1)(¢—1) = —ac+a+c—1 = 0(8) und deshalb wieder

—bd—act+a+c—1 bd

(~1) T o ()Y

Damit sind alle Falle behandelt und der Satz bewiesen. O
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Korollar 5.13 (Ergénzungssitze zum Biquadratischen Reziprozitéitsgesetz). Ist a € Z[i]
primdr mit o = a + bi, so gilt

(i) Xali) =i'2",
(ZZ) Xa(l—l-l) La— 1;41,2_17
(ii) Xa(2) =i 3.

Beweis:
(i) Sei @ = a + bi primér, d.h. a — b = 1(4). Dann gilt
(a—b—1)*=a*>+b*+1—2ab— 2a+ 2b=0(16)
oder auch
>+ —1=2(ab+a—-b—1)=2(a—1)b+2(a—1)(16).

Dies zeigt auch
a2+ -1 _1-a
= -b—-1)4
: b 1))
Unterscheidet man jetzt fiir die letzte Gleichung die Fille a = 1(4) und b = 0(4)
bzw. a = 3(4) und b = 2(4), so erhélt man leicht

1—a _1—a

-b-1)= ),

(ii) Wir setzen zunichst v = (1 4 14)3 = —2 + 2i. Deshalb gilt wegen v — (2 + 2i) = 0
auch
A= 0((2 + 2i)).
Somit ist
y—a=—a=-1((2+ 2i)),

also ist o — v primér. Wir rechnen dann:

Xa(Y) = Xaly—
= Xal—
= Xol— 1) ( )
= Xa(=1)Xa—(7)

Es ldsst sich also a immer modulo v reduzieren mit Beriicksichtigung des Faktors
Xa(—1) im ersten Schritt bzw. eines Faktors xo—gy(—1) im k-ten Schritt. Wir schrei-
ben deshalb oo = a + bi = ¢ + dy mit

und
c=a-+b.
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Wir rechnen zuerst den aufretenden Faktor aus:

Xa—k’y(_l) = Xc—i—(d—k)'y(_l)

= Xet(d-k) ()

i k-1
(%) a=2k-1

2 (-1

Jetzt ist wegen a — b = 1(4) auch

also auch
2k—1 b—2k

(—)"z =(=1)z =(-1)%*

Wir kénnen nun also den Wert fiir xo(A) berechnen durch:

Xa(Y) = Xa(_l)Xa—w(’Y)

b(b+2) yatb=1
4

= 7 4
La+3b+b2—1
= 1 4

Es ist jetzt 2b(b+ 2) = 2b% + 4b = 0(16) und deshalb auch

b2+3b  —b2>—b
= 4).
1 @

Dies zeigt

La+3b+b2—1 La—b—b2-1
1

Xa(y) =i % =i

(iii) Wir wissen (1 + )% = 2i und somit:

X(2) = Xa(141)?
. La—b—b2—1
Xa(2)Xa(i) = i 2
1-a La—b—b%—1
Xa(2)Z 2 = 1 2
2a—b—b2—2
Xa(2) = 1 2
Esist 2(a —b—1) = 2a — 2b — 2 = 0(8), also auch
2a — 2b — 2
— =004
= (4)
und deshalb
2a-b-b2-2 bbb
7 2 =17 2 =17 2 .

Dabei gilt die letzte Gleichung wegen b(b — 2) = b — 2b = 0(8).
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6 Beispiele und Schlusswort

Die bewiesenen Reziprozitéitsgesetze erlauben uns, die Biquadratischen und Kubischen
Symbole schnell auszuwerten. Dies liegt vor allem daran, dass genau wie beim Legendre-
Symbol die explizite Primfaktorzerlegung der beteiligten Zahlen in Z[w] bzw. Z[i] keine
Rolle spielen. Die Eigenschaft, dass das Symbol 1 ist genau dann, wenn der “Zahler”
ein kubischer bzw. biquadratischer Rest modulo dem “Nenner” ist, geht dabei aber im
Allgemeinen verloren. Diese Aussage ist nur dann richtig, wenn der “Nenner” eine Primzahl
im jeweiligen Ganzheitsring ist. Im Folgenden werden wir noch jeweils ein Beispiel fiir die
entsprechenden Ganzheitsringe Z[w| und Z[i] durchfiihren.

Beispiel 6.1. Um Primzahlen in Z[w] zu erhalten, kénnen wir Primzahlen in Z betrachten
und wie diese in Z[w] zerfallen. Wir betrachten p = 19 € P und ¢ = 103 € P. Offensichtlich
ist p =19 = 1(3) und ¢ = 103 = 1(3), weshalb beide Primzahlen zerfallen. Wir setzen wie
gewohnt p = 77 und ¢ = A\. Das Finden einer Primzahl m = a + bw bzw. A\ = ¢+ dw lduft
auf das Losen der Gleichungen

a? —ab+b* =19

bzw.

A —cd+d*=103

hinaus. Wir wissen bereits wir konnen unseren Erzeuger stets primér wéhlen also setzen
wir b =d =0(3) und ¢ = a = £1(3). Eine einfache Umformung ergibt

a? —ab+b* = a* — 2ab+ b* + ab = (a — b)* + ab.

Da nun ab durch 3 teilbar ist, verindern wir 19 solange um einen Summanden 3, bis wir
eine Quadratzahl erhalten. Anschlieend schauen wir dann, ob die obige Formel erfiillbar
ist. Wir beginnen mit den Quadratzahlen kleiner als 19. Von denen liegen nur 16 und 4 in
derselben Kongruenzklasse modulo 3. Angenommen 16 wire das gewiinschte Quadrat, so
miisste ab = 3 gelten. Dann kann aber unmdoglich (a — b)? = 16 gleichzeitig wahr sein. Die
Zahl 4 ist hingegen das gewiinschte Quadrat, denn

(3—5)2+3-5=4+15=19.

Wir erhalten also a = 5 und b = 3. Gleiches machen wir fiir 103. Es gibt 10 Quadratzahlen
unter 103, von denen aber nur 6 in Frage kommen (12,32, 62, 92 kommen nicht in Frage!).
Das zugehorige Quadrat ist wieder 4 und es gilt

(11 -9)2 +11-9 =44 99 = 103.

Die Tatsache, dass das Quadrat immer kleiner als die entsprechende Zahl ist, ist kein
Zufall. Dazu betrachten wir nochmal den allgemeinen Fall. Ist

p=a?—ab+b?,
so kann offensichtlich nur dann

(a—b)2>p=a®>—ab+b*= (a—b)*>+ab
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gelten, falls ab < 0 gilt. Dies ist erfiillt, wenn a < 0 und b > 0 oder wenn ¢ > 0 und b < 0
ist. Sei jetzt 0.B.d.A. a > 0 und b < 0, sonst gehe zu —a und —b iiber. Die zugehorige
Primzahl in Z[w] ist a + bw. Die Zahl

a+bw?=a—b—bw
hat als Norm dieselbe Primzahl in P wie a 4 bw und erfiillt zudem
a—b>0und —b>0.
Insbesondere ist
(a—b+b)?+ (a—0b)(~b) = (a—b)*+ (a —b)b+b*=a* —ab+b?

und wir haben ein gesuchtes kleineres Quadrat als die Primzahl p gefunden. Um eine
Primzahl in Z[w] iiber einer Primzahl p € P zu finden, reicht es also, die Quadrate zu
untersuchen, die kleiner als die Primzahl p sind. Kommen wir zuriick zum Zahlenbeispiel.
Wir hatten nun

T =254 3w

und
A =11+ 9w.

Wir wollen nun das Symbol x)(7) mit dem kubischen Reziprozititsgesetz berechnen. Es

ist:
5+ 3w - 11 4 9w
114+9%w/) 5+ 3w
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Betrachten wir noch @ = 2 — 3w und das Symbol x(7):

2 — 3w _ 11 + 9w
114+9% /) 2 — 3w

Wir erhalten dann auch x+(7) = w? = X5(m) durch komplexe Konjugation.

Beispiel 6.2. Wir betrachten nun den Ganzheitsring Z[i]. Genau wie im vorhergehenden
Beispiel kénnen wir die Primzahlen in Z[i] durch das Zerfallungsverhalten der Primzahlen
aus Z beschreiben. Wir betrachten jetzt beispielsweise p = 37 und ¢ = 113, zwei Prim-
zahlen in Z. Fiir diese gilt p = 37 = 1(4) und ¢ = 113 = 1(4). Deshalb zerfallen beide
Primzahlen in Z[i] und wir setzen p = 77 und ¢ = A\. Um die Primzahlen 7 = a + bi und
A = ¢+ di zu finden, miissen wir die Gleichungen

a2+ =p=37

und
A+d®=qg=113

losen. Wir wollen unseren Erzeuger primér wéhlen, d.h. wir setzen a — b = 1(4) und
b = 0(2) und ebenso ¢ —d = 1(4) d = 0(2). Um die Gleichung a? + b*> = p zu lésen,
kénnen wir also wegen b? = 0(4) die Primzahl um Vielfache von 4 verkleinern, um dann
eine Quadratzahl a2 zu erhalten. Wenn das Vielfache der 4 noch ein Quadrat ist, so ist die
Losung der Gleichung gefunden. Wir betrachten also die Primzahl p = 37. Die Quadrate
die unter 37 liegen und dieselbe Aquivalenzklasse modulo 4 haben sind 1,9,25 und die
zugehorigen Vielfachen der 4 sind 36,28, 12. Wir erhalten deshalb a = —1 und b = 6 da

nur
—1-6=—-7=1(4)

erfillt. Also ist
™= —1+ 6:.

Gleiches machen wir fiir ¢ = 113 und erhalten ¢ = —7 und d = 8 denn dann ist
—7—-8=-15=1(4)

und
72+ 82 =49 + 64 = 113.

Und es gilt
q=—T7+8i.
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Wie auch im kubischem Fall wollen wir noch das Symbol x(7) berechnen:

—1+6i\ (1§ﬁ —7+8i
—-74+8i) —1+6i

~—
IN

-1-6i\  [(-T+8i
—7+8 )  \—-1-—6i

(rw) (57%)

Letzteres ist jetzt so zu interpretieren, dass ™ quadratischer Rest modulo A ist, aber kein
biquadratischer Rest.

Die Beispiele geben eine Vorstellung, wie man diese Symbole sinnvoll berechnet. Um einen
kleinen Ausblick fiir moégliche Erweiterungen dieser Beweise auch fiir hohere Rezipro-
zitdtsgesetze zu geben verweise ich auf die Stickelberg-Relation. Da der Ganzheitsring
von Kreisteilungskorpern im Allgemeinen kein Hauptidealring ist, betrachtet man anstelle
der Gauflsumme das von der Gauflsumme erzeugte Ideal. Die Stickelberg-Relation gibt
das Zerfallungsverhalten dieses Ideals in Primideale an (vgl. [IR] Kapitel 14 oder [Lem]
Kapitel 11). Unter Zuhilfenahme dieser Relation lésst sich dann das Eisensteinsche Rezi-
prozititsgesetz beweisen.
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