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Vorwort

Die vorliegende Arbeit mit dem Titel “Punkt-und-Geraden-Konfigurationen in
der affinen Ebene” ist in der Zeit vom 26.06.2013 bis zum 25.09.2013 entstanden.
Es geht dabei um die Bahnen von Punkt-Konfigurationen bzw. Geraden-Konfigurationen
in der affinen Ebene A?(K) zu einem Korper K unter der Operation der affinen
Gruppe K2 x GL(2, K). Man kann die affine Ebene A?(K) als die
Punktmenge des K? auffassen und die affine Gruppe operiert nun auf r-Punkt-
Konfigurationen bzw. r-Geraden-Konfigurationen durch Translationen (Ver-
schiebungen) und linearen Abbildungen. Die Elemente der affinen Gruppe
heiffen affine Transformationen. Es sind hierbei die r-Punkt-Konfigurationen
gerade die r-elementigen Teilmengen des K2 und die r-Geraden-Konfigurationen
die r-elementigen Teilmengen der Menge der Geraden in A%(K).

Im ersten Kapitel werden zunéchst grundlegende Aussagen iiber die affine Ebene
und die affine Gruppe bereitgestellt, so erhalten wir z.B. die Aussage, dass affine
Transformationen Geraden wieder in Geraden iiberfithren. Auferdem respek-
tieren affine Transformationen die Parallelitit von Geraden, d.h. falls wir ein
Paar paralleler Geraden haben, dann sind die beiden Geraden nach Anwendung
einer affinen Transformation ebenfalls parallel .

In Kapitel 2 werden die Bahnen von Zwei-Punkt-Konfigurationen bzw. Drei-
Punkt-Konfigurationen untersucht. Wir erhalten hier das Ergebnis, dass die
affine Gruppe jeweils transitiv auf der Menge der Zwei-Punkt-Konfigurationen
bzw. der Menge der nicht kollinearen Drei-Punkt-Konfigurationen (dies sind
diejenigen Drei-Punkt-Konfigurationen, bestehend aus 3 Punkten, die nicht alle
auf einer Geraden liegen) operiert, d.h. falls wir zwei beliebige Zwei-Punkt-
Konfigurationen (bzw. nicht kollineare Drei-Punkt-Konfigurationen) a und b
gegeben haben, dann gibt es eine affine Transformation, welche Konfiguration
a in Konfiguration b iiberfiihrt. Der schwierigste Fall sind die kollinearen Drei-
Punkt-Konfigurationen, also diejenigen Drei-Punkt-Konfigurationen, bestehend
aus 3 Punkten, die alle auf einer Geraden liegen. Hier erhalten wir fiir K = Q,R
oder C unendlich viele Bahnen und fiir K = IF, kénnen wir unter Beachtung der
Charakteristik des Korpers und der Kongruenzbedingungen, die von q erfiillt
werden, konkrete Formeln angeben, die Aussagen iiber die Anzahl der Bahnen
machen (siehe Satz 2.22).

Bei Vier-Punkt-Konfigurationen, welche in den Kapiteln 3 und 4 untersucht
werden, ist die Situation schon deutlich komplexer. Daher werden wir zunéchst,
mit Hilfe des Begriffs der “kombinatorischen Aquivalenz” eine Vergroberung des
Begriffs der affinen Aquivalenz vornehmen, wodurch wir sehen, dass die Menge
der Vier-Punkt-Konfigurationen unter der Operation der affinen Gruppe in
mindestens 5 Bahnen zerfillt. Diese 5 kombinatorischen Fille werden dann in
den Kapiteln 3 und 4 weiter verfeinert. So kénnen wir in allen Féllen in Ab-
héngigkeit des Korpers Aussagen iiber die Anzahl der Bahnen und Ordnung der
Fixgruppen der verschiedenen Konfigurationen machen.

In den Kapiteln 5 und 6 untersuchen wir dann die Bahnen von Zwei-Geraden-
Konfigurationen bzw. Drei-Geraden-Konfigurationen. Wir werden sehen, dass
es fiir Zwei-Geraden-Konfigurationen genau zwei Bahnen gibt unter der



Operation der affinen Gruppe.

Fiir die Menge der Drei-Geraden-Konfigurationen kénnen wir 4 kombinatorische
Falle unterscheiden, in 3 dieser 4 Félle operiert die affine Gruppe transitiv.
Der vierte und schwierigste Fall beinhaltet alle Drei-Geraden-Konfigurationen,
wo die 3 Geraden parallel sind. Diese Konfigurationen weisen einen starken
Zusammenhang zu den kollinearen Drei-Punkt-Konfigurationen auf . Somit
kénnen wir auch in dieser Situation, in Abhéngigkeit des Korpers, Aussagen
iber die Anzahl der Bahnen und Ordnung der Fixgruppen machen.

Notation

In der gesamten Arbeit gilt die folgende Notation:

N=1{1,2,3,..},

P =Menge der Primzahlen ,

Q =Korper der rationalen Zahlen |,

R =Korper der reellen Zahlen ,

C =Korper der komplexen Zahlen |,

F, =Koérper mit ¢ Elementen, wobei ¢ = p™ mit p € P und n € N.
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1 Die affine Ebene und die affine Gruppe zu einem
Korper K

Es soll K in Kapitel 1 ein beliebiger Korper sein.

1.1 Definition
Die affine Ebene A?(K) zu K ist die Punktmenge des K2 mit der Verkniipfung

A2(K) x A%(K) — K2
(PvQ) = Q_P

Diese Verkniipfung ordnet zwei Punkten P,Q) den Verbindungsvektor () — P zu.
Die Geraden in A?(K) = K? sind die eindimensionalen affinen Unterriume des
K2

Zwei Geraden A = {a+ab|a € K} und B = {c+ 8d | B € K}mit a,c € K>
und b,d € K?\ {0} heifen parallel, falls b und d linear abhiingig sind. Wir
schreiben dafiir A | B .

1.2 Bemerkung

Es ist leicht zu sehen , dass fiir zwei Geraden A = {a + ab | o € K} und
B={c+pBd|pB €K} mita,ce K?und b,d € K2\ {0} gilt:
A = B gilt genau dann, wenn es v, € K? gibt mit b= vd und a = ¢+ dd .

1.3 Lemma

Es gelten folgende Aussagen:

(i) Eine Gerade in A%(K) ist eindeutig bestimmt durch zwei Punkte.

(ii) Es gilt das Parallelenaxiom , d.h. ist x ein Punkt in A%(K) und A eine
Gerade in A%(K), dann gibt es genau eine Gerade B in A?(K) , die durch x
verlauft und parallel ist zu A.

(iii)Es gibt drei Punkte in A?(K) , die nicht auf einer Geraden liegen. Man
sagt dann , dass diese Punkte in allgemeiner Lage sind.

Beweis:

(i) Sei A eine Gerade , die durch zwei Punkte a und b verliuft (a,b € K2, a # b).
Dann kann man A schreiben als A = {a+ a(b—a) | a € K}.

Sei nun B = {c+ fd | f € K} eine Gerade, die ebenfalls durch die Punkte a
und b verlduft (c € K2,d € K?\{0} ). Dann gibt esein 3" € K mit c+3'd=a
und es gibt 87" € K mit ¢+ °'d = b. Man erhilt alsob—a = (8" -8")d ,
also muss schon A = B gelten ( wegen Bemerkung 1.2) .

(ii) Seiz € K2 und A={a+ab|a € K} mit a € K?,b€ K?\ {0} . Dann ist
die eindeutig bestimmte Gerade B die parallel ist zu A und die durch x verliuft,
gegeben durch B={z+ b |f € K} .



Denn sei C = {c++d |~y € K} mit c € K?,d € K*\ {0} eine Gerade , die
parallel ist zu A und die durch z verlauft, dann sind b und d linear abhingig ,
alsogilt C ={c+~vd|vye K} =C={c+~’b|y" € K}. Da C durch z
verlduft | existiert v € K mit © = ¢+ " ’b. Also erhilt man
C={x+0b|dcK}=Bfiro:=v" —v"".

(iii) Betrachte die Gerade A , die durch z,y € K? verlduft (z # ) , also
A={z+au|a€ K} mit u :=y —z. Wihle nun v € K2 linear unabhingig zu
u und setze z := x4+ v , dann gilt z ¢ A | denn falls z € A gelten wiirde , dann
wiirde ein a” € K existieren mit z + a’u = x + v. Dies wére ein Widerspruch
zur Tatsache , dass u und v linear unabhéngig sind.

O

1.4 Lemma

(i) Parallelitéit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Geraden in
A%(K).

(43) Fir K =T, gibt es g+ 1 Aquivalenzklassen und jede Aquivalenzklasse
enthilt ¢ Elemente . Insbesondere gibt es in A?(K) also ¢(q + 1) Geraden.

Beweis:

(7) Reflexivitdt und Symmetrie sind klar, es bleibt die Transitivitit zu zeigen.
Hierzuseien A= {a+ ab|a € K} ,B={c+pd| e K}undC ={u+~yv|ve€ K}
gegeben mit a,c,u € K? und b,d,v € K2\ {0} . Fallsnun A | Bund B || C
gilt , d.h. b,d sind linear abhédngig und d,v sind linear abhéngig , dann ist es
klar , dass auch b und v linear abhéngig sind , also gilt A || C' .

(ii) Sei nun K = F, und sei A1 = {a1 + a1b | oy € K} eine Gerade in A?(K).
Mit [A;] soll im folgenden die Aquivalenzklasse bezeichnet werden , die von A;
reprisentiert wird. Wihle ao € K2 mit ao ¢ A; , dann gilt

Ay = {ag +asb|az € K} € [A;] und A; # Ay. Dann wihle a3 € K? mit
as ¢ A1 U Ay , dann gllt Az = {a3 + asb | g € K} S [Al] und As 75 Ay, As.
Fiihre dies fort bis zur Wahl von a, ¢ A U...U A, , dann gilt
Ay={ag+ab|a; € K} € [Aj]Jund A,NA; =0 firl1 <i,j <gq,i# j. Durch
die ¢ unterschiedlichen Geraden sind nun alle Punkte in A?(K) abgedeckt , d.h.
dieses Verfahren kann nicht mehr fortgesetzt werden. Mit Hilfe von Bemerkung
1.2 sieht man ,dass es keine weiteren Geraden mehr gibt , die in [A;] liegen ,
also enthilt jede Aquivalenzklasse ¢ Elemente.

Kommen wir nun zur Anzahl der Aquivalenzklassen. Essei B; = {a + 1b1 | 1 € K}
mit a € K? und b € K2\ {0}. Mit [B;] soll im folgenden die

Aquivalenzklasse bezeichnet werden , die von B; repriisentiert wird. Wiéhle
by € K% mit by ¢ Kby, dann gilt By = {a + B2bs | B2 € K}¢ [B;]. Wihle dann
bs € K? mit b3 §7_f Kby U Kby dann gﬂt Bs = {a+63b3 ‘ B3 € K} ¢ [Bl], [Bg] .
Fiihre dies fort bis zur Wahl von by41 € K? mit by41 ¢ Kby U...UKb,. Es gilt
dann Bgy1 = {a+ Bg1bg11 | Bg41 € K} € [Bi,..., [Byl.

Wegen Kby U...U Kb, = K? = A%(K) kann dieses Verfahren nicht mehr



fortgesezt werden. Es kann also keine weiteren Aquivalenzklassen mehr geben ,
also gibt es ¢ + 1 Aquivalenzklassen.

O

1.5 Definition

Eine n—Punkt-Konfiguration in A?(K) = K? ist eine n-elementige Teilmenge
von K2.

Die Menge aller n—Punkt-Konfigurationen wird mit P, bezeichnet.

Eine n—Geraden-Konfiguration in A%(K) = K? ist eine n—elementige Teilmenge
von H , wobei mit H die Menge aller Geraden in A%(K) bezeichnet wird.

Die Menge aller n—Geraden-Konfigurationen wird mit L,, bezeichnet.

1.6 Bemerkung

Fir K = Q,R, C gilt: #(P,,) = oo und #(L,) = .
Fir K = F, gilt: #(P) = () mit ¢ > n und #(L,) = (“CV) mit
glg+1)>n.

Im Folgenden wollen wir ein Kriterium bereitstellen , um zu iiberpriifen , ob
drei verschiedene Punkte auf einer Geraden liegen.

1.7 Lemma

Ist A eine Gerade in A?(K) und sind x,y zwei verschiedene Punkte von A ,
dann gilt:
A={ax+py|a,f € K,a+ =1} mit r € K2und y € K2\ {0} .

Beweis:
A={z+y(y—2)|veK}={(1-y)z+yw|y€K}.

1.8 Proposition

Drei verschiedene Punkte z,y, und z in A%(K) liegen genau dann auf einer
Geraden , wenn es «, S,und v € K gibt mit
(*)axr+By+vz=0,a+F+~v=0und (o, 3,7) # (0,0,0) .

Beweis:

Seien x,y, z auf einer Geraden , dann betrachten wir die eindeutig bestimmte
Gerade , die durch x und y verlduft. Da z auch auf dieser Geraden liegt , kann
man z schreiben als z =z + B(y — z) fiir ein 8 € K, also folgt (x) .

Gilt umgekehrt (x) , so darf man o0.E. v # 0 und nach Normierung v = —1
annehmen. Dann folgt z = ax + Sy mit o + 5 = 1 , also liegt z auf der
Verbindungsgeraden von x und y (Lemma 1.7) . O



1.9 Korollar

Drei verschiedene Punkte z,y und z in A%(K) liegen genau dann auf einer
Geraden , wenn

1 1 1
det | z; y1 2z | =0 gilt.
T2 Y2 22

Beweis:

Die Aussage ist eine direkte Folge aus Proposition 1.8 .

1.10 Definition

Fiir z,y, 2 € K? definiere die alternierende Funktion [z,y, z] := det(z — 2,y — 2)

1.11 Satz

Drei Punkte z,y, 2 € K? liegen genau dann auf einer Geraden , wenn [z, y, 2] = 0
gilt.
Man sagt dann auch , dass die drei Punkte kollinear sind.

Beweis:
Schreibe z = <x1) Y = <y1> , 2= <21> € K? , dann gilt:
T2 Y2 22
1 1 1 1 1 1
det =det|z1 1 21
T Yy z
T2 Y2 22

—det (Y1 1) —get (U A1 + det 10

Yo 22 T2 22 T2 Y2
= Y122 — Y221 — T122 + T2 +T1Y2 — Tay1 = (21— 21) (Y2 — 22) — (v2 — 22)(y1 — 21)
= det (xl A un _Zl) :det(x—z,y—z) = [:c,y,z].

Ty — 22 Y2 — 22

Nun folgt die Aussage aus Korollar 1.9 .



1.12 Definition/Lemma

Es sei G := K? x GL(2,K) C Sym(K?) die Menge der Abbildungen der Form
f:K?—= K% o+ Mr+q mit M € GL(2,K) und q € K? .

Es ist G = K? x GL(2, K) das semidirekte Produkt der additiven Gruppe K2

mit der multiplikativen Gruppe GL(2,K) .

Man nennt G die affine Gruppe und die Elemente von G werden als affine
Transformationen bezeichnet .

Beweis:

Zunichst zeigen wir , dass K2 x GL(2, K) bzgl. Hintereinanderausfiihrung eine
Gruppe ist.

Sind (¢, M), (p, N) € G und sei z € K? | dann gilt

(. N) o (¢, M)(z) = (p, N)((g, M)(x)) = (p, N)(Mz +q)
=NMz+q)+p=(NM)x+ Nqg+p=(Nqg+p, NM)(x) .

Wir sehen , dass die Hintereinanderausfithrung zweier affiner
Transformationen wieder eine affine Transformation ist.

Das neutrale Element von G ist gegeben durch ( O> ,E5) , wobei Ey die 2 x 2

0
- Einheitsmatrix bezeichnet. Weiter ist zu einem Element (¢, M) € G das

Inverse gegeben durch (=M ~tq, M~1) .

Die Assoziativitdt erhélt man durch Nachrechnen .

Nun bleibt noch zu zeigen , dass es sich bei G um das semidirekte Produkt von
K? und GL(2,K) handelt . Es ist klar , dass die Menge der Translationen K2
und die Menge der bijektiven , linearen Abbildungen GL(2, K) jeweils
Untergruppen von G sind . Wir miissen nun zeigen , dass K2 sogar eine
normale Untergruppe von G ist. Sei dazu (¢, M) € G beliebig und

(p, E2) € K? eine Translation , dann gilt

(¢, M) o (p,Ez)o(q, M)~ = (¢, M)o(p,Ez)o(—M g, M)

=(Mp+q,MEy) o (—M~'q,M~") = (M(-M""q) + Mp+q,MM™1)
= (—q+ Mp+ q,E2) = (Mp, E») € K>.

Wir sehen also , dass K2 eine normale Untergruppe von G ist .

1.13 Lemma

(7) Durch eine affine Transformation wird eine Gerade wieder in eine Gerade
iiberfiihrt.

(74) Zwei Geraden A und B sind genau dann parallel zueinander, wenn die
Geraden f(A) und f(B) parallel sind fiir ein f € G.

10



Beweis:
(i) Ist A={a+au|a € K} =a+ Ku eine Gerade in A%(K) mit a € K? und
u e K*\ {0} . Fiir f = (¢, M) € G gilt dann:

f(A) = (g, M)(a+ Ku) = M(a+ Ku) +q¢= Ma+ q+ K(Mu) .

(43) Seien A und B parallel , also oBdA ist A= {a+ au | a € K} und
B={b+ pu|p € K}, dann gilt nach (3) :

f(A) =Ma+q+ K(Mu) und f(B) = Mb+q+ K(Mu) . Also sind f(A) und
f(B) parallel.

Sind dagegen f(A) und f(B) parallel , so sind nach dem gerade Gezeigten
fH(f(A)) und f~1(f(B)) parallel , d.h. es sind A und B parallel.

1.14 Bemerkung
Fir K =T, gilt: #(G) = ¢*(¢> = 1)(¢ — 1) .

Denn man hat ¢? Moglichkeiten eine Translation zu withlen und man hat
(¢*> — 1)(¢® — q) Moglichkeiten eine invertierbare 2 x 2—Matrix auszuwiihlen .

11



2 Zwei-und Drei-Punkt-Konfigurationen in A%(K)

Es ist klar , dass G = K? x GL(2, K) eine Operation auf P, definiert.

2.1 Lemma

Die affine Gruppe G operiert transitiv auf P, d.h. falls {z,y} und {u,v} zwei
2-Punkt-Konfigurationen sind , dann existiert ein A € G mit

{h(x), h(y)} = {u,0}.

Die Abbildung & ist nicht eindeutig bestimmt. Auf diesen Sachverhalt werden
wir im weiteren Verlauf von Kapitel 2 eingehen (siehe Proposition 2.6) .

Beweis: Wenden wir auf {x,y} € P, die affine Transformation

g := (—z,FE3) € G an, erhalten wir {g(z),9(y)} = {0,y — 2} mit y — z # 0.
Man findet leicht ein M € GL(2,K) mit M(y — x) = ey, setze dann f; :=
(0, M) o (—, E) € G. Dann gilt {f:(x), f(5)} = {0,e1}.

Dies kann man analog fiir {u,v} € P, machen, d.h. es gibt ein fo € G mit
{f2(u), f2(v)} = {0, e1}-

Wenn man nun h := f, ' o f; setzt , dann gilt {h(z), h(y)} = {u,v}.

2.2 Sprechweise
Eine 3-Punkt-Konfiguration {z,y, 2} in A?(K) mit [z,y, z] = 0 heifit kollinear.

2.3 Satz

Die affine Gruppe G operiert transitiv auf den nicht kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen.
Genauer: Sind {Z, g, 2} und {&@, 0, w} zwei nicht kollineare 3-Punkt-Konfigurationen,
dann exisitiert ein eindeutig bestimmtes h € G mit h(Z) = @ , h(gy) = 0 und
h(z)=w .

Beweis:

Sei {Z,y, 2} € P53 wie in Satz , wende die affine Transformation (—Z, Es) € G

an. Es gilt dann (=2, E»)(Z) =0, (=%, E2)(§) = y und (=%, E3)(Z) = 2z mit

y=y—2aund z:=2— 2.

Nun wollen wir ein M € GL(2, K) finden mit My = e; und Mz = es.

Fiir M = (¢1 2
asg

Gleichungssystem mit den 4 Unbestimmten «;, as, a3 und ay :

o1y + agys =1

a3y + agye =0

Q121 + Qipzg = 0

o321 + agze =1

Dies kann man schreiben als

mit o; € K (1 < < 4) erhdlt man folgendes

12



y1 y2 0 0
0 0 wn wu
z1 2z 0 0
0 0 zZ1 22

1 y2 0 0 a1
0 0 w1 w2||a
z1 2z 0 0 a3
0 0 zZ1 22 Qg

mit A =

_— o O =

Es gilt det A = (y221 — y122)(y122 — y221) # 0 (da y und z linear unabhéngig
sind, und dies folgt aus der Voraussetzung [Z, g, Z] = 0).
Daher ist dieses Gleichungssystem eindeutig losbar, d.h. M ist eindeutig
bestimmt. Auferdem ist M € GL(2, K), denn falls M nicht invertierbar wére,
wiren die Zeilenvektoren von M linear abhingig, d.h. man koénnte ein A € K
finden mit A (al) = <a3) .Dann wiirde aber gelten

a2 %
a3z + agze = Ma121 + agz9) = 1. Dies ist ein Widerspruch, also muss M
invertierbar sein.
Nun setze f := (0, M) o (-2, E2) € G , dann ist f eindeutig bestimmt und es
gilt f() =0, f(7) =1 und f(3) = es.

Dies kann man analog fiir {@, 9, w} € Ps machen, dann erhilt man ein
eindeutig bestimmtes g € G mit g(4) =0, g(0) = e; und g(w) = ez .

Setze nun h := g~' o f, dann ist h eindeutig bestimmt und erfiillt h(Z) = @ ,
h(g) = v und h(2) = .

O
2.4 Korollar
Die Fixgruppe einer nicht kollinearen 3-Punkte-Konfiguration {z,y, z} ist
isomorph zur Sj.
Beweis: Dies ist eine Folge aus Satz 2.3 .

O

2.5 Bemerkung

Fir K =, kann man nun auch eine explizite Formel fiir die Anzahl der nicht
kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen angeben. Sei dazu s := {z,y, z} eine nicht
kollineare 3-Punkt-Konfiguration , sei Gs die G—Bahn von s und sei G, die
Fixgruppe von s bzgl. G .

Es gilt #(G) = ¢*(¢*> — 1)(¢ — 1) (Bemerkung 1.14) und #(G5) = 6

(Korollar 2.4) , somit erhélt man folgendes Resultat:

Es gibt #(Gs)= £ = CC=DD picht Kollineare

3-Punkt-Konfigurationen.

13



2.6 Proposition

(7) Die Fixgruppe einer 2-Punkt-Konfiguration {z,y} ist fir K = Q,R oder C
unendlich .
(i) Fiir K = F, hat die Fixgruppe die Ordnung 2(¢®> — ¢) = 2q(q — 1) .

Beweis:

(7) Da Q,R und C unendlich viele Elemente enthalten, finden wir eine Folge
(zi)ien mit z; € K2, 2; # z; fiir i # j , wobei keines der Folgenglieder auf der
Verbindungsgerade von x und y liegt. Fiir jedes i € N erhélt man ein, durch
die Bedingungen f;(z) = =, fi(y) =y und f;(z1) = 2;, eindeutig bestimmtes
fi € G und diese sind alle verschieden voneinander (Satz 2.3) . Also gilt (7).

(#4) Die Verbindungsgerade von z und y enthilt ¢ Elemente , also gibt es noch
(¢> — q) Punkte a; € F2 (1 <i < n:=q¢* —q) mit [z,y,a;] # 0. Fiir jedes i
erhélt man ein , durch die Bedingungen g;(z) = « , g;(y) = y und g;(a1) = a; ,
eindeutig bestimmtes g; € G (1 <i < n) . Dies sind auch schon alle affinen
Transformationen , die z auf = abbilden und y auf y abbilden. Denn wenn wir
ein h € G betrachten , welches durch die Bedingungen h(z) = z , h(y) = y und
h(a;) = ai eindeutig bestimmt ist (1 <k <n, 2 <j <n) dann gilt oBdA
h(a1) = a, (r £k, 1 <r <n,r fest). Dann ist aber h = g,..

Dies kann man analog fiir h; € G machen mit h;(z) =y , h;i(y) = 2 und
h;(a1) = a; machen .

Also hat man insgesamt 2n = 2(¢%> — q) = 2q(q — 1) verschiedene affine
Transformationen , welche eine 2-Punkt-Konfiguration in sich selbst
iiberfiihren .

2.7 Bemerkung

Fiir K = F, konnen wir jetzt eine Formel fiir die Anzahl der 2-Punkt-Konfigurationen
in A%(K) angeben. Das Ergebnis sollte (q;) sein ( Bemerkung 1.6 ) .

Sei dazu s := {x,y} € P,. Dann ist #(Gs) = 2¢(q — 1) nach Proposition 2.6.
Also erhilt man folgendes :

Anzahl der 2-Punkt-Konfigurationen
3,2 _ 2/ 2 2
= #(Gs) = i(g) _ ¢ =D(g=1) _ ¢ (¢"=1) _ (qz) )

s 2q(q—1) 2

Es stimmt also das Ergebnis der kombinatorischen Uberlegung aus Bemerkung
1.6 iiberein mit dem Ergebnis der gruppentheoretischen Uberlegung .

Als letztes wollen wir in Kapitel 2 die kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen
untersuchen .
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2.8 Definition

Eine kollineare 3-Punkt-Konfiguration ist in Normalform , falls sie von der Form

{(8)(5) ’ (3)} ist, mit A € K\ {0,1} .

2.9 Lemma

(7) Jede kollineare 3-Punkt-Konfiguration {z,y, z} kann durch eine affine
Transformation in Normalform iiberfiihrt werden .

(1) Ist f € G eine affine Transformation , die f(z) = (8) und f(y) = (é)

erfiillt , so gilt f(z) = (S) fiir ein A € K\ {0,1} und X ist eindeutig bestimmt.

Beweis:

Es sei oBdA z = (8) (sonst wende Translation (—z, F3) € G an ). Wir finden
nun leicht ein M € GL(2,K) mit My = (é) .Da z,y und z auf einer Geraden

8 gilt ) sind y und z linear abhéngig , d.h. es existiert ein

eindeutig bestimmtes A € K \ {0,1} mit Ay = z. Also gilt Mz = M (\y)=
AMy = A <(1)> = (3) Also gilt (¢) und (7).

liegen (und z =

2.10 Lemma

Sei {x,y, 2} € P; eine kollineare 3-Punkt-Konfiguration .
(1) Fir K =T, existieren g(q — 1) verschiedene h € G mit h(x) =z , h(y) =y
und h(z) = z.

(i) Fir K = Q,R oder C existieren unendlich viele f € G mit f(x) =z,
fly)=yund f(z) =2 .

Beweis:

(#) Nach Beweis von Proposition 2.6 (i) gibt es g(¢ — 1) h; € G
(1<i<q(¢g—1)) mit hy(x) =z und hi(y) =y .

Wir zeigen nun , dass fiir ein solches h; schon h;(z) = z gilt .

Um dies zu zeigen nehmen wir an , dass fiir h;, € G folgendes gilt:
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hi(z) =z , hi(y) =y und h;(z) # z .

Nach 2.9 gibt es ein g € G mit g(z) = <8) ,9(y) = <(1)) und g(z) = (3) mit
A€ K\ {0,1} eindeutig bestimmt.

Andererseits betrachten wir die Konfiguration

{hi(x), hi(y), hi(2)} = {z,y, hi(2)} mit hi(z) # 2 .
Dann gibt es ein f € G mit

s = (g): ) = () wnd 7(nste) = (§) it e

Dies ist ein Widerspruch zu 2.9(ii) .Also gibt es insgesamt ¢(q — 1)
verschiedene affine Transformationen , die alle 3 Punkte auf sich selbst
abbilden.

(74) Folge aus 2.6 und dem im Teil (i) Gezeigten.

2.11 Proposition

Sei {Z, 7, 2} € Ps5 eine kollineare 3-Punkt-Konfiguration , dann gibt es hochstens
6 verschiedene Normalformen dieser Konfiguration.
Genauer: Ist f € G eine affine Transformation mit

£(#) = (8) (@) = (é) und f(3) = (3) mit A € K\ {0,1}. Dann hat man

folgende 6 moglichkeiten fiir die Normalform dieser Konfiguration :

9100 () 6)

2100 (). ()}
9 {)-6)-( )}
{0 () ()
7100)- () ()
o{(e)-G)- (o)}
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Beweis:

Die 6 Moglichkeiten erhélt man durch Vertauschen der Rollen von z,y und z
beim Uberfiihren in Normalform .

Setze z = f(7) = (8) yi= f(§) = <é> und = = f(3) = (3) .
Zu 1) Dies st klar.

Zu 2) Man betrachte hy := ((8) ) (1{))\ 1%\)) SHER

dann gilt hy(z) =2, h1(z) =y und hy(y) = (1/)\>.

Zu 3) Man betrachte hy :— ((8) , (01 01>) 0 ((01> , ((1) (1))) ca,

dann gilt ho(z) =y, he(y) = z und ho(z) = <1 6 >\> ‘

Zu 4) Man betrachte hg :— ((8) , (A;l ?1)) 0 ((‘01> , <(1) (1))) ca

1
dann gilt h3(y) =, h3(z) =y und h(z) = <16 ) .

Zu 5) Man betrachte hy := ((8) , <81 ‘})) o (<‘OA> , <(1) (1))) cG

dann gilt hy(z) =y , ha(z) = = und hy(y)

I
VR
>
o>«‘|
-
N———

Zu 6) Man betrachte hs := ((8) , (1(} 1?)) o ((‘OA) , (é ?)) caq

A
dann gilt hs(y) =y , hs(z) = 2 und hs(z) = | * 1) .

17



2.12 Definition

Zwei n-Punkt-Konfigurationen {z1,...,z,} und {y1,...,y,} in A%(K) heifen
affin dquivalent , falls es ein f € G gibt mit

{f(xl)v . 7f(xn)} :{ylv s ayn} .

2.13 Satz

Seien {z,y, 2z} und {u,v,w} zwei kollineare 3-Punkt-Konfigurationen . Es sei

{(8) , (é) , (3)} die eindeutig bestimmte Normalform von {z,y, z} , die

wir erhalten durch eine affine Transformation , die = auf <8) und y auf <(1))
abbildet.

Analog sei{ <8> , (é) , (g) }die eindeutig bestimmte Normalform von

{u,v,w}, die wir erhalten durch eine affine Transformation, die u auf (8) und

v auf (é) abbildet , dann gilt:

{z,y, z}und {u, v, w}sind affin dquivalent genau dann ,wenn
1 1oa=1 x| _ 1 1 p—1 .
{)\ax’l—/\7ﬂ77aﬁ} = {%ﬁal—%ﬂa%aﬁ} gilt .

Beweis:

Falls {x,y, 2z} und {u,v,w} affin 4quivalent sind , dann gibt es ein f € G mit
{f(z), fy), f(2)} = {u,v,w} . Also miissen die beiden Konfigurationen
dieselben Normalformen besitzen und somit miissen die beiden Mengen

iibereinstimmen (siehe Proposition 2.11) .

Falls {)\, %, 1-— ), ﬁ, ¥7 ﬁ} = {u, %, 1—p, ﬁ, #T_l’ ﬁ} gilt , dann
haben die beiden Konfigurationen dieselben Normalformen , d.h. sie sind affin
dquivalent .

2.14 Lemma
Sei K = Q oder R :

(i) Fiir A =2, % oder 1 gile : {A\ 1,1- 2 45,451 2} = {2, -1},

(if) Fiir A € K\ {0,1,~1,2, 3} ist die Menge {A, 1,1 X, 715, 255, 525 }
6-elementig .
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Beweis:

(¢) klar

(id) Da A € K\ {0,1,-1,2, 1} gilt , kann hochstens die Bedingung + =1 — X

dazu fiithren , dass die betrachtete Menge nicht 6-elementig ist .

Es ist % =1 — X dquivalent zu A2 — A\ +1 = 0. Da diese Gleichung in Q bzw.

in R keine Lésungen hat , muss die betrachtete Menge immer 6-elementig sein .

O

2.15 Lemma

Sei K = C dann gilt :
(i) Fiir A =2, Joder —1 gile : {A\ 1,1- A 5,451, 2} = 2,4, -1},

(i4) Fiir A = 3(1 +iv/3) oder A = 3(1 —iV/3) gilt
A R 2 = B0+ Ve 30 - iva))

(iii) Fiir A € K\ {0,1,-1,2, 3, 2(1+4v/3), (1 — iv/3)} ist die Menge

2
{)\7 51-X 5, %, %1} 6-elementig .

Beweis:

(4) klar.
(i) Betrachten wir wie im Beweis von 2.16 die Gleichung X ' =1 — X bzw.
X? - X +1=0mit X € C .Falls X diese Bedingung erfiillt , dann gilt

Somit ist die betrachtete Menge nur 2-elementig und enthélt die zwei eindeutig
bestimmten Nullstellen des Polynoms X2 — X + 1 € C[X].

Die Nullstellen dieses Polynoms sind %(1 +4v/3) und 1(1 —iv/3) .

(iii) Klar.

2.16 Lemma

F, enthélt genau dann die beiden nichttrivialen 3.Einheitswurzeln , wenn ¢ =
1(mod 3) gilt.
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Beweis:

Falls ¢ = 1(mod 3) gilt , dann sei @ € K ein primitives Element , d.h. es gilt
F = {a,...a7 =1}. Wenn man nu A := a5 setzt , dann gilt A #£ 1

und A3 = @971 =1, d.h. ) ist eine nichttriviale 3.Einheitswurzel.

Es ist klar , dass die zweite nichtriviale 3.Einheitswurzel \? ist .

Falls ¢ # 1(mod 3) gilt , dann kann es keine nichttriviale 3.Einheitswurzel
geben . Denn wenn wir annehmen , dass A € K eine solche Einheitswurzel ist ,
dann gilt \> = 1, wobei man X schreiben kann als A = o mit i € N,

i # k(g —1) fiir k € Z und fiir ein primitives Element oo € K. Dann hétte man
die Gleichung o = 1 = 4= D+m(a=1) mit m € Z und somit miisste gelten :
3i=(m+1)(g—1). Wegen i # k(g — 1) kann m + 1 nicht durch 3 teilbar sein
und wegen g # 1(mod 3) ist ¢ — 1 nicht durch 3 teilbar , also hat man einen
Widerspruch .

2.17 Lemma

Sei K =F, , dann gilt :
Es gibt A\,A2 € K mit /\% =1— )\ bzw. /\% = 1 — A9 genau dann , wenn
q = 1(mod 3) gilt .

Beweis:

Falls ¢ = 1(mod 3) gilt, dann seien pjund ps die beiden nichttrivialen
3.Einheitswurzeln, die in K enthalten sind (Lemma 2.16) .

Betrachten wir nun das Polynom X? — X + 1 € F,[X], dann gilt :

(X +p1)(X +p2) = X2+ (pa + p2) X +papo = X> - X +1.

Setzen wir nun A\; := —pq und A9 := —ps , dann sind Ay und A die Nullstellen
von X% — X + 1 € F,[X] und erfiillen somit

%1:1—)\1bZW. %2:1—)\2.

Falls ¢ # 1(mod 3) gilt , dann enthilt K nicht die beiden nichttrivialen
3.Einheitswurzeln , also kann X2 — X + 1 € F,[X] keine Nullstellen haben .

O

2.18 Lemma

Es ist 2" = 1(mod 3) genau dann, wenn r € N gerade ist .
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Beweis:

Sei r gerade , schreibe daher r = 2n fiir ein n € N . Wir fithren den Beweis
durch Induktion nach n € N .

Fiir n = 1 erhalten wir 7 = 2 und sehen , dass 4 = 1(mod 3) gilt .

Nehmen wir an , dass fiir n > 2 gilt : 2" = 22" = 1(mod 3), d.h. es gibt ein

k € Z mit 22" =3k + 1.

Dann gilt 22"+1) = 43k 4+ 1) = 12k +4 =3k +3+1=3(k+ 1)+ 1 (k := 4k) .
Also gilt 22(*+1) = 1(mod 3) .

Nehmen wir dagegen an , dass r € N ungerade ist , kdnnen wir r schreiben als
r=2n+ 1 fir n € N. Wir zeigen nun durch Inudktion nach n , dass fiir alle
n € N gilt: 227+ = 2(mod 3).

Fiir n = 1, also r = 3, sehen wir , dass 2% = 8 = 2(mod 3) gilt .

Nehmen wir nun an , dass fiir n > 2 gilt: 227*! = 2(mod 3) , d.h. es gibt ein
k € Z mit 22"t = 3k + 2, dann gilt

22nt1)+1 — . 92+ — 4(3k +2) = 12k +8 =3k + 6 +2 = 3(k +2) + 2

(k: = 4k) . Also gilt 22("+D+1 = 2(mod 3) .

2.19 Proposition
(¢) Sei K =F, mit char(K) # 2,3 und ¢ = 1(m0d 3) :

1)FﬁrA:2,§oder—1gﬂt:{A,;,1 A A5 2} = {24 -1

2) Fiir/\l,/\geKmit)\ =1— )\ bzw. —2—1—/\2g11t

1 _ 1 A1—1 A1

{)\17A171 )‘171,)\11 1 7)\1,1}

_ 1 1 Ao—1 A _

- {)\Qagal_)‘27 T—Xg’ 2)\2 7)\231} - {)‘17)‘2}

3) Fﬁr)\éK\{O,l,— ,2,)\1,)\2}ist die Menge

{)\, 1= 25, 28, /\—} 6-elementig .

(43) Sei K =T, mit char(K) # 2,3 und ¢ # 1(mod 3) :
1) Fiir A =2, Joder —1gilt : {3, £,1- A 15,258, 25 b = (2.4, -1},

DY PT=x? A 7 A-1

2) Fir A€ K\ {0,1,-1,2, 3} gile :{ A, 1 - A, 5, 452, 25 | st
6-elementig.
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(iii) Sei K = Far mir 7 € N .
1) Fiir A =2 =1 = —1 gilt - {A,§,1—)\,11 ,M,ﬁ}z{z}.

—
|
>
>

2) Fiir A € K \ {0,1,2} gilt : {/\, L1 L, a5, ﬁ} ist 6-elementig .

(iv) Sei K = Fyr mit 7 € N und r gerade .
1) F{ir)\l,)\geKmitizl—)\l bzw. )\%:1—)\2gilt:
1 1 M—1 A
{Alvflvl_)‘laﬁal)\ilaﬁ}

_ 1 1 Ag—1 X _
- {)\27 Ea]- - )\27 T—X3° 3\2 ) )\231} - {)\17)‘2}

2) Fiir A € K \ {0,1, A1, Ao} ist die Menge {/\, L1, 4L, ﬁ}

6-elementig .
(v) Sei K = For mit » € N und r ungerade .

Fiir alle A € K\ {0,1} ist die Menge {/\, %, 1— )\ L, 2L ﬁ} ist

6-elementig .

Beweis: Die Aussagen folgen aus den vorangegangenen Lemmata und unter
Beachtung der Charakteristik der jeweiligen Korper.

O

2.20 Proposition

Sei K = Q oder R:

Es gibt unendlich viele Bahnen von kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen in
A%(K).

Genauer : Es gibt genau eine Bahn , in der es moglich ist die Konfigurationen
wieder in sich selbst zu iiberfithren durch eine affine Tansformation , die zwei
der drei Punkte vetauscht und den dritten Punkt fixiert .

Dabei sind die zwei Punkte , die man vertauschen kann, ohne die Konfiguration
zu verdndern , eindeutig bestimmt .

In den anderen Bahnen ist es nur moglich die Konfigurationen wieder in sich
selbst zu iiberfithren, indem jeder der drei Punnkte wieder auf sich selbst abge-
bildet wird (siehe Lemma 2.10) .
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Beweis:

Ein Représentant fiir die Bahn , in der es moglich ist 2 Punkte zu vertauschen,
ohne die Konfiguration zu verdndern , ist

{(E: (8) Y = (é) , 2= (g)} EP?,, es ist also A\ =2 (mlt dem )\ aus 211) )

Hier gilt A\ = ﬁ , dies bedeutet , dass es ein f € G gibt mit f(z) = z,
x .

fly) =y und f(2)

So erfiillt 2.B. f := ((8) , (1(} 1?)) o ((‘OA> , ((1) (f)) ca

(mit A := 2) diese Bedingungen . (siehe Beweis von Proposition 2.11 )
Dies ist allerdings die einzige Permutation der Punkte z,y und z, die man durch
eine affine Transformation durchfiihren kann

denn 1,1 — X\, =, 2L £ 2 fiir A =2) .
by =2 A

Nun zu Begriindung warum es nur eine solche Bahn gibt. Wir wissen nach
Lemma 2.9 ,dass wir jede kollineare 3-Punkt-Konfiguration in Normalform
iiberfithren kénnen , also kénnen wir oBdA die Konfiguration

{<8) , (é) , (g)} mit p # 0,1 betrachten . Wenn diese Konfiguration nicht

in der obigen Bahn liegt , muss p # 2, 2, —1 gelten (wegen 2.14 (i)) . Dann

sind nach 2.14 (i7) aber alle 6 Normalformen von

{(8) , (é) , (g)} verschieden , d.h. fiir eine solche Konfiguration ist es

nicht moglich nichttriviale Permutationen der drei Punkte vorzunehmen . Also
ist die Bahn mit dem Représentanten

{z = <8) Y = (é) , 2= (g) } € P5 die einzige Bahn mit dieser Eigenschaft .

Es bleibt noch zu zeigen , dass es unendlich viele Bahnen von kollinearen
3-Punkt-Konfigurationen gibt. Sei dazu

0 1 A1 . .
51 = {(O) , (0> , (0>} € Py mit Ay € K\ {0,1,—1,2, 3}, dann wihle

{6 (5 o

)\2 € K\ {Oala_172a %a)‘la %171 - )‘la ﬁa )\1>\:1’ )\f\il}'
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Dann liegen s; und s3 nicht in einer Bahn (Satz 2.13 ). Wenn wir dann

55 :={<8),(é>7(%3>}epg mit A; € K, As #

{o, 1,2, 3, A0, 2, 1= A 2, AL, A a L1 - g, e, 235 Qil}
wéhlen , ist s3 nicht affin dquivalent zu sjund ss.

Es ist klar ,dass man dieses Verfahren unendlich oft fortsetzen kann , da Q
bzw. R unendlich viele Elemente besitzen . Daher gibt es unendlich viele

Bahnen .

2.21 Proposition

Sei K =C.

Hier ist alles wie in Proposition 2.20 bis auf den Unterschied , dass es zusétzlich
eine eindeutig bestimmte Bahn gibt , in der man die 3-Punkt-Konfigurationen
wieder in sich selbst iiberfiihren kann durch affine Transformationen , die
zyklische Permutationen der 3 Punkte bewirken .

Ein Reprisentant fiir diese Bahn ist die Konfiguration

e (9= ()= (3)) e romion = 40481

Beweis:

Betrachten wir {ac = (8) Y= (é) V2= (i‘;)} € P mit A\ := %(1 +1iv/3) .

Es gilt A\; = 1JA1 = Al}\f. (siche Lemma 2.15 ) .

Man kann nun die affine Transformation

fi (<8)<A;—1 0 >)o(<_01>,((1) ?))GGauf{z,y,z}anwenden,

A1—1
dann gilt

fily) =z, fi(z) =y und fi(z) = (1—(}) _ <A01) _ .

Dies entspricht der zyklischen Permutation (zyz)? = (zzy) .

Andererseits kann man auch die affine Transformation

£ =(<8)(§01 31))0((31>,<(1) ?))eGauf {2y, 2} anwenden ,

dann gilt '
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f2(z) =y, f2(z) = 2 und fo(y) = (Aiofl) _ (/})1) _ .

Dies entspricht der zyklischen Permutation (zyz) .

Ein weiterer Reprisentant dieser Bahn ist die Konfiguration
{<8> , <é> , (AO?>} mit A := (1 —iv/3) (Lemma 2.15 (ii) )

Dies ist auch die einzige Bahn , in der man zyklische Permutationen der drei
Punkte vornehmen kann . Denn fiir alle Konfigurationen ,

die eine Normalform {(8) , (é) , (g)} mit g #£1(14iv/3), (1 —iv3)

haben ,sind wir entweder in der Situation , dass man keine nichttriviale
Permutationen der 3 Punkte durchfiihren kann , oder dass man nur zwei
Punkte vertauschen kann (vgl. Lemma 2.15 ) .

2.22 Satz
(¢) Fir K =F, mit char(K) # 2,3 und ¢ = 1(mod 3) gilt:

o Es gibt q%? Bahnen mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen , welche
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) haben .

e Es gibt genau eine Bahn mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen ,
welche Fixgruppen der Ordnung 2¢(q — 1) haben .

e Es gibt genau eine Bahn mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen ,
welche Fixgruppen der Ordnung 3¢(q — 1) haben .

(i) Fir K =T, mit char(K) # 2,3 und ¢ # 1(mod 3) gilt:

o Es gibt ‘%5 Bahnen mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen , welche
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) haben .

e Es gibt genau eine Bahn mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen |,
welche Fixgruppen der Ordnung 2¢(q — 1) haben .

(#it) Fir K = F3r (r € N) gilt :

o Es gibt (I;G‘D’ Bahnen mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen , welche
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) haben .

o Es gibt genau eine Bahn mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen ,
welche Fixgruppen der Ordnung 6¢(q — 1) haben .
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(iv) Fiir K = For mit r € N und r gerade gilt :

o Es gibt q—g‘l Bahnen mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen , welche
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) haben .

o Es gibt genau eine Bahn mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen |,
welche Fixgruppen der Ordnung 3¢(¢ — 1) haben .

(v) Fiir K = Fy» mit » € N und r ungerade gilt :

o Es gibt % Bahnen mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen , welche
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) haben .

Beweis:

1) Da ¢ = 1(mod 3) gilt , gibt es A1, € K mit L =1—bzw. £ =1- X\
g g bY X2
( Proposition 2.19 ) .

Betrachten wir die Konfiguration {ac = (8) Y = (é) , 2= (/})1> } )

dann sehen wir , dass diese Konfiguration ein Représentant der eindeutig
bestimmten Bahn ist , in der wir zyklische Permutationen der drei Punkte
vornehmen kénnen ( wie im Beweis von 2.21 ).

Mit Hilfe von Lemma 2.10 folgt nun , dass {z,y, 2z} eine Fixgruppe der
Ordnung 3¢(g — 1) hat.

Die Konfiguration { (8) , (é) , <§> } ist ein Reprasentant fiir die einzige

Bahn, in der die Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung 2¢(¢ — 1) haben
(wie im Beweis von 2.20 ).

Kommen wir nun zu den Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(q — 1) . Alle
Konfigurationen , die in dieser Bahn liegen , miissen 6 echt verschiedene
Normalformen haben ; denn dann kann man keine nichtrivialen Permutationen
der drei Punkte vornehmen und somit haben sie Fixgruppen der Ordnung

q(¢ — 1) ( Lemma 2.10 ).

Dass solche Bahnen existieren , folgt aus Proposition 2.19(4),3),

es muss allerdings noch gezeigt werden , dass es genau %7 solche Bahnen gibt.
Dazu betrachten wir die Konfiguration

S1 :_{ (8) , <(1)) , <l61)} . Damit s; eine Fixgruppe der Ordnung
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q(g — 1) hat , muss gelten p; € K\ {O, 1,-1,2, %7/\17)\2} , d.h. man hat

(¢ — 7) Moglichkeiten zur Wahl von p;. Da s; dann 6 verschiedene
Normalformen hat , hat man noch (¢ — 7) — 6 Mdoglichkeiten ps zu wihlen

damit s ::{ (8) , (é) , (%2)} eine Fixgruppe der Ordnung ¢(q — 1) hat

und nicht in einer Bahn liegt mit s .

Damit hat man fiir die Wahl von s, ::{ (8) , (é) , (MO")} noch

(g —7) — 6(n — 1) Moglichkeiten damit s,, eine Fixgruppe der Ordnung
q(g¢ — 1) hat und nicht in einer Bahn mit sq,...s,_1 liegt .

Mit dieser Uberlegung folgt , dass es genau %7 solche Bahnen gibt .

(#4) Dass es genau eine Bahn mit Fixgruppe der Ordnung 2¢(¢ — 1) gibt , folgt
wie in Beweis von 2.20 .

Da ¢ # 1(mod 3) gilt , gibt es keine Bahn mit Fixgruppe der Ordnung

3q(¢ — 1) ( Prop. 2.19(4) ).

Nun zu den Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) . Man hat ¢ — 5
Moglichkeiten v zu wihlen

damit {(8) , (é) , (g)} 6 verschiedene Normalformen hat ,

némlich v € K\ {0,1,-1,2,3} .

Man erhilt mit der selben Uberlegung wie in (i) also ‘I;65 solche Bahnen .

(#it) Die Konfiguration {(8) , (é) , (g)} ist ein Représentant fiir die einzige

Bahn , in der die Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung 6¢(¢ — 1) haben
(Proposition 2.19(ii7) ).
Nun zu den Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) . Die Konfiguration

{(8) , (é) , (g)} hat 6 verschiedene Normalformen fiir
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pe K\ {O, 1,2=-1= %} , d.h. man hat ¢ — 3 Moglichkeiten p zu wahlen

damit { (8) , (é) , (g) } eine Fixgruppe der Ordnung ¢(q — 1) hat .

Mit der gleichen Uberlegung wie in (i) , erhélt man % solche Bahnen .

(iv) Es gibt A1, A € K mit = =1 — Abzw. & =1
(Proposition 2.19(iv) ) .

Daher gibt es genau eine Bahn mit Fixgruppe der Ordnung 3¢(q — 1) (genau
wie im Beweis von 2.21 )
Man hat ¢ — 4 Moglichkeiten p zu wéhlen damit

{<8> , ((1)> , (g)} eine Fixgruppe der Ordnung ¢(q — 1) hat .

Mit der gleichen Uberlegung wie in (i) erhilt man also %4 solche Bahnen .

(v) Mit Hilfe von Proposition 2.19(v) sieht man , dass jede Konfiguration 6
: . 1 1A=l _)

verschiedene Normalformen hat , da die Menge {A, 1= =5 ﬁ}

fiir alle A € K\ {0,1} 6-elementig ist .

Daher muss es % Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) geben .

Zum Abschluss des Kapitels , wollen wir fiir alle 5 Félle , die in Satz 2.22
behandelt wurden , ein Beispiel betrachten .
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2.23 Beispiele

Zu 2.22(i) : Wir betrachten K = F, mit ¢ = 5% =25 .
Kombinatorische Uberlegung liefert : Es gibt ¢(q + 1) (#) =25-26- (235) =
1495000 kollineare 3-Punkt-Konfigurationen

Nun mit Hilfe von Satz 2.22 :

e Es gibt genau eine Bahn mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen , welche
Fixgruppen der Ordnung 2¢(g — 1) haben . Sei s; ein Représentant dieser
Bahn , dann gilt

G 3(¢2—1)(qg—1 2(g?-1
(@) = il = S < N < 500

e Es gibt genau eine Bahn mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen , welche
Fixgruppen der Ordnung 3¢(q — 1) haben . Sei sy ein Représentant dieser
Bahn , dann gilt

G 3 2_1 1 2 2_1
#(Gsa) = 2y = LD — LD 130000

e Es gibt %7 = 3 Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(q — 1) . Waihle
S3, 84, S5 aus den 3 verschiedenen Bahnen , dann gilt

#(Gsi) = £ = TLLDEED — g2(g2 — 1) = 390000 (3<i <5)

Also gibt es insgesamt 195000 + 130 000 + 3 - 390 000 = 1495 000 kollineare
3-Punkt-Konfigurationen .

Zu 2.22(ii): Wir betrachten K = F, mit ¢ = 5% = 125
Kombinatorische Uberlegung liefert : Es gibt 125 - 126 - ('3°) = 5004 562 500
kollineare 3-Punkt-Konfigurationen .

e Es gibt genau eine Bahn mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen , welche
Fixgruppen der Ordnung 2¢(g — 1) haben . Sei s; ein Représentant dieser
Bahn , dann gilt

G 3(¢®>—1)(g—1 2(¢®-1
#(Gsr) = oy = DGO = 02D — 192062500 .

o Es gibt % = 20 Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(q — 1) . Wihle
je ein Element aus diesen Bahnen ( s3,..., 821 ) , dann gilt

#(Gs;) = AL = TV — (2 1) = 244125000 (2 < i < 21)

Also gibt es insgesamt 122 062500 + 20 - 244 125000 = 5004 562 500 kollineare
3-Punkt-Konfigurationen .
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Zu 2.22(iii): Wir betrachten K = F, mit ¢ = 3% = 27 .
Kombinatorische Uberlegung liefert : Es gibt 27 - 28 - (%) = 2211300
kollineare 3-Punkt-Konfigurationen .

Mit Hilfe von Satz 2.22 :

o Es gibt genau eine Bahn mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen , welche
Fixgruppen der Ordnung 6¢g(g — 1) haben . Sei s; ein Représentant dieser
Bahn , dann gilt

(<) I €' O] (' Dk C et ) O
#(Gs1) = ey = Sy = =88452.

e Es gibt q;ﬁ?’ = 4 Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(q — 1) . Wihle
je ein Element aus diesen Bahnen ( s3,...,s5 ), dann gilt

#(Gs;) = J?éfb = qs(q;(j;l_)f‘)ﬂ) =q*(q*—1)=530712 (2<i<5)

Also gibt es insgesamt 88452 + 4 - 530712 = 2211 300 kollineare
3-Punkt-Konfigurationen .

Zu 2.22(iv): Wir betrachten K = F, mit ¢ = 26 =64 .

Kombinatorische Uberlegung liefert : Es gibt 64 - 65 - () = 173322240
kollineare 3-Punkt-Konfigurationen .

Mit Hilfe von Satz 2.22 :

o Es gibt genau eine Bahn mit kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen , welche
Fixgruppen der Ordnung 3¢g(¢ — 1) haben . Sei s; ein Représentant dieser
Bahn , dann gilt

3.2 _ 2/ 2
#(Gs1) = gty = T — =l — 5501040 .

e Es gibt % = 10 Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(q — 1) . Wihle
je ein Element aus diesen Bahnen ( s3,...,s11 ) , dann gilt

#(Gs;) = 2O = CW D@D 22 1) = 16773120 (2< i < 11)

q(g—1)

Also gibt es insgesamt 5591040 + 10 - 16 773 120 = 173 322 240 kollineare
3-Punkt-Konfigurationen .

Zu 2.22(v): Wir betrachten K = F, mit ¢ = 27 = 128
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Kombinatorische Uberlegung liefert : Es gibt 128 - 129 - (158) = 5636800512
kollineare 3-Punkt-Konfigurationen .

Mit Hilfe von Satz 2.22 :

e Es gibt % = 21 Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(q — 1) . Wihle
je ein Element aus diesen Bahnen ( s1,...,821 ) , dann gilt

#(Gsi) = O = L DO 22 1) = 968419072 (1 < i < 21)

Also gibt es insgesamt 21 - 268419 072 = 5636 800 512 kollineare
3-Punkt-Konfigurationen .
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3 Vier-Punkt-Konfigurationen in A%(K)

3.1 Definition

Seien s und t zwei 4-Punkt-Konfigurationen. Wir betrachten im Folgenden die 6
Verbindungsgeraden der 4 Punkte von s( bzw ¢ ). Nach Lemma 1.4 wissen wir,
dass Parallelitéit eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Geraden definiert.
Sei nun n( bzw. n; ) die Anzahl der verschiedenen Aquivalenzklassen bzgl.
dieser Aquivalenzrelation , die von den Verbindungsgeraden der Konfiguration
s ( bzw. t ) getroffen werden.

Weiter sei mg(bzw m; ) diejenige Partition der 6 , die die Verteilung der
Verbindungsgeraden von s ( bzw t ) auf die getroffenen Aquivalenzklassen
beschreibt.

Dann heiffen s und ¢ kombinatorisch dquivalent , falls ny = n; und falls die
Partitionen m, und m; iibereinstimmen.

3.2 Lemma

Py zerfillt in 5 Aquivalenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation “kombinatorische
Aquivalenz” :

1. Alle 6 Verbindungsgeraden sind verschieden voneinander und alle 6 Verbindungs-
geraden sind paarweise nicht parallel zueinander. Wir sagen die 4-Punkt-
Konfiguration ist in allgemeiner Lage .

2. Alle 6 Verbindungsgeraden sind verschieden voneinander und es gibt genau
ein Paar paralleler Geraden .Wir sagen die 4-Punkt-Konfiguration ist vom
Typ o .

3. Alle 6 Verbindungsgeraden sind verschieden voneinander und es gibt genau
zwei Paare paralleler Geraden .Wir sagen die 4-Punkt-Konfiguration ist
vom Typ 3 .

4. Von den 6 Verbindungsgeraden erhilt man nur 4 echt voneinander Ver-
schiedene . Diese 4 Geraden sind paarweise nicht parallel zueinander .
Wir sagen die 4-Punkt-Konfiguration ist vom Typ « . Dies ist der Fall ,
wo drei der vier Punkte auf einer Geraden liegen .

5. Von den 6 Verbindungsgeraden stimmen alle {iberein. Dies ist die Situa-
tion, wo alle 4 Punkte auf einer Geraden liegen. Solche Konfigurationen
nennen wir kollineare 4-Punkt-Konfigurationen.

Beweis:

Falls s; € Py in allgemeiner Lage ist , dann gilt
ng, =6undms, =1+1+1+1+14+1.
Falls so € Py vom Typ « ist , dann gilt ns, =5 und ms, =24+14+1+1+1.
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Falls s3 € P, vom Typ 3 ist , dann gilt n,, =4 und me, =2+2+1+1.
Falls s4 € P, vom Typ ~ ist , dann gilt ng, =4 und ms, =3+1+141.
Falls s5 € P, kollinear ist , dann gilt ng, =1 und mg, = 6.

Durch scharfes Hinsehen erkennt man , dass dies alle Aquivalenzklassen sind.

O
3.3 Lemma
Affine Aquivalenz impliziert kombinatorische Aquivalenz .
Beweis:
Definition 3.1 und Lemma 1.13 .
O

3.4 Bemerkung

Mit Lemma 3.2 und Lemma 3.3 sieht man , dass P, bzgl. der Operation der
affinen Gruppe in mindestens 5 Bahnen zerfallt .

3.5 Lemma

Seien x,7,z € K2 und ist 7 eine Permutation von z,y, z , so gilt:

[7(x), 7(y), 7(2)] = sgn(m)[z,y, z] (vgl. Definition 1.10 ).

Beweis:

Nachrechnen.

3.6 Lemma

Seien x,y,z € K? . Fiir jede affine Transformation f = (¢, M) € G gilt:
[f(2), f(y), f(2)] = det(M)[z,y, 2] .

Beweis:
1 1 1

Es gilt [z,y,2] =det | x1 41 21 | ( siehe Beweis von 1.11 ).
T2 Y2 22
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1 1 1
Weiter gilt det (x1 Y1 zl) = det (yl Z1> — det (m z1> ©det <x1 y1>
Y2 22 T2 22 To Y2
T2 Y2 22

= det(z,y) + det(y, z) + det(z, x) .

Somit erhalt man
[f(2), f(y), [(2)] = [Mx + q, My + q, Mz + q] = [Mx, My, M 2]

= det(Mz, My) + det(My, M z) + det(Mz, Mx)

= det(M (il yl)) + det(M <y1 zl)) + det(M (Zl xl))

2 Y2 Y2 22 Z2 X2

=det M (det(z,y) + det(y, z) + det(z,z) = det Mz, y, 2] .

3.7 Satz

Sei {z,y, z,a} eine nicht kollineare 4-Punkt-Konfiguration und nicht vom Typ

v . Ist dann f = (g, M) € G , mit f(z) = (8) ) = ((1)) und f(z) = G)

gegeben , so gilt
_ [ —[z,z,q] [z,y,a]
fa)= (T2 Ba).
Beweis:

f(a) ist wohldefiniert , da = , y und z nach Voraussetzung nicht auf einer
Geraden liegen und somit [x,y,z] # 0 ( Satz 1.11 ) .

Wir betrachten nun f = (¢, M) € G wie in Satz , ein solches f exisitert nach
Satz 2.2 . Es gilt nun :

(00l = ) £ 11 = 1(0)  (5) - (1) =1
Also gilt det M = [z,y, 2]~ .

Weiter gilt [(8) , (é) , fla)] = det (_Z; 1‘{?) = dy mit (Z;) = f(a).
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Andererseits gilt [(8) , (é) , f(a)] = det M[x,y,a] = Ezﬂ , o =%§;’iﬂ

Betrachte [<8> , <(1)> , f(a)] = —ay, andererseits gilt auch

0 0 T,z,a ~ —[z,z,a
[(O> , (1) ,fl@)] =det Mz, z,a] = %yz% , also a7 = [L,Q,Z]] .

3.8 Definition

Sei {z,y, z,a} eine nicht kollineare 4-Punkt-Konfiguration und nicht vom Typ
~ . Dann ist die Konfiguration in Normalform , falls sie von der Form

{0): () () p o mnc e {(3)-(6) ()

3.9 Korollar ( Zu Satz 3.7 )

Sei {z,y, z,a} € P, wie in 3.7, dann hat man 24 Mdglichkeiten diese Konfigura-
tion in Normalform zu iiberfiithren. Hierbei erhilt man fiir Q4 folgende Punkte:

1) Fiir das ,durch die Bedingungen fi(z) =0, f1(y) = e1 und f1(z) = eq,
eindeutig bestimmte f; € G gilt

— _[xvzva] [xvyva] — (1)
file) = (a2 pad) = Q.

2) Fiir das ,durch die Bedingungen f2(z) =0, fa(y) = ex und fa(2) = ey,
eindeutig bestimmte f, € G gilt

. z,y,a —[x,z,a _ (2)
fala) = (fre} f5egt) = Q.

3) Fiir das ,durch die Bedingungen f5(z) = e1, f3(y) = 0 und f3(z) = e,
eindeutig bestimmte f3 € G gilt

_ (lwzal  [zya]) _ HB)
fle) = (24 o) = Q.

4) Fiir das ,durch die Bedingungen fy(x) = eq, f4(y) = 0 und f4(2) = ey,
eindeutig bestimmte f; € G gilt

~ ([zy.a zal . H4)
fala) = (L‘ZZ% {gyZD I
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5) Fiir das ,durch die Bedingungen f5(z) = e1, f5(y) = e2 und f5(z) =0,
eindeutig bestimmte f5 € G gilt

_ (lwmd  —lezd) _ o0
f5(“)—<[z,y,z1 [w,y,z1>— i

6) Fiir das ,durch die Bedingungen fg(z) = es, fs(y) = e1 und fs(z) =0,
eindeutig bestimmte fg € G gilt

—|z,z,a ,Z,a 6
fﬁ(a) = ( [a[z,y,z]] {Z,y,z%) = 4(1)

7) Fiir das ,durch die Bedingungen f7(a) =0, f7(y) = e1 und f7(z) = eq,
eindeutig bestimmte f; € G gilt

_ (lmza] ) _ o™
f7(x)—([y,z,a1 [y,z,aJ)— il

8) Fiir das ,durch die Bedingungen fs(a) =0, fs(y) = e2 und fs(z) = eq,
eindeutig bestimmte fg € G gilt

—\|x,y,a x,z,a 8
fs(@) = (Tz[ffa]] L,a}) = Q.

9) Fiir das ,durch die Bedingungen fy(a) = e1, fo(y) =0 und fy(z) = ea,
eindeutig bestimmte fq € G gilt

_ (lwe]  —lwd) _ H©)
fg(””)—([y,z,al [y,zﬁa])— i

10) Fiir das ,durch die Bedingungen fig(a) = e2, fio(y) = 0 und fio(2) = ey,
eindeutig bestimmte f15 € G gilt

fio(z) = <_[o:,y7a] [Ly,z]) _ ilo)‘

ly;z,a]  [y,2.4]

11) Fiir das ,durch die Bedingungen f11(a) = e1, f11(y) = e2 und f11(z) =0,
eindeutig bestimmte fi; € G gilt

T,Y,2 T,z,a 11
fute) = (B4 Bf) - ol

12) Fiir das ,durch die Bedingungen fi2(a) = es, fi2(y) = e1 und fi2(z) =0,
eindeutig bestimmte f15 € G gilt

x,z,a x,Y,2 12
fole) = (zaf faf) =

13) Fiir das ,durch die Bedingungen fi5(z) =0, fis(a) = e; und fi3(z) = ea,
eindeutig bestimmte fi3 € G gilt
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—lz,y,z T,y,a 13
fo) = (T fredf) = Qi

14) Fiir das ,durch die Bedingungen fi4(xz) =0, fi4(a) = ez und fi14(z) = eq,
eindeutig bestimmte fi14 € G gilt

z,y,a —z,y,z 14
fia(y) = (7{962&% [L,zgfa*]]) = Q.

15) Fiir das ,durch die Bedingungen f15(z) = e1, fi5(a) =0 und fi5(z) = ea,
eindeutig bestimmte fi5 € G gilt

,2,Q T,y,a 15
fis(y) = (% %) = z(l )

16) Fiir das ,durch die Bedingungen fi(x) = ez, fig(a) =0 und fi6(z) = eq,
eindeutig bestimmte f15 € G gilt

Fol) = (e frzgf) = Q.

17) Fiir das ,durch die Bedingungen fi7(x) = e1, fi7(a) = e und fi7(2) =0,
eindeutig bestimmte fi7 € G gilt

\Z,a —|z,y,z 17
frly) = (g glml) = Q7.

18) Fiir das ,durch die Bedingungen fis(x) = es, fis(a) = e; und fi5(z) =0,
eindeutig bestimmte fig € G gilt

 (—[wy,e Z,a]\ _ ~(18)
fis(y) = ( [o[c,z?,Ja]] {i%‘ﬁ) = Qi

19) Fiir das ,durch die Bedingungen fi9(z) =0, fi9(y) = e1 und fi9(a) = eq,
eindeutig bestimmte f19 € G gilt

_ (lmza]  [ewe]) (9
f19(2)—([w,y,a] [z,ym)— i

20) Fiir das ,durch die Bedingungen foq(z) = 0, fa0(y) = e2 und foo(2) = ey,
eindeutig bestimmte foq € G gilt

x,Y,2 x,z,a 20
fole) = (Bt fsaf) =@

21) Fiir das ,durch die Bedingungen fo1(z) = e1, f21(y) = 0 und fo1(a) = ea,
eindeutig bestimmte fo; € G gilt

—ly,z,a T,Y,2 21
f21(z) = ( [x[?fy,a]] %m,i,a%) = 4(1 )

22) Fiir das ,durch die Bedingungen fos(z) = €2, fa2(y) = 0 und foo(a) = e,
eindeutig bestimmte foy € G gilt
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x,Y,2 —ly,z,a 22
fa(e) = (B P5a) = o

23) Fiir das ,durch die Bedingungen fo3(2z) = €1, fa3(y) = e2 und foz(a) =0,
eindeutig bestimmte fo3 € G gilt

_ [ —ly,z,q] [z,z,a] \ _ ~(23)
Pz = (sl ff) = 0.

24) Fiir das ,durch die Bedingungen fou(z) = e3, fos(y) = e1 und fos(a) =0,
eindeutig bestimmte foq € G gilt

_ ([mza]  —lema) _ @0
fa(z) = (f2e] =) = QY.

Beweis:

Die 24 Moglichkeiten erhélt man durch Vertauschen der Rollen von x, y, z und
a beim Uberfithren in Normalform . '
Die Charakterisierung der Punkte fo) ergibt sich aus Satz 3.7 und Lemma 3.5.

O

3.10 Korollar

Seien {z,y, z,a} und {u,v,w, b} wie in Satz 3.7 und seien QS), cey Qfl24) ( bzw.
Rfll), el Rf‘l) ) , die in Korollar 3.9 angegebenen Punkte fiir {x,y, z,a} ( bzw.
{u,v,w,b} ), dann gilt

{z,y,z,a} und {u,v,w,b} sind affin Aquivalent genau dann, wenn

{ij%..., f‘”} _ { f),...,Rf“)}gﬂt .

Beweis: klar .

3.11 Notation

Seien x,y € K? , dann soll die eindeutig bestimmte Verbindungsgerade von x
und y mit x V y bezeichnet werden .

Falls A, B zwei nicht parallele Geraden in A?(K) sind , soll mit A A B der
eindeutig bestimmte Schnittpunkt von A und B bezeichnet werden .

3.12 Lemma

() Ist {x,y, z,a} eine 4-Punkt-Konfiguration vom Typ £ . Dann sind die einzi-
gen moglichen Punkte @4 in Normalform die Punkte (1,1), (—1,1) oder (1, —1).
(#4) Ist {x,y,2,a} eine 4-Punkt-Konfiguration vom Typ « . Dann sind die
Punkte Q4 in Normalform immer von der Form (1,)) , (i, 1) oder (4, —d) mit
A, d€e K\ {0,1,—1}.
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Beweis:

Wir betrachten eine Konfiguration , die sich in Normalform befindet also

{002
Definiere jetzt die 3 Geraden A, B und C' durch
(o) +%()
o () ()
o) n ()

1

A ist die eindeutig bestimmte Gerade durch (0) , welche parallel ist zu (8) Ves.

o A:

Daher ist man fiir (é) # @4 € A in der Situation , dass s entweder vom Typ
« oder vom Typ [ ist .

B ist die eindeutig bestimmte Gerade durch (?), welche parallel ist zu

(8) V ey. Daher ist man fiir <(1)) # Q4 € B in der Situation , dass s entweder
vom Typ « oder vom Typ [ ist .

C ist die eindeutig bestimmte Gerade durch <8), welche parallel ist zu
e1 V ez. Daher ist man fir (8) # Q4 € C in der Situation , dass s entweder

vom Typ a oder vom Typ f ist .

Betrachte nun die Schnittpunkte

ANB = G) CANC = (_11) und BAC = <_11>

Man sieht nun , dass s genau dann vom Typ § ist , wenn Q4 =(1,1), (—1,1)
oder (1, —1) und man sieht , dass s genau dann vom Typ « ist ,
wenn Q4 € (A UBU C) \ {(17 1)7 (_17 1)7 (_17 1)} :
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3.13 Proposition

Die affine Gruppe G operiert transitiv auf der Menge der 4-Punkt-Konfigurationen
vom Typ 3.

Beweis:

Dazu zeigen wir : Jede Konfiguration {Z, g, Z,a} € P, vom Typ § kann durch
eine affine Transformation in die Konfiguration

{<8> , <(1)> , <(1)> , <})} iiberfiithrt werden . Nach Lemma 3.12 kann man
{z,7,%,a} immer inq z = 0 e 1 z= 0 ,a » mit
0 0 1

a=(1,1), (—1,1) oder (1,—1) iiberfiihren .

Falls a = (—1,1) ist , erhalten wir : [z,y, 2] = [z, y,a] = [z, 2,a] = [y, 2z,a] =1
Ein Vergleich mit Korollar 3.9 zeigt , dass man die Konfiguration

1)) 6 G A)-(0)- () () oo oo

Falls a = (1,—1) ist , erhalten wir :
[z,y,2] = [y, 2,0l = 1 und [z,y,0] = [2,2,a] = 1.

Ein erneuter Vergleich mit Korrolar 3.9 zeigt , dass man auch
0 1 0 -1 . 0 1 0 1 .. ..
(6)6)- 0 ()} () 6)- (). () s

3.14 Proposition

Sei {Z,7, 2,a} € P, vom Typ a , dann ergeben sich fiir die Normalform folgende
12 Moglichkeiten :

(0)-()-(0) 0 e

) ()Gt () G- ()-8 ()

fiir ein A € K\ {0,1,—-1} .

40

2!

)

2!
)\—1

)}



Beweis:

Zunichst zeigen wir , dass es ein f € G gibt,

it {@).£).£2) 1@} ={ (3) (o) (1) (1) | fir e A 20,11

Wenn wir {Z, ¢, z,a} in Normalform iiberfiihren , wissen wir nach Lemma
3.12(ii) , dass der 4.Punkt entweder die Form (1,p) , (v,1) oder (4, —¢) hat ,
mit p,v,0 € K\ {0,1,—1}.

e Falls das, durch die Bedingungen h(Z) = 0, h(7) = e; und h(Z) = e

eindeutig bestimmte h € G , nun h(a) = (T) erfiillt , dann lege f € G

fest durch die Bedingungen
f(@) =0, f(§) =exund f(2) = ey, dann gilt f(a) = (i) .

e Falls das, durch die Bedingungen h(z) = 0, h(§) = e; und h(Z) =

eindeutig bestimmte A € G , nun h(a) = (—56> erfiillt , dann lege f € G

fest durch die Bedingungen
@) = ex, 1) =0 und £(2) = ea, dunn gt f@) = ()

e Falls das, durch die Bedingungen h(z) = 0,
eindeutig bestimmte h € G , nun h(a ( )erfullt
dann setze f:=h e G .

Also gibt es 0BdA ein f € G mit f(Z) =0, f(§) =e1, f(Z) = e2 und

1@ = G) -

Setze nun x := (8) ,y:=e1,z:=eyund a:= (i\), dann gilt :
[z,y,2] =

[z,y,a] = A

[,2,a] = —

[y7 Z7CL] = -

Wenn man dies in die Liste von 3.9 einsetzt , erhalt man , die in 3.14
angegebenen Punkte.

3.15 Korollar

Kombinatorische Aquivalenz impliziert nicht affine Aquivalenz .
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Beweis:

o= (0)-()- () () e morexon
w3 (0)-() (o

pe K\ {0,1, =1, X, =X\, 71 =A71} .

Dann sind s; und se beides Konfigurationen vom Typ « , sie sind aber nicht
affin dquivalent ( Proposition 3.14 ) .

3.16 Lemma

.. 0 1 0 A\ .
Fir z = (0) , Y = (0>,z— (1> und a = (,u) gilt :

1
1,

W

) ) )

€T
€T

S

|
]
| =
]

)
xz,
Y

)

Q

)

NN e e

-\,
1—A—p.

a

)

Beweis: Nachrechnen.

3.17 Satz
Sei {x = (8) Y = (é) ,2 = (?) ,a4 = (2)} € Py in allgemeiner Lage , dann
gilt :

o \u#0,1,

o A4+ pu#1,

e A+ pu#0

und die 24 moglichen Punkte Q4 in Normalform sind folgende :

L (A p)

2. (1 A)

3. (T=A=p,p),
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4 (pl=X—p),
5 (1—=A—pu, N\,
6. (A 1—=X—p),
7. Gt smoert)
8 (5 xrar) -
9. (1—>1\—u’ A-HL—l) ’
10. (5=, =) »
11. (1—>l\—u’ A—H)l—l) ’
12. (xp= o)
13. (5,34),

14. (54,1,

15. (Ae=l —py
16. (S, 2u-ly
17. (A=l 1y

18. (&, 2Fu=1y

19. (22,4),

20. (1,22),

21, (M= 1),

22. (1,246t

23. (AHu=l Ay

24, (=2, Atuzly

Beweis:

Es gilt A+ # 0 und A, # 1 wegen Lemma 3.12 .
Da nicht mehr als 2 Punkte auf einer Geraden liegen diirfen , gilt A, 4 # 0 und

At+u#l.
Die 24 Punkte erhélt man mit Lemma 3.16 und Korollar 3.9 .
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3.18 Korollar
Sei K ein Korper mit char(K) # 2,3 , ansonsten Situation wie in Satz 3.17 .
Fir a = (:D oder a = <}§§> erhilt man nur 4 verschiedene Normalformen :

06O
1060 ()
106 O )}
100 06

Beweis :

Die Aussage folgt aus Satz 3.17 .

3.19 Korollar
Sei K ein Korper mit char(K) # 2,3 , ansonsten Situation wie in Satz 3.17 .

Fiir a = i mit A € K\ {0,1,—1,1, 3} erhélt man hichstens 12 verschiedene

Normalformen :

(0)-6) () aJma

()1 (5)-( ) (22) ()
22—1 22—1

() o) (5)-(a2)- () (4

Beweis:

Diese Aussage folgt ebenfalls aus Satz 3.17 .
O

Im Folgenden werden wir in Kapitel 3 noch die 4-Punkt-Konfigurationen vom
Typ v und die kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen betrachten .
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3.20 Proposition

Seien {z,y,z,a} und {u,v,w,b} zwei 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ = ,
wobei [z,y, z] = 0 und [u, v, w] = 0 gilt .

Dann sind die beiden Konfigurationen affin dquivalent genau dann , wenn die
3-Punkt-Konfigurationen {z,y, z} und {u,v,w} affin dquivalent sind .

Beweis:

Seien {x,y, z} und {u,v,w} affin dquivalent . Wegen [z,y, z] = [u,v,w] =0
erfiillen oBdA alle f € G mit f(z) =u und f(y) = v die Bedingung f(z) = w .
Dann sei g € G die eindeutig bestimmte affine Transformation mit g(z) = u ,
g(y) = v und g(a) = b . Dann muss also schon ¢(z) = w gelten .

Sind dagegen {z,y, z,a} und {u,v,w,b} affin 4quivalent, dann gibt es ein

h € G mit {h(z),h(y), h(z), h(a)} = {u,v,w,b}. Da aber affine
Transformationen die Kollinearitidt von Punkten respektieren (Lemma 3.6),
muss schon {h(z),h(y), h(z)} = {u, v, w}gelten.

3.21 Definition

Eine kollineare 4-Punkt-Konfiguration ist in Normalform , falls sie von der Form

{(8)’@)7(3)7(’5)}1%@% A #0,1und X # p .

3.22 Lemma

Sei {Z, 7, Z,a} eine kollineare 4-Punkt-Konfiguration . Dann gibt es héchstens
12 verschiedene Normalformen dieser Konfiguration .
Genauer : Ist g € G eine affine Transformation mit

o(7) = <8) L g(f) = (é) und es gelte g(2) = (3) und g(a) = (’S)

mit A\, p# 0,1 und A # pu .
Dann haben die 12 moglichen Normalformen folgende Gestalt :

) 6)-6)6))
10 () 09))
100 () ()
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BORORERIEY)
{0 6)- () (W)
o 0)-6)- () ()}
{©-6)- () ()}
{0 6)- () (7))
o {(6)-(6)- () (5]
o {0)-0)-(5) (%))
w{0)-6)- () (7))
= {(0)- () () C9)}

Beweis:

Aus den 4 Punkten kénnen wir 2 Punkte auswéhlen , die wir dann

at{ () () s

Da die 4 Punkte auf einer Geraden liegen , sind nach der Wahl von zwei

Punkten, die auf (8) und (é) abgebildet werden , die anderen beiden

Punkte eindeutig bestimmt und von der Form (3) bzw. <H

und A # p .

Man hat hierfiir (3) -2 = 12 Moglichkeiten .

Sei die Konfiguration {x = <
dann gilt :
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. Fir ein f; € G mit fi(x) = (8) und fi1(y) = <(1)), gilt f1(z) = z und
fila)=a.

. Fiir ein f; € G mit fy(x) = (8> und fo(z) = @
ait 1) = (1) wnd e = (V")

- Fiir ein fs € G mit f(x) = (8) und fy(a) = (é)
st fa) = (1) wnd fafa = ().

e s Gt — (9w e — (1),
thw)C6A>mmﬁ@)C6“)-

. Fiir cin f; € G mit f3(y) = (g) und fy(z) = <(1))
gt fo(o) = () wnd soto) = (531)

. Fiir ein fy € G mit fo(y) = (8) und fi(a) = <(1))
gMﬁ@-(%Oumk@—<%g-

e = (0) wnt o= (2)
gt ) = (73 ) wnd s = (3)

i ein fy € G mit f2(2) = () wnd ) = (),
gt (o) = (1) wnd uto) = (7))

. Fiir ein fy € G mit fo(2) = <8) und fo(a) = <(1))

gMﬁm<%QuMﬁ@<%§.
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10. Fiir ein fio € G mit fio(a) = (8) und fio(z) = (é)

p=1 TN
gilt fio(y) = ( 0 ) und fio(a) = ( 0 ) :
11. Fiir ein f1; € G mit f11(a) = (8) und fi1(y) = (é),
gilt fiy(x) = (“0 ) und fu1(2) = ( o“) .
1

12. Fiir ein f12 € G mit fia(a) = (8) und fi2(z) = (O)’

1—p

gilt fio(z) = <”gA> und fi2(y) = (AO’L)-

3.23 Satz

Seien {x,y, z,a} und {u, v, w, b} zwei kollineae 4-Punkt-Konfigurationen in A%?(K).

Es sei {(8) , <(1)) , (8‘) , <g)} die eindeutig bestimmte Normalform von

{z,y, z,a}, die wir erhalten durch eine affine Transformation,

die z auf (8) und y auf (é) abbildet.

Analog sei {(8) , (é) , (g) , <g)} die eindeutig bestimmte Normalform von

{u, v, w,b}, die wir erhalten durch eine affine Transformation,

die u auf <8) und v auf <(1)> abbildet.

Dann gilt : {z,y,2,a} und {u,v,w,b} sind affin dquivalent genau dann, wenn

v {d s {52 - a-m {2 et
A

1

: {
A op—A 1-A pw—1 p—2A wo A= o 1l—p }
A= 1=-X]"\A=p u=X2" 1 p u lp—-1"1- Np=A"A—pu

1

; S
v d—7 A 0—1 60—~ 0 =9
y=11—~v)"\7v=86d6d=—~f7L 6 = ¢ "ld-1"1-946




Beweis :
Folge aus Lemma 3.22 .
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4 Fixgruppen von Vier-Punkt-Konfigurationen

In diesem Kapitel wollen wir, unter Beachtung der Struktur des Korpers, die
Fixgruppen zu den verschiedenen Bahnen der 4-Punkt-Konfigurationen
bestimmen.

4.1 Proposition

() sei K ein Korper mit char(K) # 2 und sei s := {Z,¢,2,a} € Py vom

Typ S (siehe 3.2). Dann ist die Fixgruppe G isomorph zur Diedergruppe mit
8 Elementen.

(#4) Falls char(K) = 2 ist , dann gilt in der Situation von (i) : G5 = Sy.

Beweis:

() Man kann s := {Z,9, 2,a} € P4 nach Proposition 3.13 in die Konfiguration

Q=)= ()= () i

Es gilt dann : [z,y,2] = [z,y,a] = 1 und [z, z,a] = [y, 2,a] = —1 .
Wenn man die Auflistung in 3.9 betrachtet , sieht man dass genau die Punkte

1),2),7),8),17),18),21),22) dem Punkt (1 entsprechen, und wenn man dann

fiir diese Félle die Permutationen der 4 Punkte x, vy, z, a betrachtet , erhdlt man
Gs ={Id, (y2), (za), (xa)(y2), (ryaz), (xz)(ya), (zy)(za), (zzay)}

(#) Wegen char(K) = 2 gilt [z,y, 2] = [z,y,a] = [x,2,a] = [y, z,a] =1 , d.h.

alle 24 Punkte aus 3.10 entsprechen dem Punkt 1 .
Also erhdlt man G4 = Sy.
O
4.2 Lemma
Fiir K = C erfiillen 7 und —i die Gleichung A = -\~ .
Es sind ¢ und —i die einzigen Losungen dieser Gleichung .
Beweis: klar.
O

a0



4.3 Lemma

Fir K = F, mit char(K) # 2 gibt es * € K bzw. —z € K , welche die

Gleichung A = —\~! erfiillen genau dann , wenn ¢ = 1(mod 4) .

Beweis : Sei a € K ein primitives Element , d.h. F} = {a, coall = 1}.
Falls ¢ = 1(mod 4) gilt , dann setze = := o't Wegen ¢ = 1(mod 4) ist dies
wohldefiniert und es gilt 22 = o’z = —1 .

Falls es ein x € K gibt mit 22 = —1 dann koénnen wir schreiben :

?=a%=—1=qa"= tk@=D fir ie N ,i# (¢ —1) und k,1 € Z,

es gilt nun also 2i = 5% + k(g — 1) .
Dies ist dquivalent zu der Gleichung i = % . Da 2k + 1 nicht durch 4
teilbar ist , muss ¢ — 1 durch 4 teilbar sein. Es gilt also ¢ = 1(mod 4) .

O

4.4 Satz

(i) Fir K = Q oder R gilt : Es gibt unendlich viele Bahnen von 4-Punkt-
Konfigurationen in A%(K) vom Typ « (siehe 3.2). In allen Bahnen haben die
Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung 2.

(73) Fir K = C gilt dasselbe wie in (¢) bis auf den Unterschied , dass es
zusétzlich genau eine Bahn von 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ a gibt ,wo
die Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung 4 haben .

(#¢) Fiir K = Fy mit char(K) # 2 und ¢ = 1(mod 4) gilt :

e Es gibt ‘14;5 Bahnen von 4-Punk-Konfigurationen in A?(K) vom Typ «
mit Fixgruppen der Ordnung 2 .

e Es gibt genau eine Bahn von 4-Punkt-Konfigurationen in A%(K) vom Typ
« mit Fixgruppe der Ordnung 4 .
(iv) Fir K = F, mit char(K) # 2 und ¢ # 1(mod 4) gilt :
e Es gibt %3 Bahnen von 4-Punkt-Konfigurationen in A?(K) vom Typ «
mit Fixgruppen der Ordnung 2 .
(v) Fir K =For (r €N, r>2) gilt :
e Es gibt ‘%2 Bahnen von 4-Punkt-Konfigurationen in A%(K) vom Typ «

mit Fixgruppen der Ordnung 4.
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Beweis:

o {(0)(2).(0) (2)}  Puvom T i 1 01,1
pann vt {(0). (1) (0) () € i

pe K\{0,1,—1,\, =X\, A7, =2~} und somit liegen s; und s, nicht in einer
Bahn ( Proposition 3.14 ).

o= (1)) ()

ye K\{0,1, =1, A, =AA7Y =A7 p, —p, pt, —p 1} und somit liegen sq , so
und s3 in verschiedenen Bahnen.

Es ist klar , dass man dieses Verfahren unendlich oft fortsetzen kann ( da Q,R
unendlich viele Elemente besitzen ) , d.h es gibt unendlich viele Bahnen .

Nun zur Fixgruppe : Ist s € Py vom Typ « , so kénnen wir oBdA annehmen

5= {x - (g) = <(1)) = (‘f) 0= G)} € P, (siche 3.14).

Dann gilt : [z,y,2] =1, [z,y,a] = A, [x,2,a] = —1 und [y, z,a] = “).

Betrachten wir nun die 24 Punkte in 3.9, sehen wir , dass genau die Punkte 1)
1

und 18) dem Punkt (5\) entsprechen .

Wenn wir nun fiir 1) und 18) die Permutation der Punkte x,y, z, a betrachten ,

erhalten wir G, = {Id, (zz)(ya)} .

(#i) Es ist nur zu zeigen ,dass es genau eine Bahn mit Fixgruppe der
Ordnung 4 gibt .
Ein Représentant dieser Bahn ist gegeben durch

e = ()= 0= Oer

Esgilt : [z,y,2] =1, [z,y,a] =1, [z,2,a] = —1 und [y, z,a] = —i .
Durch Einsetzen dieser Werte in 3.9 und mit Lemma 4.2 sehen wir , dass die

vier Punkte 1) , 18) , 10) und 23) aus 3.9 dem Punkt C) entsprechen.
Daraus folgt G, = {Id, (x2z)(ya), (vazy), (zyza)} .
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Ein weiterer Repriasentant dieser Bahn ist {(8) , (é) , (?) (—1@>} .

Da ¢ und —i die einzigen Elemtente von C sind , die der Gleichung A = —\
geniigen , kann es keine weiteren Bahnen dieser Form geben .

-1

(4ii) Da ¢ = 1(mod 4) gilt , gibt es A\; , Ao € F, mit \; = —A\]! bzw.
A2 = —A; ' (nach Lemma 4.3 ) . Somit ist die Konfiguration

§1 = 0 , 1 , 0 ! ein Repréisentant fiir die einzige Bahn mit
0 0 1/ \\

Fixgruppe der Ordnung 4 (wie in (i) fiir ¢ = A\; und —i = Ag) .
Es bleibt noch zu zeigen , dass es %5 Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung 2

gibt , dazu betrachten wir sy := 0 , L , 0 ! . Wir haben ¢ — 5
0 0 1/ \ 3

Moglichkeiten A3 zu wihlen damit so nicht affin dquivalent ist zu s; und damit
so wohldefiniert und vom Typ « ist (ndmlich A3 € K'\ {0,1, =1, A1, —A\1} ) .
Dann haben wir noch (¢ — 5) — 4 Moglichkeiten A4 zu wihlen damit

83 1= 0 , L , 0 ! nicht affin dquivalent ist zu s; oder ss ist und
0 0 1/ \

damit s3 wohldefiniert und vom Typ « ist

(néimlich Ay € K\ {0,1,—1, A1, —A1, A3, —A3, A5, —A5 '} ). Fiir die Wahl von
s4 haben wir dann noch (¢ — 5) — 2 - 4 Moglichkeiten usw. .Mit dieser
Uberlegung folgt , dass es genau %5 solche Bahnen gibt .

(iv) Da g # 1(mod 4) gilt , gibt es keine Bahn mit Fixgruppe der Ordnung 4 ,
daher haben alle Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung 2 .
Da man jede Konfiiguration vom Typ « auf die Form

{<8) ) (é) ’ <(1)> (i)} mit A € K \ {0,1,—1} bringen kann ,

kann es hochstens ¢ — 3 verschiedene Bahnen geben . Da aber nach der Wahl
von

0 1 0 1 . .
{<0> ) <0> , (1> ()\1>} auch die Konfigurationen
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(06O (6)-6)-0) () w
(GRORGIED)

alle in einer Bahn liegen ,gibt es genau += Bahnen .

(v) Man kann jede Konfiguration vom Typ « auf die Form

{(8) ’ ((1)> : <(1)) C\)} mit A € K \ {0,1=—1} bringen . Wir miissen

beachten ,dass nun 1 = —1 gilt, wegen char(K) = 2, d.h. es kann hochsten
q — 2 verschiedene Bahnen geben . Da aber nach der Wahl von

{<8) ) (é) ) <(1)> ()\1 >} auch die Konfiguration
1
0 1 0 1 . . .
{(0) ) (0> ) (1> (/\_1>} in derselben Bahn liegt , folgt damit , dass es
1

genau 452 Bahnen gibt ( Beachte : \; = —A; und A\j ' = —A7" ) .

Nun kommen wir zur Fixgruppe . Sei s € Py, vom Typ « , wir kénnen oBdA

ametmen s ={ (2). (2. (0) ()} mir e 01 01,1 D

in Kérpern der Charakteristik 2 kein Vorzeichen gibt , erhélt man fiir die

Punkte 1) , 18) , 13) , 16) aus 3.9 jeweils den Punkt (}\) und somit gilt
Gs = {1d, (z2)(ya), (ya), (z2)}.

4.5 Lemma

. 0 1 0 A . .
Sei {:1: = (O) Y = (0> , 2= (1> ,a = <H)} € Py in allgemeiner Lage .

Falls von den 24 Normalformen dieser Konfiguration ( siehe 3.17 ) hochstens
12 echt verschieden sind , muss a von derselben Form sein wie einer der 12
Punkte Q4 aus Korollar 3.19.
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Beweis :

Wenn wir annehmen , dass a nicht von derselben Form wie einer der 12
Punkte Q4 aus Korollar 3.19 ist , dann erkennt man durch scharfes Hinsehen ,
dass die 24 Normalformen in 3.17 alle verschieden sind .

d
4.6 Lemma
. . 0 1 0 A
Eine Konfiguration {x = <0> Y = (O) , 2= (1> ,a = (M)} epPy
in allgemeiner Lage mit der Eigenschaft ,dass sie hochstens 12 verschiedene
Normalformen hat , kann immer in eine Konfiguration
0 1 0\ (v .. .. .
{<0) , (0> , <1> (f}/)} iiberfithrt werden , mit v € K \ {0,1} .
Beweis : Diese Aussage folgt aus Lemma 4.5 und Korollar 3.19 .
d
4.7 Lemma
Sei K ein Korper mit char(K) # 2,3 und
0 1 0 A . .
{x = (0> Y = (0> , 2= <1> ,a = (A)} € P, in allgemeiner Lage .
Falls von den 12 Normalformen dieser Konfiguration ( siehe 3.19 ) nur 4
verschieden voneinander sind , dann gilt A = —1 oder A = %
Beweis:
Damit von den 12 Normalformen in 3.19 nur noch 4 echt verschieden sind ,
muss entweder 2)\%1 = ﬁ und somit A = —1 gelten , oder es muss % = ﬁ
und somit A = % gelten .
d
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4.8 Satz

(7) Fir K = Q, R, oder C gibt es unendlich viele Bahnen von 4-Punkt-Konfiguration,
die in allgemeiner Lage sind .

Genauer : Es gibt unendlich viele Bahnen von 4-Punkt-Konfigurationen in
allgemeiner Lage mit trivialen Fixgruppen und es gibt unendlich viele Bahnen
von 4-Punkt-Konfigurationen in allgemeiner Lage mit Fixgruppen der
Ordnung 2 .

Auferdem gibt es genau eine Bahn mit Fixgruppe der Ordnung 6 .

(1) Fir K =TF, mit char(K) # 2,3 gilt :

e Es gibt genau eine Bahn von 4-Punkt-Konfigurationen in allgmeiner Lage
mit Fixgruppe der Ordnung 6.

e Es gibt % Bahnen von 4-Punkt-Konfigurationen in allgmeiner Lage mit
Fixgruppe der Ordnung 2.

e Esgibt % Bahnen von 4-Punkt-Konfigurationen in allgmeiner Lage
mit trivialen Fixgruppen .

(iti) Fir K =F3r (reN,r>2)gilt:

e Es gibt % Bahnen von 4-Punkt-Konfigurationen in allgmeiner Lage mit

Fixgruppe der Ordnung 2.

e Esgibt # Bahnen von 4-Punkt-Konfigurationen in allgmeiner Lage
mit trivialen Fixgruppen .

(iv) Fir K =For (reN,r>2)gilt :

e Es gibt % Bahnen von 4-Punkt-Konfigurationen in allgmeiner Lage
mit trivialen Fixgruppen .

Beweis :

(i) Wir zeigen zuerst , dass es unendlich viele Bahnen von
4-Punkt-Konfigurationen mit trivialen Fixgruppen gibt . Dazu betrachten wir

st ={<8><(1)>((1))a: (2)} mit A, g # 0,1, A+ 1 # 1,0 (siehe 3.17 ).
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Weiter wihlen wir a so , dass a nicht von derselben Form wie einer der 12
Punkte Q4 aus Korollar 3.19 ist , dann erh&lt man 24 verschiedene
Normalformen ( 4.5 Lemma ) . Also ist die Fixgruppe von s; trivial .
Betrachten wir dann

So ::{(8),(3),(2),&: @)}mit MNa#0,1, A+ a#1,0.

Nun miissen wir a so wahlen , dass a nicht von derselben Form wie einer der
12 Punkte @4 aus Korollar 3.19 ist und ,dass ss verschieden ist von den 24
Normalformen von s;. Dann liegen s; und ss in verschiedenen Bahnen und
haben beide triviale Fixgruppen , es ist klar , dass es unendlich viele solcher
Bahnen gibt .

Ein Représentant fiir eine Bahn mit Fixgruppe der Ordnung 2 ist

1 ::{x: <8) JY = ((1)> ,Z = <?) ,a = (ii)} € Py mit \; #0,1,—1 .

Esgilt : [z,y,2] =1, [x,y,a] = A1, [2,2,a] = =X und [y, z,a] =1 —2); .

Dann entsprechen genau die Punkte 1) und 2) aus 3.9 dem Punkt <§1> und
1

somit gilt G,, = {Id, (yz2)} .

Nun zur Erkldrung , warum es unendlich viele solche Bahnen gibt : Sei r; wie
oben , dann wéhle

0 1 0 A2 ; A1
"2 {(0> ’ (O> ’ (1) ’ (Az)} € fmit e 20 L L A s

dann liegen r; und r nicht in einer Bahn (siehe 3.19 ) . Wenn wir dann

_ 0\ /1\ [0\ /s . \ N
7‘3.{(0>,<0>,<1>,<)\3)}€P4m1t/\37é0,1,1,)\1,%1_1,)\2,%2_1

wahlen , dann liegen r1, ro und r3 in verschiedenen Bahnen. Man kann dieses
Verfahren unendlich oft fortsetzen, also gibt es unendlich viele solche Bahnen.

Ein Reprisentant fiir die einzige Bahn mit Fixgruppe der Ordnung 6 ist
0 1 0 -1
=100 0) )
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Es gilt : [z,y,2] =1, [2,y,a] = -1, [2,2,a] =1 und [y,z,a] =3 .
Wenn wir nun die Punkte in 3.9 berechnen , sehen wir, dass die Punkte
1),2),13),14) , 19) , und 20) dem Punkt (j
Gy ={Id, (yz), (ay), (az), (yza), (yaz) }.Wegen Lemma 4.7 und Korollar 3.18
ist dies die einzige Bahn mit Fixgruppe der Ordnung 6 .

entsprechen und somit gilt:

(#4) Die Bahn , in der die Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung 6 haben ,
erhiilt man wie in (¢) und wegen char(K) # 2,3 ist hier auch alles
wohldefiniert . Denn falls char(K) = 2 wire , dann wire die Konfiguration

{(8) , (é) , ((1)> , <_1>} nicht in allgemeiner Lage , sondern vom Typ (3 .

Falls char(K) = 3 wire , dann wiirden die Punkte (?) , (é) und (_1) auf

einer Geraden liegen .

Nun zu den Bahnen , in denen die Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung 2
besitzen . Die Konfigurationen mit Fixgruppen der Ordnung 2 sind diejenigen,
die 12 verschiedene Normalformen haben und solche Konfigurationen kann
man nach Lemma 4.6 immer in eine Konfiguration der Form

{(8) ’ (é) ) (?) (i)} iiberfithren mit A € K\ {0’ 1,-1, %7 %}

Die Einschrinkung A # 0,1 ist klar , auch die Einschrankung A # —1, % ist
klar (sonst wire man in der Bahn mit Fixgruppe der Ordnung 6 ) .
Die Bedingung \ # % muss deshalb gemacht werden |,

0\ (1 1/2 . .
da <1> ) <0> und (1/2) auf einer Geraden liegen.

Also kann es hochstens ¢ — 5 solche Bahnen geben . Da aber nach der Wahl
von

{<8) ) (é) , (?) (i)} auch die Konfiguration
0\ /1) [0\ (7)) . . .
, 1 N in derselben Bahn liegt ( siehe 3.18 ),
0 0 A1

gibt es insgesamt %5 solche Bahnen .
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Jetzt miissen wir noch die Bahnen betrachten , in denen die Konfigurationen
triviale Fixgruppen besitzen . Dazu iiberlegen wir uns wie viele Moglickeiten
wir haben a zu wihlen , damit die Konfiguration

{ <8) , ((1)> , <(1)> ,a} in allgemeiner Lage ist und alle 24 Normalformen

dieser Konfiguration verschieden sind .

Damit {(8) , <(1)) , ((1)) ,a} in allgemeiner Lage ist , muss gelten :

[ ] [ ] [ ]
IS IS IS
R R R
— =
S~ N 7 N~ N
> = — = o o

_A> |)\6K\{0,1,—1}}

,(1fA) AeK\{O,l}}

[ ]

IS
R
—
RS
> O

Dafiir hat man also
- (B3+3+3(q—3)+3(¢g—2)) = ¢* — 6¢g + 9 Moglichkeiten.

Nun soll aber noch gelten , dass alle 24 Normalformen der Konfiguration

{(8) , (é) , ((1)> ,a} verschieden sind . Daher miissen wir diejenigen Punkte,

die von den obigen Bahnen abgedeckt werden noch abziehen .

Dies sind 1 -4 + % - 12 Punkte . Damit erhalt man
¢> —6q+9—4—12- 55 = g% — 12 + 35 mogliche Punkte .

Dies ist nun die gesuchte Anzahl der Punkte a die erfiillen,dass

{ <8) , (é) , ((1)> ,a} in allgemeiner Lage ist und alle 24 Normalformen

99



dieser Konfiguration verschieden sind .

Daher gibt es genau ‘12_12# Bahnen , in denen die Konfigurationen triviale
Fixgruppen haben .

(#it) Es kann wegen char(K) = 3 keine Bahn geben mit Fixgruppe der
Ordnung 6.

Nun zu den Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung 2 . Ein Reprisentant fiir
eine solche Bahn ist

0 1 0\ (A1 . 1 . "
{<O) , (0> , <1> (/\1>} mit A; € K\ {0, 1,-1= 5} . Es gibt also hochstens

q — 3 solche Bahnen . Mit der gleichen Uberlegung wie in (i) erhilt man %

solche Bahnen .
Zu den Bahnen mit trivialer Fixgruppe . Hier geht man ebenfalls wie in (47)
vor . Wenn man die Konfiguration

{(8) , (é) , ((1)> ,a} betrachtet , dann hat man ¢ — 6¢ + 9 Moglichkeiten

a zu wihlen damit die Konfiguration in allgemeiner Lage ist . Hiervon miissen
die Punkte subtrahiert werden , die schon in den obigen Bahnen liegen :

> —6q+9— 5> 12=¢>—12¢+27.

Es gibt also ¢? — 12¢ + 27 Moglichkeiten wie man a wihlen kann damit

{ <8) , (é) , <(1)> ,a} in allgemeiner Lage ist und alle 24 Normalformen

verschieden sind .

q

Somit erhilt man genau % Bahnen mit trivialen Fixgruppen .

(iv) In Teil (#4) vom Beweis wurde gezeigt , dass es fiir char(K) = 2 keine
Bahn geben kann , wo die Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung 6 haben .
Es kann auch keine Konfigurationen geben mit Fixgruppen der Ordnung 2 ,
denn eine solche Konfiguration kann man nach Lemma 4.6 immer auf die Form

{(6):(6): (2) () o v 2 201 11w cartir =2 s
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aber A+ A =0 . Dies wiirde aber bedeuten , dass die Konfiguration vom Typ
a ist (Lemma 3.2) .

Also kann es hier nur Konfigurationen mit trivialen Fixgruppen geben . Auch
hier iiberlegen wir uns wieder , wie viele Moglichkeiten wir haben zur Wahl
von a damit

RO L —
el 000
oo () ) G rerion)
e Q. 0)-(2) o)

Daraus folgt , dass man ¢? —4 —3(q —2) — 3(¢ — 2) = ¢®> — 6¢ + 8 Moglichkeiten
hat .
Da jede der (¢> — 6¢ + 8) Konfigurationen 24 verschiedene Normalformen hat,

gibt es genau verschiedene Bahnen .

®—6q+8
24

4.9 Beispiele

() Wir betrachten K = Fg2 = Fo5 , also ¢ = 25 und wollen die Anzahl der
4-Punkt-Konfigurationen in allgemeiner Lage berechnen .
Mit kombinatorischer Uberlegung erhalten wir Folgendes :

q2(q271)(q2274q)(q276q+9) = 4719000000 .

Nun wollen wir die Anzahl der 4-Punkt-Konfigurationen in allgemeiner Lage
mit Hilfe von Satz 4.8 berechnen :

e Es gibt eine Bahn , wo die Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung 6
haben . Sei r ein Reprisentant dieser Bahn , dann gilt

4(Gr) = 26 — 2= Dla=) — 39000000 .

o Es gibt % = 10 Bahnen , wo die Konfigurationen Fixgruppen der Ord-

nung 2 haben . Seien sq, ..., s19 Reprisentanten dieser Bahnen , dann gilt
37,2
#(Gs;) = 19 — @ =Da) — 117000000 (1 <i <10 ).
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e Es gibt % = 15 Bahnen , wo die Konfigurationen triviale Fixgrup-
pen haben . Selen t1,...,t15 Reprédsentanten dieser Bahnen , dann gilt

#(Gs;) = £ = CW=D@=D — 934000000 (1< j < 15 ).

Insagesamt erhilt man also
39000000 + 10 - 117000 000 + 15 - 234 000 000 = 4719000 000 .

(it) Wir betrachten K = [F3s = Fo7 , also ¢ = 27 und wollen die Anzahl der
4-Punkt-Konfigurationen in allgemeiner Lage berechnen .

Mit kombinatorischer Uberlegung erhalten wir Folgendes :

2(®-1)(?—q)(¢®—6q+9)
g (@O0 —a)la —6949) — 8941435776 .

Nun wollen wir die Anzahl der 4-Punkt-Konfigurationen in allgemeiner Lage
mit Hilfe von Satz 4.8 berechnen :

e Es gibt 5= = 12 Bahnen , wo die Konfigurationen Fixgruppen der Ord-
nung 2 haben . Seien s1, ..., 512 Reprisentanten dieser Bahnen , dann gilt

#(Gs;) = £E) = LL=DE=D _ 186979912 (1< < 12).

e Es gibt % = 18 Bahnen , wo die Konfigurationen triviale Fixgrup-
pen haben . Selen t1,...,t1s Reprisentanten dieser Bahnen , dann gilt:

#(Gs;) = #G) — D=l _ 379550894 (1< j < 18).

Insgesamt erhélt man also
12-186279912 + 18 - 372559824 = 8941435776 .

(#i1) Wir betrachten K = Fys = F3s , also ¢ = 32 und wollen die Anzahl der
4-Punkt-Konfigurationen in allgemeiner Lage berechnen .
Mit kombinatorischer Uberlegung erhalten wir Folgendes :

qQ(q2—1)(q22—4q><q2—6q+8> — 36371005 440 .

Nun wollen wir die Anzahl der 4-Punkt-Konfigurationen in allgemeiner Lage
mit Hilfe von Satz 4.8 berechnen :

e Es gibt £=6q+8 6‘”8 = 35 Bahnen , wo die Konfigurationen triviale Fixgrup-
pen haben . Selen t1,...,t35 Reprisentanten dieser Bahnen , dann gilt

#(Gs;) = 18 — L=D@=D — 1039171584 (1< < 35).

Insgesamt erhélt man also
35-1039171584 = 36371005440 .
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4.10 Proposition

(7) Fiir K = Q oder R gibt es unendlich viele Bahnen von 4-Punkt-Konfigurationen
vom Typ 7 (siehe 3.2).

Genauer : Es gibt genau eine Bahn , in der die Konfigurationen Figruppen der
Ordnung 2 haben und in allen anderen Bahnen haben die 4-Punkt-Konfigurationen
triviale Fixgruppen

(#) Fiir K = C gilt alles wie in (¢) bis auf den Unterschied , dass es hier
zusétzlich noch genau eine Bahn gibt , in der die Konfigurationen Fixgruppen
der Ordnung 3 haben .

(19¢) Fir K = Fy mit char(K) # 2,3 und ¢ = 1(mod 3) gilt:

e Es gibt %7 Bahnen mit 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ v , welche
triviale Fixgruppen haben .

e Es gibt genau eine Bahn mit 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ « ,
welche Fixgruppe der Ordnung 2 haben .

e Es gibt genau eine Bahn mit 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ v ,
welche Fixgruppe der Ordnung 3 haben .

(iv) Fiir K = F, mit char(K) # 2,3 und ¢ # 1(mod 3) gilt:

o Es gibt q%f’ Bahnen mit 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ v , welche
triviale Fixgruppen haben .

e Es gibt genau eine Bahn mit 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ v ,
welche Fixgruppe der Ordnung 2 haben .

(v) Fir K = F3- (r € N) gilt :

e Fs gibt q%f’ Bahnen mit 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ v , welche
triviale Fixgruppen haben .

e Es gibt genau eine Bahn mit 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ 7 ,
welche Fixgruppe der Ordnung 6 haben .

(vi) Fiir K = Fyrmit 7 € N und r gerade gilt :

o Fs gibt %4 Bahnen mit 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ v , welche
triviale Fixgruppen haben .

e Es gibt genau eine Bahn mit 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ 7 ,
welche Fixgruppe der Ordnung 3 haben .

(vii) Fiir K = Formit r € N und 7 ungerade gilt :

o Es gibt % Bahnen mit 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ v , welche
triviale Fixgruppen haben .
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Beweis :

Es sind die 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ -y, diejenigen mit der
Eigenschaft , dass man 3 Punkte auf einer Geraden hat und einen 4.Punkt, der
nicht auf dieser Geraden liegt (siche Lemma 3.2). Nach 3.20 wissen wir , dass 2
Konfigurationen vom Typ « genau dann affin dquivalent sind, wenn die 2
dazugehdrigen kollinearen 3-Punkt-Konfigurationen affin &dquivalent sind,

d.h die Anzahl der Bahnen muss mit den Ergebnissen aus 2.20, 2.21 , und 2.22
iibereinstimmen .

Die Fixgruppen sind in 4.10 allerdings nicht mehr dieselben wie in 2.20 , 2.21 |
2.22 . Denn im Fall einer kollinearen 3-Punkt-Konfiguration {x,y, z} existieren
fir K = Q, R, C unendlich viele f € G mit f(z) =z, f(y) =y und f(z) =z
und fiir K = F, existieren ¢(q — 1) affine Transformationen h € G mit

h(z) =z, h(y) = y und h(z) = z. In der Situation von 4.10 haben wir
allerdings noch einen Punkt a , der nicht auf der Geraden durch z,y, z liegt
und der unter den affinen Transformationen fixiert werden muss . Aber da eine
affine Transformationen , die 3 nicht kollineare Punkte wieder auf sich selbst
abbildet schon die Identitét ist , sind die Fixgruppen von
4-Punkt-Konfigurationen vom Typ 7 isomorph zu Untergruppen von Sy ( fiir
die Struktur der Untergruppen vgl. Beweis von 2.20 , 2.21 bzw. 2.22 ) .

0

4.11 Satz

(1) Fir K = Q,R gilt :

Es gibt unendlich viele Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen.
Genauer: Es gibt unendlich viele Bahnen , in denen es moglich ist eine
Konfiguration {z,y,z,a} in sich selbst zu iiberfithren durch affine Transfor-
mationen , die eine Permutation (za)(yz) der 4 Punkte bewirken (evtl. nach
Umbenennung der Punkte ).

Aufserdem gibt es unendlich viele Bahnen , in denen es nur moglich ist die Kon-
figurationen in sich selbst zu iiberfithren , indem alle 4 Punkte auf sich selbst
abgebildet werden .

(i) Fir K = C gilt dasselbe wie fiir K = Q, R bis auf den Unterschied , dass
es hier noch eine eindeutig bestimmte Bahn gibt , wo man die Konfigurationen
wieder in sich selbst iiberfiihren kann durch affine Transformationen , welche
die 4 Punkte zyklisch vertauschen . Ein Reprisentant dieser Bahn ist die
Konfiguration

o) ) 6) (51
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Aufserdem gibt es noch genau eine Bahn ;, wo man die Konfiguration wieder in
sich selbst iiberfithren kann durch affine Transformationen , die 3 der 4 Punkte
zyklisch vertauschen .

Ein Reprisentant dieser Bahn ist die Konfiguration

{<8)’<é>’<3> <g>}miu:—§—§i 3und pi=—L1+ Liv/3.

(it7) Fiir K = F, mit char(K) #2, ¢=1(mod 4 ) und ¢ = 1(mod 3 ) gilt :

e Es gibt genau eine Bahn von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung 4¢(q — 1) besitzen .

e Es gibt % Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die Fix-
gruppen der Ordnung 2¢(q — 1) besitzen .

e Es gibt genau eine Bahn von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung 3¢(q — 1) besitzen .

e Es gibt % Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) besitzen .

(tv) Fiir K = F, mit char(K) # 2, ¢ =1(mod 4 ) und ¢ # 1(mod 3 ) gilt :

e Es gibt genau eine Bahn von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung 4¢g(q — 1) besitzen .

e Es gibt % Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die Fix-
gruppen der Ordnung 2¢(q — 1) besitzen .

e Es gibt ‘12_22;73“5 Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) besitzen .

(v) Fir K = F, mit char(K) # 2, ¢ # 1(mod 4 ) und ¢ = 1(mod 3 ) gilt :

e Es gibt % Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die Fix-
gruppen der Ordnung 2¢(q — 1) besitzen .

e Es gibt genau eine Bahn von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung 3¢(q — 1) besitzen .

e Es gibt % Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) besitzen .

(vi) Fiir K = F, mit char(K) # 2, ¢ # 1(mod 4 ) und ¢ # 1(mod 3 ) gilt :

e Es gibt ? Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die Fix-
gruppen der Ordnung 2¢(q — 1) besitzen .

e Es gibt ‘12_2724'15 Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) besitzen .

65



(vit) Fir K =For (r € N, r > 2 und r gerade ) gilt :

e Es gibt genau eine Bahn von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung 12¢(q — 1) besitzen .

e Es gibt % Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die Fix-
gruppen der Ordnung 4¢(q — 1) besitzen .

e Es gibt ‘1272# Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) besitzen .

(viti) Fir K =For (r € N, r > 2 und r ungerade ) gilt :

e Es gibt % Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die Fix-
gruppen der Ordnung 4¢(q — 1) besitzen .

e Es gibt f}# Bahnen von kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) besitzen .

Bevor wir uns dem Beweis von Satz 4.11 widmen , zeigen wir zunéchst einige
Lemmata .

4.12 Lemma

Sei {(8) , (é) , (6\) , (’8)} € Py eine kollineare 4-Punkt-Konfiguration

(A, p#0,1) mit 4 = A+ 1. Dann hat diese Konfiguration héchstens 6
verschiedene Normalformen :

10)6)6)- ()
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Beweis : Ersetze fiir die 12 mdoglichen Normalformen in Lemma 3.22 p durch
A+1.

O

4.13 Lemma

Sei {(g) , <(1)) , (3) , <)\E)’— 1)} € Py eine kollineare 4-Punkt-Konfiguration

mit A = —A~! .Dann gibt es hdchstens 3 verschiedene Normalformen fiir diese
Konfiguration :

10)6)6)-(5))
0)6)-(5)-(5))
A©-6)-(7)-(3)}

Beweis : Die Aussage folgt aus der Bedingung A = —A~! und Lemma 4.12 .
O

4.14 Lemma

Fir K = F, gibt es \,p € K\ {0,1} mit A = p~! und A* = u genau dann,
wenn ¢ = 1(mod 3 ) gilt .

Beweis : Die Bedingungen werden klarerweise nur von den beiden
nichttrivialen 3.Einheitswurzeln erfiillt, also folgt die Aussage aus Lemma, 2.16.

O

4.15 Lemma

Sei {(8) , (é) , (6\) , (’8)} € Py eine kollineare 4-Punkt-Konfiguration

(A, p#0,1) mit A= p ! und A2 = i . Dann gibt es hchstens 4 verschiedene
Normalformen fiir diese Konfiguration :

106 6)-6))
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Beweis :

Betrachten wir die 12 Normalformen in 3.22 | sehen wir unter Beachtung von
A= p~tund \? = i ,dass die Normalformen 1) , 2) , 3) iibereinstimmen ,
weiterhin stimmen 4) ,7) , 10) iiberein , es stimmen 5), 9) , 11) {iberein und es
stimmen 6) , 8) , 12) iiberein .

O

4.16 Lemma

(i)Fir K = For mit r € N gerade , gibt es A, u € K \ {0,1}
mit p=A+1, A =p tund N2 =p .

(74) Betrachte in der Situation von (i) die Konfiguration

{ORORONGIS

Dies ist die einzige Normalform dieser Konfiguration .

Beweis :

(i) Da r gerade ist , gilt 2" = 1(mod 3) (siche Lemma 2.18 ) , d.h. es gibt
A€ K\ {0,1} mit A = = und A\? = y und zwar sind A und yx die beiden
nichttrivialen 3.Einheitswurzeln . Sie erfiillen daher A + ¢+ 1 =0 . Dies ist in
Koérpern der Charakteristik 2 &quivalent zu der Gleichung p=A+1 .

(71) Wegen der Bedingung 1 = A + 1 erhalten wir die 6 verschiedenen
Normalformen aus Lemma 4.12 .
Wegen char(K) = 2 sind von diesen 6 aber nur 3 Verschiedene dabei:

10)6)6)-(5))
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+

RORORCIRED)
A©-6)-(7)-(3)}

Wegen )\ = ;flz)\%_l stimmen auch diese 3 iiberein .

o

4.17 Proposition
Sei K ein Korper mit char(K) # 2, weiter sei

={{6)-6)-6)-6)})

eine kollineare 4-Punkt-Konfigurationin A%(K) , dann gilt :

(i) Alle 12 moglichen Normalformen dieser Konfiguration sind verschieden
genau dann wenn g # A+ 1 und (A # p~ oder A2 # p ) .

(#4) Es existieren genau 6 verschiedene Normalformen genau dann , wenn

p=A+1lund X # -1

(#i7) Es existieren genau 3 verschiedene Normalformen genau dann, wenn

p=A+1und A= —-\"1

(iv) Es existieren genau 4 verschiedene Normalformen genau dann , wenn
A=ptund N2 =y .

Beweis :

(i) Falls u = A+ 1 oder (A = g~ und A\? = ) , dann folgt mit Lemma 4.12
bzw. Lemma 4.15 , dass s weniger als 12 Normalformen hat .

Falls hingegen u # A + 1 und (A # p~toder A2 # p ) gilt , erkennt man durch
scharfes Hinsehen , dass alle 12 moglichen Normalformen verschieden sind .

(#7) Falls = A+ 1 und X # —\~1! gilt , erhiilt man die 6 Normalformen wie in
Lemma 4.12 .

Falls hingegen p # A + 1 oder A = —\~1! gilt , erhiilt man entweder 3
verschiedene Normalformen ( néimlich falls p = A+ 1, A= —A~!) oder 12
verschiedene Normalformen (in den anderen Fillen ) .
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(ii7) Falls p = A+ 1 und A = —A~! gilt , erhiilt man 3 verschiedene
Normalformen ( Lemma 4.13 ) .

Falls hingegen p # A+ 1 oder A # —A~! gilt , erhiilt man in jedem Fall mehr
als 3 verschiedene Normalformen .

(iv) Falls A = p~! und A? = y gilt ,erhiilt man 4 verschiedene Normalformen
( Lemma 4.15 ) .

Falls hingegen A\ # p~! oder A\? # p gilt , dann kénnen nur die Fille auftreten
mit 12 |6 oder 3 verschiedenen Normalformen .

O

Beweis von Satz 4.11 :

(7) Betrachten wir die Konfiguration

e (Y= ()= (3o (3) e o1

Man erhélt in diesem Fall von den 12 moglichen Normalformen nur 6
Verschiedene (siehe Lemma 4.12 ). Es stimmen die Normalformen 1) und 12 )
aus 3.22 Lemma mit der Konfiguration {z,y, z,a} iiberein .

Es gibt also affine Transformationen , die folgende Permutationen der Punkte
bewirken : Id , (za)(yz)  (vgl. Beweis von 3.22 ) .

Man hat fiir jede dieser beiden Permutationen allerdings unendlich viele
Moglichkeiten affine Transformationen auszuwéhlen , die die gewiinschte
Permutation der 4 Punkte liefern .

Weiterhin miissen wir beachten , dass diese Konfiguration auch wirklich 6
Normalformen und nicht nur 3 Normalformen hat , denn die Gleichung

A = —\~!ist dquivalent zu A2 = —1 und diese ist in Q bzw. in R nicht 16sbar
(siehe 4.17.(i4i) ) .

Wir miissen noch zeigen , dass es unendlich viele solcher Bahnen gibt , sei dazu

51 ::{ (8) , (é) , (3) , (A g 1)} mit A€ K\ {0,1, 1} . Wenn wir jetat
) 0)6) 5

pwe K\ {0, 1,—1,x, =X A1, —)\_1}, dann liegen s; und ss nicht in einer Bahn
(sieche Lemma 4.12 ) .Nun kann man
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w=(0)(0): () (757) ) vien,

mit v € K\ {0,1, =1, A, =X\, A7 =AY p, —p, =, —p~t} | dann liegen s; , s2
und s3 in unterschiedlichen Bahnen . Dieses Verfahren kann man unendlich oft
fortsetzen , also muss es unendlich viele solcher Bahnen geben .

Kommen wir nun zu den Konfigurationen , wo es nicht moglich ist durch affine
Transformationen eine nichttriviale Permutation der 4 Punkte vorzunehmen .
Also betrachten wir

(0)-()-(). )} mereres

Die Bedingung A = p~'und A\? = p ist in R nur fiir A = g = 1 1ésbar , dies
fithrt allerdings zu einem Widerspruch . Also besitzt diese Konfiguration 12
verschiedene Normalformen . (siehe 4.17(3) ) .

Dies bedeutet , dass man keine nichttriviale Permutation der 4 Punkte
bewirken kann .

Es ist klar , dass es unendlich viele Bahnen gibt , die solche Konfigurationen
enthalten .

(#4) Hier bleibt zu zeigen , wie die 2 zusétzlichen Bahnen mit anderen
Fixgruppen zustande kommen .
Zunichst betrachten wir die Konfiguration

. (0 (1 (1 _fi+1 d wir sehe
sp=qe={g).¥y={y)#={g) 2= 0 und wir n,

dass fiir i gilt : i = —i~! . Mit Proposition 4.17 (4ii) sehen wir dann , dass
diese Konfiguration nur 3 verschiedene Normalformen besitzt .

Es entsprechen die Normalformen 1) , 6) , 7) und 12) aus 3.22 der
Konfiguration s; .

Man erhélt somit Id, (zzay), (zyaz) und (xa)(yz) als mogliche Permutationen
der 4 Punkte , die durch affine Transformationen realisiert werden kénnen .
Weiter miissen wir beachten , dass es nur eine solche Bahn gibt ,

da die Konfiguration

0 1 —1 —i+1 . .
{(0> , (O) , ( 0 ) , ( 0 )} affin dquivalent zu s; ist ( Lemma 4.13 ) .

Nun zu der anderen Bahn . Dazu betrachten wir die Konfiguration
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o (o= ()= (2) o= ()

mit \ := —% — %z 3und p:= —% + %Z\/g . BEsgilt A =p'und A2 = 4, also
gibt es nach Proposition 4.17 (iv) genau 4 verschiedene Normalformen fiir s .
Die Normalformen 1) , 2) und 3) von sy ( siehe 3.22 ) entsprechen der
Konfiguration sy . Man erhilt somit Id , (yaz) , (yza) als mogliche
Permutationen der 4 Punkte , die durch affine Transformationen realisiert
werden konnen. Es gibt nur eine solche Bahn wegen Proposition 4.17 (iv) und
Lemma 4.14 .

(7i1) Wegen g = 1(mod 4 ) , gibt es nach Lemma 4.3 \; € K \ {0, 1} mit
A1 = —A;' .Wir betrachten nun die Konfiguration

Q=) =)= ()

Man erhilt wie in (i) Id, (zzay), (xyaz) und (za)(yz) als mogliche
Permutationen der 4 Punkte , die durch affine Transformationen realisiert
werden kénnen . Fiir jede solche Permutation hat man ¢(q — 1) Moglichkeiten
eine affine Transformation zu wihlen (vgl. Lemma 2.10 ) . Also hat man hier
eine Fixgruppe der Ordnung 4q(q — 1) . Die Bahn , die von s reprisentiert
wird , ist auch die einzige Bahn mit Fixgruppe der Ordnung 4¢(¢ — 1) (aus
dem gleichen Grund wie in (i) ) .

Wennn wir nun die Konfiguration

53 ;:{(8) , (é) , <A02> : <A20+ 1)} mit Ao € K\ {0,1, —1, A1, — A}

betrachten , dann hat diese Konfiguration eine Fixgruppe der Ordnung
2¢(q — 1) (mit gleicher Uberlegung wie in (i7) ) . Dabei hat man ¢ — 5
Moglichkeiten so zu wihlen damit sy wohldefiniert ist und nicht affin
dquivalent zu s ist .

Nun haben wir noch (¢ — 5) — 4 Moglichkeiten

] /(0 1 A3 As+1 .. . .
s3 {(0> , <0) , <0) , ( 0 )} zu wihlen damit s3 nicht

affin dquivalent zu s; oder s; ist
(némlich Az € K\ {0,1, =1, A1, = A1, Ao, = A2, A3 1, =271} )
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Fir die Wahl von

{0 () () (4 1)} o 424

Moglichkeiten damit s; ,s2 ,s3 und sy4 alle in verschiedenen Bahnen liegen .

Mit dieser Uberlegung sieht man , dass es (14;5 solche Bahnen gibt .

Wegen ¢ = 1(mod 3 ) , gibt es nach Lemma A,z € K \ {0,1} mit A = p~! und
A=y .
Wir betrachten die Konfiguration

()0 9)

Wie in (i¢) erhélt man Id , (yaz) , (yza) als mogliche Permutationen der 4
Punkte , die durch affine Transformationen realisiert werden kdnnen .

Also erhilt man fiir diese Konfiguration eine Fixgruppe der Ordnung

3q(q — 1).Die Bahn , die von r reprisentiert wird , ist auch die einzige Bahn
mit Fixgruppe der Ordnung 3¢(q — 1) (aus dem gleichen Grund wie in (i) ) .
Nun zu den Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) . Dazu iiberlegen
wir uns wie viele Moglichkeiten wir haben zur Wahl von {z,a} damit die
Konfiguration

0 1 (N (¢ . .
{ <0> , (O) ,Z = <0> a= (0> } 12 verschiedene Normalformen hat :

Fir die Wahl {z,a} hat man W Moglichkeiten , davon muss man aber

alle Moglichkeiten weglassen , die in obigen Bahnen vorkommen .

Also erhélt man % —1:3-1-4-95.6= @ Moglichkeiten zur
Wahl von {z,a} damit die Konfiguration

0 1 (N (¢ .
{ <0> , <0> ,Z = <O) a= <0) } 12 verschiedene Normalformen hat .

g% —8q+7

2
Damit folgt ,dass es genau —3%— = 4 _284q+7 Bahnen gibt,

wo die Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung ¢(q — 1) haben .
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(iv) Wegen ¢ = 1(mod 4 ) , gibt es genau 1 Bahn mit Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung 4¢(q — 1) haben (gleiche iiberlegung wie in (i) ).
q—>5

Ebenfalls wie in (iii) erhdlt man 43> Bahnen mit Konfigurationen , die

Fixgruppen der Ordnung 2¢(q — 1) haben .

Wegen ¢ # 1(mod 3 ) , gibt es keine Bahn , in der die Konfigurationen
Fixgruppen der Ordnung 3¢(q — 1) haben .

. . 2 .. 2_8q+15
Mit der gleichen Uberlegung wie in (74) kommt man dann auf +—-=>

Bahnen , wo die Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung ¢(q — 1) besitzen .

(v)Wegen ¢ # 1(mod 4 ) gibt es keine Bahn mit Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung 4¢(q — 1) haben .

Daher erhilt man % Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung 2¢(¢ — 1) .

Wegen ¢ = 1(mod 3 ) gibt es eine Bahn , in der die Konfigurationen
Fixgruppen der Ordnung 3¢(g — 1) haben .

Mit gleicher Uberlegung wie in (i44) erhilt man % Bahnen gibt wo die
Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) haben .

(vi) Wegen ¢ # 1(mod 4 ) gibt es keine Bahn mit Konfigurationen , die
Fixgruppen der Ordnung 4¢(q — 1) haben .
q—3

Daher erhilt man ;> Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung 2¢(q — 1) .

Wegen ¢ # 1(mod 3 ) , gibt es keine Bahn , in der die Konfigurationen
Fixgruppen der Ordnung 3¢(q — 1) haben .

. . .. L 2—8g+15
Mit der gleichen Uberlegung wie in (iv) kommt man dann auf +—1—>

Bahnen , wo die Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung ¢(q — 1) besitzen .
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(vii) Nach Lemma 4.16 gibt es A\, u € K \ {0,1} mit der Eigenschaft , dass die
Konfiguration

{(8) , ((1)) , (6\) , (g)} nur eine Normalform besitzt . Man erhilt somit

{AI d, (yaz), (yza), (zy)(za), (vzy), (zay), (vyz), (vaz), (vz)(ya), (vya), (vza), (za)(yz)} =
4

als die Menge der Permutationen , die durch affine Transformationen realisiert
werden konnen .
Also hat man hier eine Fixgruppe der Ordnung 12¢(¢ — 1) .

Nun zu den Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung 4g(q — 1) . Dazu wihle die
Konfiguration

=) () () im0

Man hat hierfiir genau ‘%2 —-1= ‘1;—4 Moglichkeiten.

( Beachte: Aus p = XA+ 1 folgt wegen char(K) =2 immer p+1=X).

Es gibt fiir s; dann 3 verschiedene Normalformen (wegen char(K) = 2 und
Lemma 4.12 ) und die Normalformen 1) , 4) , 9) und 12) (siehe 3.22 ) stimmen
mit s; iiberein mit ,also erhélt man Id, (xy)(az), (xz)(ya), (za)(yz) als
Permutationen der 4 Punkte , die durch affine Transformationen realisiert
werden konnen .

Da die 3 Normalformen von s; alle von der Form

0 1 5 v+1 . .
{<0> , (O) , (0> , ( 0 )} sind , hat man fiir die Wahl von

. 0 1 Ao Ao+ 1 q—4 v 1. . .
So .—{ (0> , <O) , ( 0) , ( 0 )} noch 5= — 3 Moglichkeiten damit

s1 und so nicht affin dquivalent sind .
So sieht man , dass es insgesamt

75



q—4

2 94 Bahnen gibt , in denen die Konfigurationen Fixgruppen der
Ordnung 4q(q — 1) haben.

.. . 3 " (@=2)(a=3) a4 3 4 2_6q+8
Wie in vorherigen Uberlegungen erhélt man 28 =11

Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(g — 1) .

(vii) Da 2" # 1(mod 3) fiir r ungerade , gibt es keine Bahn in der die
Konfigurationen Fixgruppen der Ordnung 12¢(¢ — 1) haben .

q—2
Weiter erhélt man —2- = 4= 2 Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung 4¢(q — 1)
und damit gibt es

(a=2)(g=3) —2
2-2)(q —9z23

12

=4 _6q+8 Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung ¢(¢ — 1) .

4.18 Beispiele

(7) Wir betrachten K = Fg2 = Fo5 ,also ¢ = 25 und wollen die Anzahl der
kollinearen 4 -Punkt -Konfiguratonen berechnen .
Mit kombinatorischem Ansatz erhalten wir folgendes : ¢(q+1)({) = 8222500 .

Nun wollen wir die Anzahl der kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen mit Hilfe
von Satz 4.11 berechnen :

e Es gibt genau 1 Bahn mit Konfigurationen , die Fixgruppen der Ordnung
4q(q — 1) haben. Ist s € P, ein Représentant dieser Bahn , dann gilt

— -1(g=1) _ 1) _
#(Gs) =1 <jq(q Jaol) — (=D — 97500 .
e Es gibt £ = 5 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der Ord-
nung 2q(q — 1) haben. Sind 71,...,75 € Py jeweils Représentanten dieser

Bahnen , dann gilt

#(Gry) = Tl DD — 2@ — 195000 (1<i <5).

e Es gibt genau 1 Bahn mit Konfigurationen , die Fixgruppen der Ordnung
3q(q — 1) haben. Ist t € P, ein Reprisentant dieser Bahn , dann gilt

B 20,2
#(Gt) = TR = =R = 130000
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e Es gibt ¢ 2gf+7 = 18 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der
Ordnung ¢(¢ — 1) haben. Sind I3,...,l1s € P, jeweils Reprisentanten
dieser Bahnen , dann gilt

#(Gry) = T D@l Sl — 390000 (1< 5 < 18) -

Insgesamt erhélt man also
97 500+5 - 195000 + 130000 + 18 - 390 000 = 8222500 .

(#3) Wir betrachten K = Fq7 ,also ¢ = 17 und wollen die Anzahl der
kollinearen 4 -Punkt -Konfiguratonen berechnen .
Mit kombinatorischem Ansatz erhalten wir folgendes : g(q + 1)(§) = 728280 .

Nun wollen wir die Anzahl der kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen mit Hilfe
von Satz 4.11 berechnen :

o Es gibt genau 1 Bahn mit Konfigurationen , die Fixgruppen der Ordnung
4g(q — 1) haben. Ist s € P, ein Représentant dieser Bahn , dann gilt

#(Gs) = (-1 (g=1) _ QQ(Qifl) — 920808 .

49(q—1)
e Es gibt 2 = 3 Bahnen mit Konﬁguratlonen die Fixgruppen der Ord-
nung 2q(q — 1) haben. Sind rq,...,r3 € Psjjeweils Représentanten dieser

Bahnen , dann gilt

_ @@= _ (-1 _ ;

#(Gry) =1 qzq(q_lq) = 4% =41616 (1 <i<3).

e Es gibt ¢ §q+15 7 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der
Ordnung ¢(¢—1) haben. Sind Iy, ...,l7 € P,jeweils Reprasentanten dieser
Bahnen , dann gilt

#(Gry) = T DD — 0=l — 83932 (1< < 7).

Insgesamt erh&lt man also 20808 + 3 - 41616 + 7 - 83232 = 728 280 .

(791) Wir betrachten K = Fyg ,also ¢ = 19 und wollen die Anzahl der
kollinearen 4 -Punkt -Konfiguratonen berechnen .
Mit kombinatorischem Ansatz erhalten wir folgendes : ¢(q+1)(%) = 1472880 .

Nun wollen wir die Anzahl der kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen mit Hilfe
von Satz 4.11 berechnen :
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o Es gibt %3 = 4 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der Ord-
nung 2¢(q — 1) haben. Sind rq,...,74 € Py jeweils Reprisentanten dieser
Bahnen , dann gilt

#(Gr;) = q3(q22q?q13(1q)—1) — q2(q;—1) =64980 (1<i<4).

o Es gibt genau 1 Bahn mit Konfigurationen , die Fixgruppen der Ordnung
3q(q — 1) haben. Ist t € P, ein Reprisentant dieser Bahn , dann gilt

3,2 _ 20 .2
#(Gt) = LUl = el — 43390

o Es gibt ‘12_25%” = 9 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der

Ordnung ¢(¢ — 1) haben. Sind ly,...,lyg € Py jeweils Reprisentanten
dieser Bahnen , dann gilt

#(Grj) — q%q{j(—qi)fz);—l) _ qZ(Qj—l) = 129 960 (1 <j< 9) .

Insgesamt erh&lt man also
4-64980 + 43320+ 9 - 129960 = 1472880 .

(iv) Wir betrachten K = Fy; ,also ¢ = 11 und wollen die Anzahl der
kollinearen 4 -Punkt -Konfiguratonen berechnen .
Mit kombinatorischem Ansatz erhalten wir folgendes : ¢(q + 1)(3) = 43560 .

Nun wollen wir die Anzahl der kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen mit Hilfe
von Satz 4.11 berechnen :

o Es gibt %3 = 2 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der Ord-
nung 2¢(q — 1) haben. Sind r,r2 € P, jeweils Reprisentanten dieser
Bahnen , dann gilt

#(Gry) = TO DD — €4 7960 (1<i<2).
2
e Es gibt % = 2 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der
Ordnung ¢(q — 1) haben. Sind l;,ls € Py jeweils Reprisentanten dieser
Bahnen , dann gilt

#(Gry) = q3(q:(—qli)l(l)1—1) = qZ(Qf—l) =14520 (1<j<2).

Insgesamt erhilt man also
27260+ 214520 = 43560 .

(v) Wir betrachten K = Fys ,also ¢ = 64 und wollen die Anzahl der kollinearen
4 -Punkt -Konfiguratonen berechnen .
Mit kombinatorischem Ansatz erhalten wir folgendes :

q(g+1)(9) =2643164 160 .
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Nun wollen wir die Anzahl der kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen mit Hilfe
von Satz 4.11 berechnen :

e Es gibt genau 1 Bahn mit Konfigurationen , die Fixgruppen der Ordnung
12¢(¢ — 1) haben. Ist s € P, ein Reprisentant dieser Bahn , dann gilt

3002 —1)(g—1 20421
#(Gs) = T D) — 212D — 1397760 .

o Es gibt %4 = 10 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der Ord-
nung 4¢q(q — 1) haben. Sind r1,...,719 € P, jeweils Représentanten dieser
Bahnen , dann gilt

#(Cry) = LC DD _ @21 — 4193980 (1< < 10) .

e Es gibt ’1272% = 155 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der
Ordnung ¢(q — 1) haben. Sind ly,...,l155 € P4 jeweils Reprisentanten
dieser Bahnen , dann gilt

#(Grj) = Ll -Dl=l) _ @ =1) _ 16773120 (1 < j < 155) .

q(g—1)

Insgesamt erhilt man also
1397760 + 10 - 4193280 + 155 - 16 773120 = 2643 164 160 .

(vi) Wir betrachten K = Fos ,also ¢ = 32 und wollen die Anzahl der
kollinearen 4 -Punkt -Konfiguratonen berechnen .
Mit kombinatorischem Ansatz erhalten wir folgendes : ¢(q+1)(9) = 37973 760.

Nun wollen wir die Anzahl der kollinearen 4-Punkt-Konfigurationen mit Hilfe
von Satz 4.11 berechnen :

o Es gibt %2 = 5 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der Ord-
nung 4¢q(q — 1) haben. Sind rq,...,75 € Py jeweils Reprisentanten dieser
Bahnen , dann gilt

#(Grl) = q3(12q?q13(1q)—1) — q2(qz—1) — 9261 888 (1 <i< 5) )

o Es gibt % = 35 Bahnen mit Konfigurationen , die Fixgruppen der
Ordnung ¢(¢ — 1) haben. Sind [y,...,l35 € P, jeweils Reprisentanten
dieser Bahnen , dann gilt

#(Gry) = T DO — 2=l — 1047552 (1< < 35) .

Insgesamt erhilt man also
5-261888 + 351047552 = 37973760 .

Zum Abschluss des Kapitels wollen wir fiir K = Fo5 in (4.19) die Anzahl der
4-Punkt-Konfigurationen in A?(K), mit Hilfe der in den Kapiteln 1-4
erarbeiteten Aussagen , berechnen .
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4.19 Beispiel

Sei K =195 , also g =25 .

Durch den kombinatorischen Ansatz , dass die Anzahl der
4-Punkt-Konfigurationen der Anzahl der 4-elementigen Teilmengen von A%(K)
entspricht , erhdlt man das Ergebnis von

(%) = (°%) = 6296 972500 (vgl. Bemerkung 1.6 ) .

Nun koénnen wir die Anzahl der 4-Punkt-Konfigurationen mit einem anderen
Ansatz berechnen , und zwar betrachten wir die verschiedenen Bahnen , die
unter der Operation der affinen Gruppe entstehen . Dazu haben wir zuerst
eine grobe Aufgliederung der Konfigurationen mit Hilfe des Begriffs der
“kombinatorischen Aquivalenz “ vorgenommen und dies dann weiter verfeinert :

1. 4-Punkt-Konfigurationen in allgemeiner Lage:
Hiervon gibt es 4 719000000 (siche Beispiel 4.9 ) .

2. 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ « :
Hierzu betrachten wir 4.4 (ii7) , dies liefert:
Es gibt 5 Bahnen mit Fixgruppen der Ordnung der Ordnung 2 und es gibt
1 Bahn mit Fixgruppe der Ordnung 4 , also gibt es

5 - @ +1- # = 585000 000 + 58 500 000 = 643 500 000
4-Punkt-Konfigurationen vom Typ « .

3. 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ g :
Hier wissen wir nach (3.13) ,dass es nur 1 Bahn gibt und, dass die Kon-
figurationen Fixgruppen haben , welche isomorph sind zur Diedergruppe
mit 8 Elementen (Proposition 4.1) .
Also erhélt man @ = 29250000 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ 3 .

4. 4-Punkt-Konfigurationen vom Typ - :
Hierzu betrachten wir (4.10)(7i7) , dies liefert :
Es gibt genau eine Bahn , in der die Konfigurationen Fixgruppen der
Ordnung 3 haben , es gibt genau eine Bahn , in der die Konfigurationen
Fixgruppen der Ordnung 2 haben und es gibt % = 3 Bahnen , in der
die Konfigurationen triviale Fixgruppen haben . Also erhilt man

#@) 4 #(G) 4 3. #(9) = 897000000
4-Punkt-Konfigurationen vom Typ v .
5. Es gibt 8222500 kollineare 4-Punkt-Konfigurationen (Beispiel 4.18 ) .

Wenn man nun die Anzahl der 4-Punkt-Konfigurationen in den 5

verschiedenen kombinatorischen Féllen aufaddiert , erh&lt man 6296 972 500 .
Wir sehen also , dass beide Ansétze das gleiche Ergebnis liefern .
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5 Zwei-Geraden-Konfigurationen in A?(K)

5.1 Lemma

Die affine Gruppe operiert transitiv auf der Menge der 1-Geraden-Konfigurationen
Ly .

Beweis:
Seien A , B zwei beliebige Geraden in A?(K) und seien z ,y € A ( x # y) und
u,v € B (u #v).

Dann gibt es nach Lemma 2.1 ein h € G mit {h(x), h(y)} = {u, v},
dhh(A) =B .

5.2 Proposition
Eine Gerade A € L; hat eine Fixgruppe der Ordnung ¢?(q — 1)2.
Beweis:

Sei A eine Gerade in A%(K) und seien 7,y € Aund 2 ¢ A .
Falls f € G die Bedingungen

f@)=a,
fly) =10,
f(z)=c

mita ,b€ A ,a#bund c ¢ A erfillt , dann gilt f(A)=A4 .

Man hat fiir die Wahl eines solchen f € G also q(q — 1)(¢*> — q) = ¢*(q¢ — 1)?
verschiedene Moglichkeiten und dies sind auch alle affinen Transformationen |,
die A wieder auf sich selbst abbilden.

O

5.3 Bemerkung

Mit Hilfe von Proposition 5.2 hat man einen anderen Ansatz , um die Anzahl
der Geraden in A?(K) fiir K = F, zu bestimmen :

Sei s € Ly, dann gilt :

Anzahl der Geraden in A?(K) = #(Gs) = z((i)) = q3(322(;1_)1(();;1) =q(g+1).

Dies ist das gleiche Ergebnis wie in Lemma 1.4.
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5.4 Definition (vgl. Definition 3.1 )

Seien s = {A1,..., A }und ¢t = {By, ..., B, } zwei r-Geraden-Konfigurationen.Nach
Lemma 1.4 wissen wir , dass Parallelitiit eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Geraden definiert, .

Sei nun ng (bzw. n;) die Anzahl der verschiedenen Aquivalenzklassen bzgl.
dieser Aquivalenzrelation , die von den Geraden A, ..., A, (bzw. Bi,...,B, )
getroffen werden und sei mg( bzw. m;) diejenige Partition von r, die die
Verteilung von Ay, ..., A, (bzw. By,..., B, ) auf die getroffenen
Aquivalenzklassen beschreibt .

Weiter sei ks (bzw. k) die Anzahl der echt voneinander verschiedenen Schnittpunkte,
die in s (bzw. t) auftreten.

Dann heiffen s und ¢ kombinatorisch dquivalent , falls ny, = n;y , ks = k; und
falls die Partitionen mg und m; iibereinstimmen .

5.5 Lemma

Ly zerfillt bzgl. der Aquivalenzrelation “kombinatorische Aquivalenz” in zwei
Aquivalenzklassen .

Beweis :

Eine Aquivalenzklasse besteht aus allen 2-Geraden-Konfigurationen , die die
Eigenschaft haben, dass die zwei Geraden parallel sind .

Die zweite Aquivalenzklasse besteht aus allen 2-Geraden-Konfigurationen, die
die Eigenschaft haben ,dass die beiden Geraden nicht parallel sind .

Es ist klar , dass es sonst keine Aquivalenzklassen mehr geben kann .

5.6 Bemerkung

Sind s und t zwei r-Geraden-Konfigurationen , dann wissen wir , dass aus
der affinen Aquivalenz von s und ¢ auch die kombinatorische Aquivalenz folgt
(Lemma 1.13).

Daher sehen wir , dass Ly bzgl. der Operation der affinen Gruppe in mindestens
2 Bahnen zerfillt .

5.7 Lemma

Die affine Gruppe operiert transitiv auf der Menge der 2-Geraden-Konfigurationen,
die die Eigenschaft haben , dass die 2 Geraden parallel sind .

Beweis:

Seien s = {A,B} € Ly und t = {C, D} € L zwei Konfigurationen mit A || B
und C' | D .

Dann wihle z,y € A und z € B , wihle weiter u,v € C und w € D.

Es ist zu beachten , dass die Geraden B und D durch die Wahl des Punktes z
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bzw. w schon eindeutig bestimmt sind (wegen Parallelenaxiom 1.3(i7)) .
Dann gibt es nach Satz 2.2 ein h € G mit
h(z) =w, h(y) =v und h(z) = w , also gilt h(A) = C und h(B)=D .

5.8 Lemma

Die affine Gruppe operiert transitiv auf der Menge der 2-Geraden-Konfigurationen,
die die Eigenschaft haben , dass die 2 Geraden nicht parallel sind .

Beweis :

Seien {A, B}und {C, D} zwei solche Konfigurationen. Wegen A }f B und C' }f D
gibt es einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt x von A und B und einen
eindeutig bestimmten Schnittpunkt v von C' und D .

Wihle z #y € Aund x # z € B, auferdem wihle u Zv € Cundu #w € D .
Wegen Satz 2.2 gibt es h € G mit

h(z) =u, h(y) = v und h(z) = w , also gilt h(A) = C und h(B) =D .

5.9 Korollar
Lo zerféllt bzgl. der Operation der affinen Gruppe in genau 2 Bahnen.

Beweis : Bemerkung 5.6 , Lemma 5.7 und Lemma 5.8 .

5.10 Satz

Sei K =T, , es gilt :
(7) Die 2-Geraden-Konfigurationen, die die Eigenschaft haben , dass die
2 Geraden nicht parallel sind, haben Fixgruppen der Ordnung 2(q — 1)2.

(ii)Die 2-Geraden-Konfigurationen, die die Eigenschaft haben , dass die
2 Geraden parallel sind, haben Fixgruppen der Ordnung 2¢%(q — 1).
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Beweis:

(7) Sei {A, B} € Ly eine solche Konfiguration und sei « der eindeutig bestimmte
Schnittpunkt von A und B .

Es ist klar , dass eine affine Transformation, die die Konfiguration { A, B} wieder
in sich selbst iiberfiihrt, notwendigerweise x auf x abbilden muss.

Uberlegen wir uns zuerst, wie viele f € G mit f(A) = A und f(B) = B es gibt.
Seien dazu x #y € A und z # z € B. Falls f € G die Bedingungen

f(x):xv
fly)=v,
f(z)=w

mit x # v € A und z # w € B erfiillt, dann gilt f(A) = Aund f(B)=B .
Man hat fiir die Wahl eines solche f € G also (¢ — 1)? verschiedene
Moglichkeiten und dies sind alle affinen Transfomationen , die A auf A und B
auf B abbilden.

Analog gibt es auch (¢ — 1)? verschiedene affine Transformationen g € G' mit
g(A)=Bund g(B) = A.

Also gibt es insgesamt 2(q — 1)? affine Transformationen, die die Konfiguration
{A, B} wieder in sich selbst @iberfiihren .

(é4) Sei {A, B} € L, mit A || B gegeben und seien z,y € Aund z € B .

Uberlegen wir uns zuerst wie viele f € G mit f(A) = A und f(B) = B es gibt.
Falls f € G die Bedingungen

fl@)=u,
fly) =v,
f(z)=w

mit u,v € A, v # v und w € B erfiillt , dann gilt f(A) = Aund f(B) =B .
Fiir die Wahl eines solchen f € G hat man q(q — 1) - ¢ = ¢*(q — 1) verschiedene
Moglichkeiten und dies sind alle affinen Transfomationen , die A auf A und B
auf B abbilden.

Analog gibt es auch ¢%(q — 1)verschiedene affine Transformationen g € G mit
g(A)=Bund g(B)=A.

Also gibt es insgesamt 2¢%(q — 1) affine Transformationen, die die
Konfiguration {A, B} wieder in sich selbst iiberfiihren .

84



5.11 Korollar
Sei K =F, , dann gilt :

i) Es gibt (a1 2-Geraden-Konfigurationen, die die Eigenschaft haben ,
g p) g 8
dass die 2 Geraden nicht parallel sind .

i) Es gibt 9C=1 2-Geraden-Konfigurationen, die die Eigenschaft haben ,
g 3 g g
dass die 2 Geraden parallel sind .

Beweis :
() Sei s eine 2-Geraden-Konfiguration mit der Eigenschaft , dass die 2 Geraden
nicht parallel sind , dann erhilt man mit Hilfe von Satz 5.10 :

3.2 _ 3
#(Gs) = I((GC?) =4 (%(q_l)l()% D _ ogth)

(#4) Sei t eine 2-Geraden-Konfiguration mit der Eigenschaft , dass die 2
Geraden parallel sind , dann erh&lt man mit Hilfe von Satz 5.10 :

#(Gt) = #(G) _ (D=1 _ g(@®=1)

T #(G) T 2¢%(¢-)) 2

5.12 Korollar

Sei K =Q,R, oder C, dann gilt :

(7) Die Fixgruppen der 2-Geraden-Konfigurationen mit der Eigenschaft, dass
die zwei Geraden nicht parallel sind, sind unendlich.

(it)Die Fixgruppen der 2-Geraden-Konfigurationen mit der Eigenschaft, dass
die zwei Geraden parallel sind, sind unendlich.

Beweis:

Betrachte jeweils , die im Beweis von 3.10(z) bzw. 3.10(i%) gestellten
Bedingungen an die affinen Transformationen , damit sie die Konfiguration in
sich selbst iiberfiihren.

Da nun Q,R, oder C unendlich viele Elemente enthalten, finden wir hier auch
unendlich viele affine Transformationen , die die gewiinschten Eigenschaften
besitzen.

O
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6 Drei-Geraden-Konfigurationen in A%(K)

6.1 Lemma

L3 zerfillt bzgl. der Aquivalenzrelation “kombinatorische Aquivalenz” in 4
Aquivalenzklassen (vgl. Definition 5.4):

1. Alle 3 Geraden sind paarweise nicht parallel zueinander und es schneiden
sich nicht mehr als 2 Geraden in einem Punkt.
Wir sagen die 3-Geraden-Konfiguration ist vom Typ a.

2. Alle 3 Geraden sind paarweise nicht parallel zueinander und die 3 Geraden
schneiden sich in einem gemeinsamen Punkt.
Wir sagen die 3-Geraden-Konfiguration ist vom Typ b.

3. Es gibt ein Paar paralleler Geraden und die dritte Gerade ist nicht parallel
zu diesen beiden Geraden.
Wir sagen die 3-Geraden-Konfiguration ist vom Typ c.

4. Alle 3 Geraden sind parallel.
Wir sagen die 3-Geraden-Konfiguration ist vom Typ d.

Beweis:

Zu 1. Falls s € Lg vom Typ aist , gilttng =3, mg=1+1+1und ks =3 .
Zu 2. Falls s € Ly vom Typ bist , gilttng =3 ,mg=14+1+1und ks =1 .
Zu 3. Falls s € L vom Typ cist , giltimg =2, mg =2+ 1 und ks =2 .

Zu 4. Falls s € Lg vom Typ d ist , gilting =1, my =3 und ks =0 .

Es ist klar, dass es keine weiteren Aquivalenzklassen mehr geben kann.

6.2 Lemma

Die affine Gruppe G operiert transitiv auf der Menge der 3-Geraden-Konfigurationen
vom Typ a.

Beweis:

Seien s und t zwei 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ a. Die eindeutig
bestimmten Schnittpunkte in s seien x,y und z , die eindeutig bestimmten
Schnittpunkte in ¢ seien u, v und w.

Nach Satz 2.2 finden wir ein h € G mit h(z) = u , h(y) = v und h(z) = w und
somit h(s) = t.

O

6.3 Lemma

Die affine Gruppe G operiert transitiv auf der Menge der 3-Geraden-Konfigurationen
vom Typ b.
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Beweis:
Es reicht zu zeigen, dass jede Konfiguration vom Typ b in die Konfiguration

(=) )= 0) ()= ) ()

Sei dazu {D, E, F'} eine 3-Geraden-Konfiguration vom Typ b, wegen Lemma
5.8 kann man o.E. annehmen, dass D = A und E = B gilt, d.h der eindeutig

bestimmte Schnittpunkt der 3 Geraden muss <8> sein .

Es sei nun (8) #*z= (il> € F ein Punkt auf F, dann ist die Gerade F'
2
gegeben durch F' = (O> \% ()\1>.
0 Ao

—1
Wende nun die affine Transformation f = ((8) , <)\6 A(El)) € G auf
2

{D,E,F} an. Dann gilt f(D)=D=A, f(E)=E=Bund f(F)=C".

6.4 Lemma

Die affine Gruppe G operiert transitiv auf der Menge der 3-Geraden-Konfigurationen
vom Typ c.

Beweis:

Seien {A, B,C}mit A || B und {D, E, F} mit D || E zwei Konfigurationen vom
Typ c.

Sei x der Schnittpunkt von A mit C' und y der Schnittpunkt von B mit C
weiter soll x # z € A sein.

Analog seien u,v die Schnittpunkte von D mit F' bzw. E mit F und es sei
uFwée D.

Wir miissen hierbei beachten , dass die 3-Geraden-Konfigurationen durch diese
Wahl der Punkte eindeutig festgelegt sind (wegen 1.3(7), (i%) ).

Dann gibt es nach Satz 2.2 ein h € G mit h(z) = u , h(y) = v und h(z) = w ,
also

h(A)=D , h(B) = F und h(C) = F.

6.5 Proposition
Die 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ a haben Fixgruppen der Ordnung 6.
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Beweis:

Sei {A, B, C} eine Konfiguration vom Typ a mit eindeutig bestimmten

Schnittpunkten x,y und z.

Damit {A, B,C} wieder in sich selbst tiberfiihrt wird, muss notwendigerweise

die 3-Punkt-Konfiguration {z,y, z} in sich selbst tiberfiihrt werden.

Da z,y und z nicht kollinear sind , ist die Fixgruppe von {z,y, z} isomorph zu

S3 (siehe Korollar 2.4).

Fiir jede dieser Permutationen der 3 Punkte wird auch die Konfiguration {4, B, C'}wieder
in sich selbst iiberfiihrt, also erhélt man eine Fixgruppe der Ordnung 6.

O

6.6 Proposition

Fiir K =F, gilt:
Die 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ b haben Fixgruppen der Ordnung
6(q —1).

Beweis:
Sei {A, B, C} eine Konfiguration vom Typ b, wegen Lemma 6.2 kdnnen

wiroBammamen {4~ (0) ().~ (O) (?).c- (O)v (1)}

Uberlegen wir uns zuerst wie viele unterschiedliche affine Transformationen es
gibt, die A auf A, B auf B und C auf C abbilden.

Damit ein f € G die Bedingungen f(A) = A und f(B) = B erfiillt, muss f
folgende Form haben:

f=((8> : (3‘ g)) mit o, 8 € K \ {0}.

Dann gilt aber f(C) = (8) v (g) .

Es gilt klarerweise <8> \Y% (g) =C= (g) \% (1) genau dann wenn « = /3 ist.

Also hat man genau (¢ — 1) verschiedene affine Transformationen, die A auf A,
B auf B und C auf C abbilden.

Wenn man nun beriicksichtigt, dass man die Rollen von A, B und C
vertauschen kann, kommt man auf 6(q — 1) verschiedene affine
Transformationen, die {A, B, C'} wieder in sich selbst iiberfithren.
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6.7 Korollar

Sei K = Q,R oder C , dann gilt:
Die Fixgruppe einer 3-Geraden-Konfiguration vom Typ b ist unendlich .

Beweis:
Dies sieht man, wenn man den Beweis von Proposition 6.6 betrachtet und den
Korper F, durch K = Q,R oder C ersetzt.

O

6.8 Proposition

Fir K = F, gilt:
Die 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ ¢ haben Fixgruppen der
Ordnung 2(q — 1).

Beweis:

Sei {A,B,C} mit A || B eine Konfiguration vom Typ ¢, z soll der eindeutig
bestimmte Schnittpunkt von A mit C sein und y soll der eindeutig bestimmte
Schnittpunkt von B mit C sein, weiter sei x # z € A.

Uberlegen wir uns zuerst wie viele unterschiedliche affine Transformationen es
gibt, die A auf A, B auf B und C auf C abbilden. Fiir ein solches f € G muss
gelten:

flz) =2z
fly) =y
f(z)=a

mit a € A, a # x . Dies liefert (¢ — 1) verschiedene affine Transformationen
und dies sind auch alle affinen Transformationen, die A auf A, B auf B und C
auf C abbilden.

Da die affine Gruppe die Parallelitit von Geraden respektiert, hat man nur
noch die Méglichkeiten die Konfiguration {A, B, C} wieder in sich selbst zu
iiberfithren durch affine Transformationen h € G mit h(A) = B, h(B) = A
und h(C) = C. Hiervon erhilt man mit der gleiche Uberlegung wie oben
ebenfalls ¢ — 1 affine Transformationen .

Also gibt es insgesamt 2(q — 1) verschiedene affine Transformationen, die die
Konfiguration {A, B, C'} wieder in sich selbst zu tiberfiihren.

6.9 Korollar

Sei K = Q,R oder C , dann gilt:
Die Fixgruppe einer 3-Geraden-Konfiguration vom Typ c ist unendlich .
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Beweis:
Dies sieht man, wenn man den Beweis von Proposition 6.8 betrachtet und den
Korper F, durch K = Q,R oder C ersetzt.

O

6.10 Korollar

Sei K =F, , dann gilt:
() Es gibt w 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ a.
(71) Es gibt % 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ b.
(7i1) Es gibt (13((17;71) 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ c.

Beweis: (i) Lemma 6.2 und Proposition 6.5.

(#4) Lemma 6.3 und Proposition 6.6.
(#i7) Lemma 6.4 und Proposition 6.8

Zum Ende des Kapitels wollen wir noch einen kurzen Uberblick iiber die
3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d geben (ohne Beweise ).

6.11 Satz

Seien {4, B,C} und {D, E, F} jeweils 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d
mitz €A,yeB,zeCund [z,y,2] =0.

Weiter sein u € D , v € E, w € F und [u,v,w] = 0.

Dann gilt:

{A,B,C} und {D, E, F} sind affin dquivalent genau dann, wenn {z,y, z} und
{u,v,w} affin dquivalent sind.

6.12 Satz

(¢) Fir K = F, mit char(K) # 2,3 und ¢ = 1(mod 3) gilt:

o Es gibt %7 Bahnen mit 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d , welche
Fixgruppen der Ordnung ¢%(q — 1) haben .

e Es gibt genau eine Bahn mit 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d ,
welche Fixgruppen der Ordnung 2¢?(q — 1) haben .

o Es gibt genau eine Bahn mit 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d ,
welche Fixgruppen der Ordnung 3¢2(q — 1) haben .
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(i) Fir K =TF, mit char(K) # 2,3 und ¢ # 1(mod 3) gilt:

e Es gibt q—g5 Bahnen mit 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d , welche
Fixgruppen der Ordnung ¢?(¢ — 1) haben .

o Es gibt genau eine Bahn mit 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d ,
welche Fixgruppen der Ordnung 2¢(q — 1) haben .

(791) Fir K = Fgr (r € N) gilt :

o Es gibt q%f” Bahnen mit 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d , welche
Fixgruppen der Ordnung ¢%(q — 1) haben .

o Es gibt genau eine Bahn mit 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d ,
welche Fixgruppen der Ordnung 6¢2(q — 1) haben .

(i) Fiir K = For mit r € N, r > 2 und r gerade gilt :

o Es gibt %4 Bahnen mit 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d , welche
Fixgruppen der Ordnung ¢?(¢ — 1) haben .

e Es gibt genau eine Bahn mit 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d ,
welche Fixgruppen der Ordnung 3¢?(q — 1) haben .

(v) Fiir K = Fyr mit 7 € N,r > 2 und r ungerade gilt :

e Es gibt ’I;ﬁz Bahnen mit 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d , welche

Fixgruppen der Ordnung ¢?(¢ — 1) haben .

Bemerkung zu Satz 6.12: Man erkennt hier einen sehr starken Zusammen-
hang zu Satz 2.22 (wegen Satz 6.11).

Der einzige Unterschied ist, dass sich die Fixgruppen um den Faktor q von den
Fixgruppen in 2..22 unterscheiden.

Denn es gibt genau ¢?(q — 1) verschiedene affine Transformationen f € G, die
fiir eine 3-Geraden-Konfiguration {A, B,C} vom Typ d erfiillen:

f(A) = A, f(B) = B und f(C) = C . Dagegen hat man nur ¢(q — 1) ver-
schiedene affine Transformationen, die 3 kollineare Punkte wieder auf sich selbst
abbilden ( Lemma 2.10 ).
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6.13 Beispiel

Fiir K = Fo5 (also ¢ = 25 ) wollen wir die Anzahl der 3-Geraden-Konfigurationen
in A?(K), mit Hilfe der in Kapitel 6 erarbeiteten Aussagen, berechnen.
Nach Korollar 6.10 wissen wir:

iy C@=D(=1) _ i
e Es gibt “———7-"— = 39000000 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ a.
o Es gibt £ =1 — 1625000 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ b.
o Es gibt @ = 4875000 3-Geraden-Konfigurationen vom Typ c.
Nach Satz 6.12 erhalten wir
3q(¢> — 1) + 2q(q® — 1) + 2q(¢* — 1) = 46800 + 7800 + 5200 = 59800
3-Geraden-Konfigurationen vom Typ d.

Also erhalten wir insgesamt 45559800 3-Geraden-Konfigurationen.

Dies stimmt auch iiberein mit der kombinatorischen Uberlegung

(*%2%) = (°3") = 45559800 (siche Bemerkung 1.6).
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