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Einleitung

Vorwort

Die vorliegende Arbeit mit dem Titel ,, Gruppen der Ordnung p?“ zur Erlangung des

Bachelorgrades in Mathematik ist in der Zeit vom 02. Mai 2013 bis zum 02. August
2013 unter der Betreuung von Prof. Dr. Ernst-Ulrich Gekeler entstanden.
Wiéhrend dieses Zeitraums habe ich mich mit der Klassifikation von nichtabelschen

Gruppen der Ordnung p* und deren Darstellungen iiber dem Korper der komplexen
Zahlen C beschéftigt.

Otto HOLDER beschrieb 1893 in seinem Werk Die Gruppen der Ordnungen p3,
p?q, pqr, p* erstmals alle unterschiedlichen Gruppen dieser Ordnungen.

Dabei benutzte er nicht das von Evariste GALOIS um 1846 eingefiihrte Konzept
einer Gruppe als Gesamtheit aller Permutationen der Wurzeln und alle darin ent-
haltenen multiplikativ abgeschlossenen kleineren Gesamtheiten ([Sch90], Seite 301),
sondern er sah eine Gruppe ganz allgemein [...] , ihre Operationen sind keine Buch-
stabenvertauschungen [...] mehr, sondern lediglich Symbole, fir welche ein Gesetz
der Verknipfung definiert ist, (J[H5193]).

Damit lehnt er sich eher an das von Camille JORDAN, 1870 in Traité des substi-
tutions et des équations algébriques ausgearbeitete System von Begriffen der Grup-
pentheorie an, welches noch bis heute Bestand hat, ([Sch90], Seite 306).

Zu Beginn dieser Bachelorarbeit werden zuerst die Eigenschaften von Gruppen der

Ordnung p™ (n € N), den sogenannten p-Gruppen untersucht, wobei p eine Primzahl
ist.
Im Anschluss daran werden die nichtabelschen Gruppen der Ordnung p? klassifiziert.
In diesem Fall findet man zu jeder Primzahl p genau 2 solche Gruppen, abhingig
davon, ob die Gruppen eine zyklische Untergruppe der Ordnung p? besitzen, oder
nicht.

Auferdem wird in diesem Kapitel bewiesen, dass eine solche Gruppe genau
p?> + p — 1 viele verschiedene Konjugationsklassen besitzt. Dies liefert gerade die
Anzahl der irreduziblen Darstellungen der Gruppe tiber dem Koérper der komplexen
Zahlen C.

Im zweiten Kapitel geht es darum, genau diese p? + p — 1 verschiedenen irredu-
ziblen Darstellungen von G iiber C zu bestimmen. Es zeigt sich, dass davon p? viele
eindimensional sind und p — 1 viele die Dimension p haben.

Die eindimensionalen Darstellungen lassen sich, wie man an gegebener Stelle sieht,
direkt durch p-te Einheitswurzeln angeben.

Fiir die Darstellungen der Dimension p wird jedoch die Theorie der induzier-
ten Charaktere benotigt, die zum Beispiel in dem Buch Algebra von Serge LANG
(JLan70]) ausfiihrlich diskutiert wird.

Dann ergeben sich die Werte der Charaktere zu den p — 1 vielen noch fehlenden
Darstellungen auf den einelementigen Konjugationsklassen als p mal eine entspre-
chende p-te Einheitswurzel und auf den restlichen Konjugationsklassen als 0.



Diese Arbeit richtet sich an Leser, die mit den Grundbegriffen der Gruppentheorie
vertraut sind. Auferdem sind Kenntnisse der Darstellungstheorie hilfreich, obwohl
sie auch nicht unbedingt erforderlich sind. Die wichtigsten Begriffe werden als Hil-
festellung nochmals am Anfang des 2. Kapitels zusammengestellt.

Danksagung

An dieser Stelle mochte ich allen danken, die mich wiahrend meines Studiums unter-
stiitzt und begleitet haben.

Mein besonderer Dank gilt dabei Prof. Dr. Ernst-Ulrich Gekeler fiir das interessan-
te Thema und die intensive Betreuung und Anleitung wahrend der Enstehungsphase
dieser Bachelorarbeit.

Auferdem bedanke ich mich herzlich bei Marcel Koster, der mir viele hilfreiche
Tipps beziiglich LaTeX gab, die das Setzen dieser Arbeit sehr erleichtert haben;

bei meinen Eltern, die mir zur Seite standen und durch finanzielle Unterstiitzung
das Mathematikstudium ermoglichten;

und bei allen, die diese Arbeit korrekturgelesen haben.

Notation

Die folgenden Bezeichnungen sind fiir die ganze Arbeit giiltig:

N = {123,...},

Z = Der Ring der ganzen Zahlen,

P = Die Menge aller Primzahlen,

C = Der Korper der komplexen Zahlen,

| M| = Die Anzahl der Elemente in der Menge M,
[G:U] = Der Index der Untergruppe U in G,

() = {1,z,2% ...}, das Erzeugnis von x,

(ry)y = {z'%’|i,j > 0}, das Erzeugnis von z und y,
[z,y] = zyr'y~!, der Kommutator von x und v,

G’ = ([r,y]|z,y € G), die Kommutatorengruppe von G,
(a,b) = Der grofite gemeinsame Teiler von a und b,
U<G = Die Untergruppe U ist Normalteiler von G,
(Z) = (n+k')'k' , der Binomialkoeffizient von n iiber k.



1 Gruppen der Ordnung p*

Im ganzen Kapitel sei 2 < p € P eine Primzahl.

1.1 Abelsche Gruppen der Ordnung p®

1.1.1 Satz: Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen
Jede endliche abelsche Gruppe ist eine direkte Summe von zyklischen Untergruppen.

Beweis:
[SPOS§], Seite 134, Satz 7.7 .

O
Betrachtet man eine abelsche Gruppe G der Ordnung p* (k € N). Dann gibt es
zu jeder Partition von k bis auf Isomorphie genau eine solche Gruppe.
Sei nun (ki, ..., k) eine Partition von k (r € N), so existiert eine Gruppe G mit

G = QB Cie
=1

wobei Cp; die zyklische Gruppe mit p* Elementen bezeichnet.

Es gibt bis auf Isomorphie genau so viele verschiedene abelsche Gruppen der Ord-
nung p*, wie es Partitionen von k gibt.

Fiir £ = 3 bedeutet dies, dass es bis auf Isomorphie 3 verschiedene abelsche Gruppen
der Ordnung p? gibt. Diese sind von der Form

Gy = Cps,

GQ = Op2 X Cp,

Gs = (Cp)3'
(vgl. [Mey80|, Seiten 77-79, [SPO8| Seite 134)

Im restlichen Kapitel betrachten wir nur noch nichtabelsche p-Gruppen G.

1.2 Eigenschaften von nichtabelschen p-Gruppen

1.2.1 Satz: Klassengleichung
Sei R ein Reprisentantensystem der Konjugationsklassen von G, dann gilt

Gl =12+ (G Za(r)] -

r€ER
r¢Z

Bemerkung:
Der Index [G : Zg(r)] bezeichnet die Grofe der Konjugationsklasse von r und ist
ein Teiler der Gruppenordnung |G| von G.



Beweis:

[SPOS], Seite 126, Satz 6.6 .

1.2.2 Korollar
Ist G/Z(G) zyklisch, so ist G abelsch.

Beweis:

Sei G/Z(G) zyklisch, d.h. G/Z(G) ist von einem Element erzeugt. Schreibe somit
G/Z(G) = (aZ(G)) mit einem a € G. Man kann nun jedes Element g € G schreiben
als ¢ = a2 mit z € Z, k € N, da jedes Element von G in einer Nebenklasse von
Z(G) liegt und jede Nebenklasse eine Potenz von aZ(G) ist.

Seien nun ¢;, g» € G mit g; = a¥z; , wobei z; € Z fiir i = 1,2. Dann ist

G192 = a2 2y = a2 2y = a2 = a2 2™ 2 = go g1

Somit ist G kommutativ.

1.2.3 Satz
Das Zentrum Z := Z(G) einer p-Gruppe G # {1} ist nicht trivial.

Beweis:
Sei |G| = p*, r € G\ Z, dann existiert ein 1 # g € G sodass rg # gr, das heifit

Za(r)={9€G|gr=rg} G G.

Somit ist [G : Zg(r)] > 1 und auferdem ein Teiler von |G| = p*. Also wird
(G : Zg(r)] > 1 von p geteilt. Mit der Klassengleichung (1.2.1)) gilt

Z(@) =16l =) (G Za(r)] -

reR
r¢Z

Da nun |G| sowie [G : Zg(r)] von p geteilt werden, wird auch |Z(G)| von p geteilt.
0

1.2.4 Korollar
Sei G eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung p*, dann gilt fiir das Zentrum:

1Z(@)]=p.

Beweis:

Sei |G| = p?. Da G nichtabelsch ist, gilt | Z| # p®. Aus wissen wir, dass |Z| # 1.
Wire nun |Z| = p?, so wire |G/Z| = p und damit G/Z zyklisch, mit wire G
dann abelsch.

Also bleibt nur der Fall |Z| =p .
U
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1.2.5 Korollar
Fiir die Kommutatorengruppe G’ von G gilt

G=7.

Dann schreiben wir

G:=G/G'=G/Z .

Beweis:

Es gilt G/G’ ist abelsch und G’ ist minimal mit dieser Eigenschaft. G/Z ist abelsch
mit Ordnung p?, also gilt G’ C Z . Laut ist Z nun aber zyklisch mit Primzahl-
ordnung p, d.h. Z besitzt keine nichttrivialen Untergruppen. Da G’ = {1} bedeuten
wiirde, dass GG schon abelsch ist, gilt G' = Z.

O

1.2.6 Satz
G hat p? + p — 1 viele Konjugationsklassen.

Beweis:
Da alle Elemente im Zentrum von G einelementige Konjugationsklassen bilden und
|G : Zg(r)] die Ordnung von G teilt, bleiben fiir die tibrigen Konjugationsklassen
nur die Grofen p oder p?.
Hitte eine Klasse p? viele Elemente, so wire |Zg(r)| = p. Da aber r ¢ Z(G) sich
selbst zentralisiert, liegen mindestens alle p Elemente aus Z(G) und das Element r
in Zg(r). Dies bedeutet aber, dass |Zg(r)| > p. Da |Zg(r)| die Gruppenordnung p?
teilt, muss also |Zg(r)| = p? gelten.
Also kann keine Konjugationsklasse mit p? vielen Elementen existieren und die rest-
lichen Konjugationsklassen haben die Grofse p. Fiir ihre Anzahl a gilt mit der Klas-
sengleichung:

pPP=p+tap, dh. a=p*—1.

Nun haben wir p? — 1 viele p-elementige Konjugationsklassen und p viele Einele-
mentige. Insgesamt hat eine nichtabelsche Gruppe G der Ordnung p* also p? +p—1
viele Konjugationsklassen.

O

1.2.7 Lemma: Beschreibung der Konjugationsklassen
Betrachte die Restklassenabbildung

7G> G
T X .

Dann ist jedes Urbild 77(Z) von 1 # & € G eine Konjugationsklasse von G, und
davon gibt es genau p? — 1 viele. Zusitzlich bildet jedes z € Z eine eigene einele-
mentige Klasse, also p viele (da |Z| = p).

11



Somit haben wir mit den Bezeichnungen

Co(r)=n"z) fiiralle 1#z€G,
Ca(z) ={z} firjedes z€Z
die p? + p — 1 Konjugationsklassen von G bestimmt.

Beweis:

In dem Beweis von haben wir gezeigt, dass der Zentralisator Zg(z) von

xr € G\ Z die Grofe p? hat, das bedeutet, dass die Bahn von z unter Konjugation
genau p viele Elemente besitzt.

Es bleibt zu zeigen, dass konjugierte Elemente modulo Z = G’ gleich sind.

/

Seien z, 2’ € G\ Z konjugiert, dann gibt es ein y € G mit yzy~' = /.
Da Z = G’ die Ordnung p hat und somit zyklisch ist, wird Z von jedem Kommutator
[a,b] mit beliebigen a,b € G erzeugt, also auch von [x71, y]. Es gilt fiir alle z € G:

-1

vlz™t y] = va tyay ™t = 2

Damit gilt Cg(z) C n(2).
Die zweite Inklusion folgt analog.

1.3 Die nichtabelschen Gruppen der Ordnung p?

1.3.1 Lemma
Sei G eine Gruppe der Ordnung p® und H C G eine Untergruppe der Ordnung p?,
so gelten

(i) ZC H,

(i) H<G .

Beweis:

i) ZCcH)e (reZ=2rvecH) s (x¢H=a¢2)
Sei also ¢ H. Dann findet man ein y € H, sodass xy # yx, somit ist x ¢ Z.

(ii) Mit (i) gilt
ZJ CHCG.

Weiter ist
Z<G und H/Z<G/Z,

da G/Z abelsch ist. Daraus folgt dann schon, dass H <G .

12



1.3.2 Satz
Falls G eine zyklische Untergruppe H der Ordnung p? besitzt, so ist

G%Dps:z(x,y\xp2:yp:1,yxy_1:xp+1>.

Beweis:
Es gelten

o H <G (wegen|1.3.1)).

eSei H=(z |2 =1)und y € G mit y ¢ H, sodass (y,z) = G, dann ist
yP € H.

Es gilt dann .
yry ' =a’, mit (j,p°) =1 und j #1,

das heifit 1 < j < p?>—1, mit (j,p) = 1.
Fiir ein s € Z ist
yiry ° = s
Da y? € H und H abelsch ist, gilt damit y?zy? = 27" = = . Es gilt also fiir j
37 = 1(mod p?).

Das heiftt, die Potenzen j, ..., 77! durchlaufen alle p — 1 Elemente der Ordnung p
in (Z/p?Z)*. Insbesondere also auch p + 1, da

(p+1) = g (Z)p’“ = (g) + (zf)p+ <§>p2+---+ (i)p’“ = 1 (mod p?).

Deshalb kann man s so wihlen, dass gilt j* = p + 1 (mod p?), also y*zy~* = xPT1.
Mit Umbenennung von y* in y ergibt sich yaxy~—! = 2P
Es ist y” kein Erzeuger von H, denn dann hitte y die Ordnung p® und G wire
abelsch. Somit kann man y” schreiben als y? = x® mit 0 < a < p.
Damit gilt, dass (x~%y)? = 1ist. Also liegt %y nicht in H, hat aber die Ordnung p.
Schreibt man nun z~%y an Stelle von y, so hat G die gewiinschte Gestalt

G%Dps:z(x,y\xp2:yp:1,yxy_1:xp+1>.

1.3.3 Korollar
Fiir das Zentrum Z := Z(D,3) gilt

Z = (z"),

und es ist o
Dyp={a2y |0<i<p®, 0<j<p}.

13



Beweis:
Die Elemente z'y’ der angegebenen Form sind alle verschieden, da H := (x) normal
in G ist.

[l

1.3.4 Satz
Besitzt G keine zyklische Untergruppe der Ordnung p?, so ist

G=Qp =(zy|a’=y'=zyf=1).

Beweis:
Sei G eine Gruppe, die keine zyklische Untergruppe der Ordnung p? hat, so besitzt
G nur Elemente der Ordnung p oder 1, d.h.

=1 V1i#£zedG.

Seien nun x,y € G, sodass ihre Klassen Z, § die Gruppe G erzeugen. Angenommen
x und y kommutieren, so ist G die direkte Summe von (z,y) und Z, also abelsch.
Demnach ist z := [z, y] nichttrivial und erzeugt nach das Zentrum Z. Daraus
ergibt sich die Behauptung.

O

1.3.5 Korollar
Fiir das Zentrum Z := Z(Q,3) gilt

Z = ([, 4]),

und es ist o
Qp = { ziyl 2k |0<igk<p,z:=lzx,y]}.

Beweis:
Da H := (x, z) normal in G liegt und = und y nicht kommutieren, sind die Elemente
der Form 'y’ z* alle verschieden.

O
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2 Darstellungen von G iiber C

In Kapitel 1 haben wir die nichtabelschen Gruppen der Ordnung p? klassifiziert.
Nun wollen wir ihre Darstellungen tiber C bestimmen.

2.1 Allgemeines zur Darstellungstheorie

2.1.1 Definition

Es sei K[G] = ) a,0 (a, € K) der Gruppenring fiir einen Kérper K und eine
oeG
Gruppe G, und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

(i) Eine Darstellung p von G (iiber K) ist ein Homomorphismus
p: G — Autg (V).

Man nennt V' dann den Darstellungsraum von G.

Die Dimension einer Darstellung ist definiert als die Dimension des Darstel-
lungsraums V.

Seien nun p und p’ zwei Darstellungen von G mit Darstellungsrdumen V' und
V’. Die beiden Darstellungen heifsen dquivalent oder isomorph, wenn ein Iso-
morphismus 7: V' — V' existiert, so dass gilt

Top(s)or !t =p/(s) fiiralle s€G.

Eine Darstellung heift irreduzibel, falls V' als K[G]-Modul einfach ist.
Man kann V' als K[G]-Modul auffassen, weil jeder K-Algebrenhomomorphismus

v: K[G] = Endg (V)
einen Gruppenhomomorphismus
p: G — Autg(V)

(also eine Darstellung von G in V') induziert. Die Operation von K[G] auf V
ist dabei definiert als

(x0) = Y(z)v .

Umgekehrt induziert jede Darstellung p von G einen K-Algebrenhomomorphismus
¥ durch lineare Fortsetzung:

Sei a = Y a,0 und z € V, definiere
oelG

Y(a)r = Z agp(o)z .

ceG

15



(ii) Der Charakter x = x, einer Darstellung p ist definiert als die K-wertige Funk-
tion
x: G— K mit x(s) =tr(p(s)) (s€q),
wobei tr(p(s)) die Spur eines Endomorphismus bezeichnet.
Man sieht nun, dass die Charaktere zweier dquivalenter Darstellungen gleich
sind, denn es gilt tr(7 o p(s) o 771) = tr(p(s)).
Der Charakter einer irreduziblen Darstellung heilst irreduzibler Charakter.

Die Dimension eines Charakters ist definiert als die Dimension seines zugeho-
rigen Darstellungsraums.

(iii) Eine Klassenfunktion von G (tiber K) ist eine Funktion f: G — K, sodass

gilt
floro™) = f(r) fir o, 7 € G .

Man kann auch hier den Definitionsbereich einer Klassenfunktion f linear auf
K|G] fortsetzen (vgl. (i)). Wir bezeichnen die Menge aller Klassenfunktionen
auf K|G] mit X(K[G]).
Man sieht direkt, dass Charaktere Klassenfunktionen sind.

2.1.2 Bemerkung:

Der Charakter einer Darstellung bestimmt diese eindeutig bis auf Isomorphie. Des-

wegen konnen wir nun genauso gut von Charakteren wie von Darstellungen sprechen
und die beiden Begriffe gleichwertig benutzen.

Im Folgenden sei unser Kérper K immer der Koérper der komplexen Zahlen C. Wenn
wir von Darstellungen sprechen, meinen wir damit immer Darstellungen iiber C.

2.1.3 Satz

(i) Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen irreduzibler Charaktere yi,...,x,
von G. Fiir ihre Anzahl gilt:

|{ irreduzible Charaktere von G }| = |[{ Konjugationsklassen von G }| .

(ii) Bezeichne mit d; die Dimension der irreduziblen Charaktere x; (1 < i < n).
Es gilt die Dimensionsformel:

S =al.
=1

(vgl. [Sex72|, Seite 19, Satz 7).

2.1.4 Korollar
In unserem Fall ist G nichtabelsch mit Ordnung p? und besitzt p? + p — 1 viele
Konjugationsklassen (vgl. [1.2.6)). Das bedeutet, dass es p? +p — 1 viele verschiedene

irreduzible Darstellungen von G iiber C gibt.
O
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2.1.5 Bemerkung:
Die irreduziblen Charaktere bilden eine Orthonormalbasis von X (C[G]) beziiglich
des Skalarproduktes

1 _
Oaxa)e = iy > xa@)xalg™) -
geG
Dabei gelten die Orthogonalitétsrelationen:

(i) Der Charakter x einer Darstellung ist irreduzibel < (x,x) =1 .

(ii) Sind x; und y2 Charaktere zweier nicht dquivalenter irreduzibler Darstellungen
(X1 * X2), so gilt
(X1,x2) = 0.

(iii) Zwei nicht irreduzible Charaktere x,x’ € X(C[G]) lassen sich als Linearkom-
binationen der irreduziblen Charaktere x; (1 <1 < n) schreiben:

X=> Axi. X' =Y Xxi, (A MNeCVi).
i=1 i=1
Sie heifsen orthogonal oder disjunkt, falls gilt

(xx')=0.

(vgl. [Ser72], Seite 14) .

2.1.6 Bemerkung:

Ist H eine endliche abelsche Gruppe, so definiere die Charaktergruppe H:=H om(H,C*).
Da jede irreduzible Darstellung von H eindimensional ist, ist H gerade die Menge
aller irreduziblen Darstellungen von H.

X Sei nun H C G eine normale, abelsche Untergruppe von G. Dann operiert G auf
H durch Konjugation wie folgt:

HxG— H, X (z) = x(oxo™),

firee H o€ G, x € ]? . Weil H abelsch ist, operiert H trivial auf H und somit
operiert auch G/H auf H .

2.1.7 Satz
Sei GG eine endliche abelsche Gruppe, so gelten:

{\G| ,falls g =1,

(i) Sei g € G fest, so gilt > x(g9) =
0 , sonst.

x€G

(i) Sei y € G fest, so gilt 3 x(g) =
geG

|G| , falls x trivial,
0 , sonst.
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Beweis:
[SPOS], Seite 141, Satz 7.14 .

2.1.8 Notation:

Seien G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe von G.

In diesem Kapitel verwenden wir immer die folgenden Bezeichnungen:
Wir schreiben

o Res$  fiir die Einschrinkung eines Charakters y von G auf H,
e Ind% y fiir die Induktion eines Charakters x von H nach G,

e Entsprechendes gilt fiir Res% p, Ind$ p, mit einer Darstellung p: G — Autg (V)
von G.

Die Begriffe Res% x, Ind% x werden in [Lan70], Kapitel XVIIL, §6 - §7 ausfiihrlich
diskutiert.

2.2 Die eindimensionalen Darstellungen

Die eindimensionalen Darstellungen der Gruppe G iiber C sind gerade die Homo-
morphismen p: G — C*.
Es gilt

p(gh) = p(g)p(h).
Somit gilt auch
p(g™) =p(g) ' und p(lg) =1 Vg,h e G.

Da C kommutativ ist, gilt weiter

p([g.h]) = p(ghg™"h™") = p(g)p(h)p(g~")p(h™") = p(9)p(g~)p(R)p(h~") = 1.

Man sieht nun, dass [g,h] und damit auch G’ im Kern von p liegen. Somit hat
p auf den Nebenklassen aus G/G’ jeweils konstante Werte und induziert kanonisch
eine Darstellung p von G := G/G’ durch p(gG) = p(g).
Umgekehrt ist p vollstandig durch p bestimmt.
(Vgl. [Mey76], Seite 124)

Daraus ergibt sich direkt das folgende Lemma.

2.2.1 Lemma
Sei GG eine endliche Gruppe, dann besitzt G gerade [G : G'] viele eindimensionale

Darstellungen.
O

18



Bemerkung:
In unserem Fall gilt laut G =Z(G) .

Damit erhalten wir, dass
G: G =1[G:Z(G)] =p*
die Anzahl der eindimensionalen Darstellungen von G ist.

2.2.2 Beschreibung der Darstellungen

Betrachte nun eine Untergruppe H der Ordnung p? von G. Da H abelsch ist, hat H
genau p? viele Konjugationsklassen. Also gibt es p? viele verschiedene eindimensio-
nale Charaktere von H.

Fir h € H gilt

X(r)H = x (W) = x(1) = 1.

Somit sind die Werte der eindimensionalen Charaktere von H durch p?-te Einheits-
wurzeln gegeben (vgl. [Lan70], Seite 460).

In unserem Fall benutzen wir G = G/Z, um die eindimensionalen Darstellungen
von G zu finden. Wir betrachten die Abbildungen

GG,

wobei 7 die Restklassenabbildung bezeichnet.
Da G elementarabelsch ist, schreibe G' = (g,h). Es ist a5 definiert durch

Qg G — ¢ .

g — W mit w:=er .

h s W
Mit der Komposition x,i := o o fiir 0 < j,k < p erhalten wir also eine explizite
Beschreibung der p? vielen eindimensionalen Charaktere und damit auch der Dar-
stellungen von G.

Beachte: Bei abelschen Gruppen reicht es, die Charaktere auf den Erzeugern der
Gruppe anzugeben.

2.3 Darstellungen von GG durch induzierte Charaktere
Um nun die restlichen p — 1 Darstellungen zu finden, benutzen wir folgende Sétze.

2.3.1 Satz: Zerlegungssatz von Mackey
Sei GG eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und S ein Reprasentantensystem von
H\G/H. Dann gilt fiir eine Klassenfunktion f € X(C[H])

Res%[nd% f = Z IndgﬂsHs*l fs

seS

mit den Klassenfunktionen f* € X (C[G]), f*(z) := f(szs™ ).
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Beweis:
[Sim96], Seite 91, Theorem V.6.2 .

O
2.3.2 Korollar R
In unserem Fall: |G| = p?, H <G mit |H| = p?, x € H eine Klassenfunktion gilt:

sHs"'=H ud H\G/H=H/G .
Somit vereinfacht sich die Aussage des obigen Satzes zu
ResSIndS y = Z X7,
ses

wobei s ein Représentantensystem S von G/H durchlauft.

O

2.3.3 Satz: Frobenius Reziprozitit
Seien H C G eine Untergruppe, ¢ eine komplexwertige Klassenfunktion auf H und
¥ eine Klassenfunktion auf G, dann gilt

<(P,R€S§@/J>H: <]7’Ldg<p,77/1>(;

Beweis:
[Ser72], Seite 40, Satz 14 .

U

2.3.4 Satz: Mackeys Irreduzibilitatskriterium

Sei H C G eine Untergruppe und p: H — Autc (V) eine Darstellung mit Charakter
X , dann gilt:

Der induzierte Charakter Ind$, x ist irreduzibel genau dann, wenn gilt:

(i) x ist irreduzibel,
(i) die Charaktere Resf v und Ressfs . | x® sind disjunkt fiir s € G\ H

und x*(z) = x(szs™!) fiir s € sHs™ 1.

Bewezs:
[Ser72|, Seite 42, Abschnitt 7.5 .

U
2.3.5 Korollar
In unserer Situation (vergleiche [2.3.2) ergibt sich
IndSy ist irreduzibel < y irreduzibel und (x, x*) = 0 fiir s ¢ H .
U
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2.3.6 Lemma: Formel von Mackey
Es seien H C G eine Untergruppe von G, ¢ ein Charakter von H und y := Ind%(y)
der durch ¢ induzierte Charakter, dann gilt

(vel. [Ser72|, Seite 40).

Notation:

Sei von nun an unsere Situation die von [2.3.2] Im restlichen Kapitel werden wir die
rechte Operation von G/H auf H : (x,0) — x° (vgl. als linke Operation
schreiben: (o, x) — o(x). Dies geht, da G/H kommutativ ist.

2.3.7 Proposition
H zerfallt unter G/H in p viele einelementige und in p—1 viele p-elementige Bahnen.

Bewezs:
Da G/H wie in auf H operiert, gilt fiir einen Repriisentanten o € S

(eCoxm=1 & oalx)=x
& VzeH:ol)(x)x z)=1
& Vee H:orvo 'zl e Ker(y) .

Ist 0 ¢ H, so ist dies dquivalent zu xz = 1, da die Kommutatoren ozo~'2™! das
Zentrum Z erzeugen.

Also:
Xz=1&VoeS:(c(x),x)u=1,

woraus folgt

> (o)X =1
ces
Wir haben gesehen, dass y € H unter G /H fest bleibt, genau dann wenn, x|z = 1

ist. Deshalb zerfallen die p? — p restlichen Charaktere y € H mit Xz #1linp—1
viele Bahnen der Lange p unter G/H.

O

2.3.8 S{:ltz
Sei x € H, Ind%(x) der von y induzierte Charakter von G. Dann gilt

wenn x|, = 1,

b,
(Indg(x), Indg;(x))c = {
1, wenn x|, # 1.
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Beweis:
Sei x € H, es gilt

(Ind%(x), Ind%(x))e = (Res$Ind%(x),x)s (Frobenius Reziprozitit)
= ZS<U<X)a X)H (Mackey)
[4S

Sei x|, # 1. Nach ist dies dquivalent dazu, dass (o(x),x)g =0 fir o # 1.
Also gilt

() =0exu+ Y (o). x)u=1.

1#0€S
0

2.3.9 Satz
Seien x, X" € H, xjz # 1 # X[, und Ind%(x) bzw. Ind%(x') die von x und Y’
induzierten Charaktere von G, so gilt

(IndS (x). IndS (') = {1, x und X’ liegen in derselben Bahn von G/H,

0, sonst.
Beweis:
(Ind%(x), IndS (X ))ae = (Res$%Ind%(x),x' )i (Frobenius Reziprozitiit)
= > (o)X m (Mackey)
ceG/H

Nach der Art, wie H unter G /H in Bahnen zerfillt (vgl. Beweis von , ergibt
sich: Alle o(y) sind verschieden von y’, falls y und x’ nicht in derselben Bahn liegen;
und genau eines der o(x) ist x/, falls x und x’ in derselben Bahn liegen. Daraus folgt
die Behauptung.

OJ
Zusammenfassend gilt nun:

Man bekommt p? viele induzierte Charaktere von G durch die Charaktere y € H.
Auswird nun klar, dass Ind%(x) genau dann irreduzibel ist, wenn Xz # 1, und
dass zwei solche induzierte Charaktere Ind%(x), Ind%(x’) genau dann dquivalent
sind, wenn x und X’ in derselben Bahn liegen. Schreibe dann x ~ x'.
Die p — 1 vielen p-dimensionalen Charaktere sind Ind$ (), wobei x ein Reprisen-
tantensystem der Klassen von y € H mit X|z # 1 durchléduft modulo der Operation
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von G/H. Diese kann man nun mit der Mackey-Formel (2.3.6|) berechnen.
Wir haben jetzt p — 1 viele verschiedene Charaktere der Dimension p gefunden, und
diese sind nun alle.

Die p-dimensionalen Darstellungen der D

Betrachte nun die Gruppe
Dy = (my|a” =y =1, yay™ =) = {a'y/ [0<i<p’,0<j<p}.
Man findet als Repréasentanten der einzelnen Konjugationsklassen

x| 0<a<p,
zbye 0< b,e<p, (be)#(0,0).

Sei H := (z| 2 = 1) die zyklische, normale Untergruppe von G der Ordnung P2
Dann lassen sich die irreduziblen Charaktere x,; € H wie folgt beschreiben:

2w

x;(x) = vi 0< j<p’ mitv:=er.

Beobachtung:

Da nach Z(Dy3) = (aP), gilt

Xjlz # 1 j #0(mod p).
Nun ist

Xi ~ X; i =j(modp),

denn fir y € G ist
y(xi) (@) = xi(yzy™") = xi(@") = Xy (2) -

Damit gilt
X1 ™ Xp+1 ™ X2p+1 ™~ = ™~ X(p—1)p+1 -
Also représentieren i, ..., xp—1 die G/H-Bahnen auf H.

2.3.10 Berechnung der Charaktere

Da H normal in G ist, liegt jede Konjugationsklasse, die ein Element aus H enthélt,
schon komplett in H.

Umgekehrt liegt kein Element einer Konjugationsklasse in H, wenn sie schon eins
enthélt, das nicht in H liegt.
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(i) Sei ™ € Z mit 0 < a < p, fiir jedes j mit 0 < j < p gilt

Indg (@™ = & 5 xlgamg )
geG
gx*Pg~lcH
= 5> x;(a®)
geG

= = PP x;(a?)

= pyr

27

= pw¥ mit wi=er

(ii) Sei nun x* € H mit (0 < b < p), dann

Indf (x;)(2%) = 7 X x(92°7")
geG
gzbg~leH

= 22)(]() #ZXJ(Q‘IQ Y

geH geG\H
= ij+1% S ox(alyF 2ty mit g := zly”
0<k< 2
0§l<pp O<k<p,0<l<p

— v 2 ()
0<k<p

= v+ 3 x(@)x; (@)
0<k<p

= v+ x;(a") X x(*)

0<k<p

= pit—pyit = 0.
Die letzte Gleichheit ergibt sich, da 2, mit bp fest, Z \ {1} durchliuft und
mit 2.1.7 gilt, dass > x;(z "“bp) =—1.

0<k<p

(iii) Sei nun 2%y ¢ H mit 0 < b<p, 0 < ¢ < p, so gilt

1 .
Indf; ()= == Y xilg2"yg") =0,
geG
gabycg~leH
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dagabycg ' ¢ HVgeG .

Damit ergeben sich folgende Werte auf den unterschiedlichen Konjugationsklassen:

R
X; H pw ‘ 0

. ‘ 0<bec<p, omi

mit 0<j<p, 0<a<p, und w:=evr .
(b,c) # (0,0)

Die p-dimensionalen Darstellungen der Q)3

Nun zur Gruppe

Qp=(zy|s’ =y’ =[xy = Y={ a2l |0<ijk<p,z:=[yzx]}.
Die Reprasentanten der Konjugationsklassen sind gegeben durch

2% 0<a<p,
byt 0 < be<p, (be)#(0,0) .

Esist H := (x,z) eine elementarabelsche, normale Untergruppe der @, der Ordnung
p?. Es gilt
z=[yx] =yry 'z~ dh. yay ' = 22
Die irreduziblen Charaktere x,,; € H kann man wie folgt beschreiben:

. — m e
Xm,l | imJEi; : Zl 0 S mal < D, Il'llt W= 627'
m,l -

Beobachtung:
Da Z = ([z,y]), gilt

Xmyil; 7 1 1 # 0 (mod p),
denn fir y € G ist
YOm)(2) = Xma(2) = W' .
Weiter gilt
Xl ~ Xnk < m =n(mod p),
denn

+1

Y(Xma) (@) = Xma(22) = 0" = Xpp2(),

damit

Xm,l ™~ XmA41l ™~ Xm+21,0 ™~ ™ Xm4(p—1)1,] -

Das heifit x; := xo,, (1 <1 < p)ist ein Représentantensystem der G/H-Bahnen auf H.
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2.3.11

Berechnung der Charaktere

(i) Sei z% € Z mit 0 < a < p, fiir jedes { mit 0 <[ < p gilt

Indf (x)(z*) = & X xlgz"g™")
geG
gz%g~leH

= ,% > xi(z%)

geG

= L")

al

:pu}

(ii) Sei nun z%2® € H mit 0 < a <p, 0 < b < p, dann

Ind$ (x;)(2%2%) = # > xlgztatg™)
geG
gz%zbgleH
= » o)+ 2 xlgetaty)
geH geG\H
 wibd Y gty i) it g sty
ok O0<k<p,0<ij<p

_ wal_,_}%p2 Z Xl(ZaZka?b)
0<k<p

= Wl Y ()
0<k<p

= w4t x2’) 3 x(")

0<k<p

Die letzte Gleichheit ergibt sich, da 2%, mit b fest, Z\ {1} durchliuft und mit

2.1.7

gilt, dass > x;(2%) = —1.

0<k<p

(iii) Sei nun 2%x%y° ¢ H mit 0 < a,b<p,0<c<p, so gilt wegen H <G

a (& 1 a Cc —
Indf; () ("2 = 5 Y. xilgz"a’yg™") =0,
geG
gzal.bycg—leH

da gz%byg 1 ¢ HVgeG.
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Damit ergeben sich folgende Werte auf den unterschiedlichen Konjugationsklassen:

P l.byc
X1 pw 0
. 0<bec<p, omi
mit 0<l<p, 0<a<p, und w:=e »
(b,c) # (0,0)
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3 Der Spezialfall p = 2

3.1 Klassifikation

Sei nun p = 2, dann findet man genau 5 bis auf Isomorphie verschiedene Gruppen
der Ordnung 8.
Die abelschen Gruppen der Ordnung 8 findet man mit Hilfe von [I.1.1}

Gl = CS7
G2 = 04 X 02,
Gs = (0y)®.

Die nichtabelschen Gruppen sind die Folgenden:
(1) Die Diedergruppe mit 8 Elementen

Dg = (zyl|z' = y* = Lyzy = 27" = {1, z,2%, 2%y, vy, 2%y, 2°y}

(2) Die Quaternionengruppe

Qs := (i,5.kli* = 72 = k* = =1,ij = k) = {1, &4, +, £k} ,

(vgl. [Suz86], Seite 67, (4.13)).

Man sieht, dass die Gruppe Dg analog zum allgemeinen Fall (p > 2) definiert ist.
Die Gruppe Qs jedoch wird von Elementen der Ordnung 4 erzeugt. Hatte die Qg
nur Elemente vom Grad 2, so wére sie abelsch, also muss sie Elemente der Ordnung
4 besitzen.

Ihre Konjugationsklassen sind
(1> Dl = {1}7D2 = {I2}7D3 = {l’,l’g},D4 = {y,xy2},D5 = {xy,xSy},
(2> Ql = {1}a QZ = {_1}>Q3 = {Za - 2}7 Q4 = {]7 _j}aQE) = {ka _k}

Also gilt fiir ihre Zentren
(1) Z(Ds) ={1,27},
(2) Z(@s) ={1,-1}.

Fiir die Kommutatorengruppe gilt in beiden Fillen G" = Z(G) (wie in [L.2.5)),
und G := G//Z ist elementarabelsch (1.2.2).
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3.2 Darstellungen iiber C
Da es je 5 Konjugationsklassen gibt, gibt es auch 5 irreduzible Darstellungen iiber C.

Die eindimensionalen Darstellungen pp,, = ap, om von Dgund pq,, := ag,,om von
Qs sind jeweils gegeben durch die Restklassenabbildung 7: G — G (fiir G = Dg, Qg)
und durch die Darstellungen ap,, und agq,, von Dg und Qs:

r
g o~ (=1 Vi,k € {0,1}.

i
J o= (=1 Va,b € {0,1}.

Damit haben wir nun die 4 eindimensionalen Darstellungen gefunden, es fehlt also
noch eine irreduzible Darstellung der Dimension 2. Diese finden wir, indem wir die
irreduziblen Darstellungen einer normalen Untergruppe H der Ordnung 4 nach G

mduzieren.

(1) G = DgI
Sei H = (x), dann ist der induzierte Charakter 1 := Ind5®(x) von G gegeben
durch einen der Charaktere x, € H von H, wobei x,z # 1. Diese sind gegeben

durch |
Xo(z) =w® mit0<a<3,wi=er.

Es ist nun Xal, 71 < a#0(mod 2),

und Xa ~ Xo < a=b(mod 2).

Wiihle also x := x1, und 1, z, 22, y, 2y als Reprisentanten der Konjugations-
klassen von Dy:

P(1) = 5 > x(hih™) = §x(1) = 2-1 = 2
heDg
hlh~leH

Y@®) = 1 X x(ha’hh) = {x@?) = 2:(-1) = -2
ha:g}fﬂseH

wx) = 1 X xthah™) = ;Y x(x) + § X x(hzh)
heDg heH hGDg\H
hzh~lcH

SR R G N S A 0
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V) = 1 > xthyr™) =0

heDg

hyh~—leH
v(ry) = ;1 > x(hzyh™) = 0 (day,zy¢ H gilt,
hxﬁ?ﬁg . sind die Summen leer)

(2) G = QgZ
Sei H = (j), dann ist der induzierte Charakter ¢ := I ndgg(ga) von Qg gegeben
durch einen der Charaktere ¢, € H von H, wobei ¢z # 1. Diese sind gegeben

durch -
ep(j) =w®  mit0<b<3, wi=ed .

Es ist nun oy, # 1 b#0(mod 2),

und b~ . < b=c(mod 2).

Wihle also ¢ := ¢, und 1, — 1,1, j, k als Représentanten der Konjugations-
klassen von Qg:

¢(1) = ihg p(hlh™h) = fel) = 21 = 2
o(-1) = 4§ hEZCJJ ph(=Dp") = Jo(-1) = 2-(-1) = -2
h(q)h*gleH
o) = 1 X elhih™) = 13X 0() + 1 X elhih™)
hjhhegz o heH heQs\H
= e(7) + o(=J) = o) —¢lj) = 0

o) = 1 X ehikt) =0

heQs
hih—leH
pk)y = 1 > phkh™) = 0 (daik¢ H gilt,
hkhheﬂge i sind die Summen leer)

Somit haben wir alle 5 irreduziblen Darstellungen der nichtabelschen Gruppen
der Ordnung 8 iiber C bestimmt.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

4.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

Zusammengefasst gibt es also 5 Gruppen der Ordnung p?, die bis auf Isomorphie
verschieden sind. Diese sind

(1) G, = Cp [[.11],
(2) Gy = Cp x C, [T.11],
(3) G3=C, x C, x C, [L.117],
(4) G4 = Dy = (wy|a” =y = 1,yay " = 271 )[1.3.2), G4 = Ds fiir p =2 3.1
(5) G4 = Qp = (wy|aP =y’ =[zylP =1) [1.3.4], G5 = Qs fiir p = 2 [B.1]

Dabei sind G, G5, G3 abelsch und G4, G5 nichtabelsch.

Die Darstellungen der nichtabelschen Gruppen lassen sich durch Charaktertafeln
wie folgt beschreiben:

(i) p>2:
a) Dpa:
1 Cng (Iap) CD p3 (m Yy )
pg 1] w1 WPt
Xk p p w 0
mit 0<45<p, O0<a<p,
0<k<p, 0<bec<p,wobei (be)#(0,0)
und  w:= e%
[2.2.2] [2.3]
b) Qps:
1 Cq,s (2") Ca,s (2"y°)
Plm 1 1 wbl-i—cm
X p pw 0

mit 0<[Im<p, 0<a<p,
O0<h<p, 0 < be<p,wobei (bec)#(0,0)

27

und w:i=-e>r .

EZ3E3
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H 1 CDS(:E) ODs(y) CDS(IQ) CDs(xy)
X0,0 1 1 1 1 1
o |1 -1 1 1 1
Xo,1 || 1 1 -1 1 -1
X1 || 1 —1 —1 1 1
o 20 0 9 0

b) Qs:

H 1 CQS(_1> CQ8<Z) CQS(j) CQs(k)
Xoo | 1 1 1 1 1
X1,0 1 1 -1 1 —1
Xo1 || 1 1 1 -1 -1
X1,1 1 1 —1 -1 1
o2 =2 0 0 0

4.2 Ausblick

34

e Da in dieser Arbeit die Gruppen der Ordnung p* betrachtet wurden, liegt es

nahe, sich zu fragen, wie man die Gruppen der Ordnungen p”, mit n > 3 be-
schreiben kann.

Dabei tauchen unter Anderem folgende Fragen auf.

Wie viele Gruppen dieser Ordnung gibt es?

Héngt diese Zahl nur von n ab, oder auch von p?

Wie sieht das Zentrum solcher Gruppen aus?

Hat Z(G) immer die gleiche, oder je nach Isomorphiektyp verschiedene Ord-
nungen?

Zum Beispiel kann man fiir n = 4 folgende Uberlegungen anstellen, die das
Zentrum Z und deren Restklassengruppe G/Z betreffen:
Sei G eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung p*.
Das Zentrum einer solchen Gruppe G ist entweder von der Ordnung p oder p?
(vgl. |1.2.3 undl.2.2).
Im Falle p? hat G/Z die Ordnung p? und ist somit elementarabelsch.
Im Falle p allerdings hat GG/Z die Ordnung p® und damit gibt es 4 Moglichkei-
ten fiir G/Z, da es 5 bis auf Isomorphie verschiedene Gruppen der Ordnung
p? gibt und davon genau eine zyklisch ist .

Laut der Arbeit von Holder Die Gruppen der Ordnungen p?, p*q, pqr, p*
[H6I93|, auf die auch schon im Vorwort Bezug genommen wurde, gibt es 15

verschiedene Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung p*.
Davon sind laut 5 abelsch, da es genau 5 verschiedene Partitionen der 4



gibt. Das bedeutet, dass es 10 bis auf Isomorphie verschiedene nichtabelsche
Gruppen der Ordnung p* gibt.

In dieser Arbeit wurden die Darstellungen von G iiber C untersucht.
Viele der Aussagen, die dabei verwendet wurden, gelten nur deshalb, weil die
Charakteristik 0 von C nicht die Gruppenordnung |G| teilt.

Betrachtet man nun Darstellungen von G iiber einem Korper F' der Prim-
zahlcharakteristik p, so kann man a priori nicht so viele Aussagen iiber die
irreduziblen Darstellungen von G iiber F' treffen.

Laut dem Artikel Darstellungstheorie der endlichen Gruppen von Wilhelm
Specht [Sped0] trifft man indes vollstindig andere Verhdltnisse in diesem Falle
an.

Dies macht die Untersuchung der Darstellungen von G iiber einem solchen
Korper F' zu einer sehr interessanten Aufgabe.
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