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Kapitel 0

Einleitung

Diese Bachelorarbeit bietet eine Einfithrung in das Thema des Bruhat-Tits
Baums iiber einem diskret bewerteten Korper und ermdoglicht eine Vertiefung
im Fall des Korpers der Laurent-Reihen. Die Arbeit richtet sich hauptséachlich
an Mathematikstudenten und Mathematiker, die mit den Kenntnissen der
Grundlagenvorlesungen eines Mathematikstudiums vertraut sind und dariiber
hinaus elementares Wissen im Bereich der algebraischen Zahlentheorie be-
sitzen.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt strukturiert: Da es sich bei dem Bruhat-
Tits Baum um einen Baum, also einen Graphen mit besonderen Eigen-
schaften handelt, werden in Kapitel (1) (Graphen und Béume) die Grund-
lagen zu diesem Thema geschaffen. Zudem soll das Kapitel den Zweck eines
Nachschlagewerkes fiir die in dieser Arbeit relevanten graphentheoretischen
Sachverhalte erfiillen.

Das anschlieBende Kapitel (2) (Projektive Geometrie) legt weitere Grund-
bausteine fiir diese Arbeit. Eine Einfithrung in die Projektive Geometrie soll
den weiteren Umgang mit der Geometrie des Bruhat-Tits Baums erleichtern.
Um eine erste Intuition zu vermitteln wird anfangs der Spezialfall eines Vek-
torraums iiber einem Korper betrachtet. Anschliefend wird der projektive
Raum auf den Fall eines freien Moduls iiber einem lokalen kommutativen
Ring verallgemeinert.

Nach der Darstellung der notwendigen Grundlagen kann mit Kapitel (3)
(Beschreibung des Bruhat-Tits Baums 7°) ins Thema des Bruhat-Tits Baums
eingestiegen werden. Bei der Einfithrung des Bruhat-Tits Baums wird kon-
struktiv vorgegangen. Es wird erst die Knotenmenge definiert und mit einem
Abstandsbegriff ausgestattet, der es erlaubt die Knoten in Beziehung zu set-
zen und damit eine Definition der Kantenmenge mitbringt. Die so gefun-
denen Objekte definieren einen Graphen, der sich insbesondere als Baum
herausstellt. Diesem Baum geben wir den Namen Bruhat-Tits Baum. Dem



Beweis des Theorems, dass der konstruierte Graph tatsichlich ein Baum ist,
wird der Rest des Kapitels gewidmet.

Nun wurde ein Ausgangspunkt geschaffen, der es ermoglicht eine zahlen-
theoretische Situation aus geometrischer Sicht, dem Bruhat-Tits Baum, zu
interpretieren. Im folgenden Kapitel (4) (Geometrie auf dem Bruhat-Tits
Baum 7') spielt diese Korrelation eine wesentliche Rolle. Um noch prézisere
Aussagen in diesem Zusammenhang treffen zu kénnen wird das Studium
des Bruhat-Tits Baums in dem Fall fortgesetzt, dass der zugrunde liegende
diskret bewertete Korper vollstandig ist. Daraus ergibt sich die im wei-
teren Verlauf der Betrachtungen wichtige Aussage der Bijektion zwischen
dem Bruhat-Tits Baum iiber einem diskret bewerteten Korper und dem
Bruhat-Tits Baum iiber seinem komplettierten Korper. Diese Tatsache er-
laubt, ohne Beschriankung der Allgemeinheit anzunehmen, dass der diskrete
Korper zusétzlich vollstdndig ist. Ansonsten steht in diesem Kapitel die
Einfithrung der elementaren Objekte Kreis, Halbgerade, Ende und Gerade,
im Vordergrund.

In Kapitel (5) (Operationen von GL(V') auf dem Bruhat-Tits Baum 7))
eroffnet uns die Automorphismengruppe des Vektorraums iiber dem vollstéan-
dig disrket bewerteten Korper eine weitere Moglichkeit, Untersuchungen auf
dem Bruhat-Tits Baum anzustellen. Diese Gruppe operiert transitiv auf allen
wichtigen Objekten des Baums. Auf dieser Aussage basierend beschéftigt sich
das gesamte Kapitel mit der Frage: Wie lassen sich geometrische Objekte wie
Gitter, Knoten, Kanten, Halbgeraden usw. als Bahnen unter der Operation
dieser Gruppe darstellen?

Eine Anwendung findet das bisher Erarbeitete in Kapitel (6) (Der Bruhat-
Tits Baum 7 {iber dem Kérper der Laurent-Reihen), in dem, noch spezieller
die Situation mit dem vollstédndig diskret bewerteten Korper der Laurent-
Reihen studiert wird. Dieses Kapitel stiitzt sich im Wesentlichen auf [Gek95]
von Prof. Gekeler. Die anfénglichen Bemiihungen streben eine Darstellung fiir
das Reprisentantensystem von Knoten und Kanten in Matrixform in dieser
Situation an. Dabei zeigt sich, dass ein Knoten durch nur zwei Parameter in
diesem Reprisentantensystem eindeutig bestimmt ist. Auch die geometrische
Interpretation wird nicht aufler Acht gelassen. Dies duflert sich in der De-
finition einiger Abbildungen auf dem Bruhat-Tits Baum, deren Wirken aus
arithmetischer und geometrischer Sicht genauer untersucht wird.

Im zweiten Teil dieses Kapitels werden die Operationen weiterer spezieller
Gruppen von Matrizen auf dem Bruhat-Tits Baum untersucht.

Im abschlieenden Kapitel (7) (Der Algorithmus) wird der im vorangehenden

Kapitel eingefiihrte Restklassenbaum F\T aus algorithmischer Sicht behan-
delt. Das Kapitel beschreibt einen Algorithmus, der es ermoglicht, gegeben



eine beliebige invertierbare 2 x 2 Matrix iiber dem betrachteten Korper der
Laurent-Reihen oder gegeben einen Knoten auf dem Bruhat-Tits Baum in
Matrixform, den entsprechenden zugehorigen Knoten auf dem Restklassen-
baum zu ermitteln. Neben der Formulierung des Algorithmus steht auch seine
Analyse auf dem Programm fiir dieses Kapitel.



Kapitel 1

Graphen und Biume

In diesem Kapitel fithren wir die fiir diese Arbeit grundlegenden Begriffe zu
Graphen und Baume ein. Da die Intuition der Begriffe mit den Definitionen
iibereinstimmt, kann der geiibte Leser dieses Kapitel getrost iiberspringen
und es als Nachschlagewerk verwenden.

Ein grundlegendes Wissen iiber Bdume ist zum Verstdndnis dieser Arbeit
essentiell, da sie sich, wie der Titel ,,Der Bruhat-Tits Baum*“ schon vermuten
ldsst, mit einem speziellen Baum, dem Bruhat-Tits Baum, befasst.

Ein Baum ist ein Graph mit speziellen Eigenschaften. Daher kommen wir
iiber die Definition des Graphen und Erarbeitung verschiedener Eigenschaften
zur Definition des Baumes. Wir wollen uns hierbei hauptséchlich an [Ser80,
Kapitel 2] orientieren, werden aber vereinzelt Ergénzungen aus [Aig04] vor-
nehmen.

1.1 Graphen

1.1.1 Was ist ein Graph?

DEFINITION 1.1.1.

Ein (GERICHTETER bzw. ORIENTIERTER GRAPH) I besteht aus einem Tupel
(V, E%) von einer Menge V von KNOTEN und einer Menge

Ex = {(v1,v2) |v1,v2 € V} won (gerichteten bzw. orientierten) KANTEN.

DEFINITION 1.1.2.
Weiter definieren wir auf einem gerichteten Graphen I’ = (V,E%) die Abbil-

dungen
0:&F —V und t:£F —V
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mat
e = (o(e), t(e))
und die Abbildung
EEF — &%
e — e:=(t(e),o(e)).

Fiir ein e € £F bezeichnen wir mit € die zu e INVERSE KANTE. Die Figen-
schaft o(e) = t(€) definiere den URSPRUNG und t(e) = o(€) den TERMINUS
einer orientierten Kante e € £*. Ursprung und Terminus zusammen bezeich-
nen wir als die EXTREMITATEN der orientierten Kante e. Umgekehrt nennen
wir die Extremitdten von e BENACHBART oder ADJAZENT.

BEMERKUNG 1.1.3.
Die in (1.1.2) definierten Abbildungen erfiillen (sofern t(e) # o(e) ist) die
Eigenschften

i. (o(e),t(e)) = e # e = (t(e),o(e)),
ii. € = e und
iii. o(e) = t(e).

DEFINITION 1.1.4.

Zu einem orientierten Graphen I' = (V,E%), definieren wir den ASSOZI-
IERTEN UNGERICHTETEN GRAPHEN (den wir auch mit I bezeichnen), in-
dem wir die Orientierung der Kanten wvergessen, d.h. wir betrachten die
Kantenmenge € := {{vy,va} |v1,v9 € V mit (vy,v5) € EX} von ungeordneten
Knotenpaaren. Einen solchen GraphenT' = (V, ) nennen wir UNGERICHTET
oder NICHT-ORIENTIERT .

BEMERKUNG 1.1.5.
Im Falle eines ungerichteten Graphen machen die in Definition (1.1.2) und
Bemerkung (1.1.3) auftauchenden Abbildungen keinen Sinn.

BEMERKUNG 1.1.6.

Wir werden fiir die Knoten- bzw. Kantenmenge auch die Notation V(I") bzw.
ET) (bzw. E£(T)) verwenden, wenn wir den Bezug zu dem Graphen I' her-
stellen wollen.

BEMERKUNG 1.1.7.

i. Wenn wir betonen wollen, dass wir mit einer orientierten Kante e € £*
. . . — ..
arbeiten, schreiben wir oft auch e fiir e.
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.. . . . . — —_ . . . . .
ii. In der Notation aus (i) schreiben wir e := e fiir die invers orientierte
—
Kante zu e.

Von grundlegendem Interesse fiir jede algebraische Untersuchung von Ob-
jekten gehort die Bestimmung der Isomorphieklassen. Wir definieren die Iso-
morphie von Graphen wie in [Aig04, S. 108].

DEFINITION 1.1.8.

Seien I' = (V,€) und T" = (V', &) zwei Graphen (gerichtet oder nicht-
gerichtet). Wir sagen, die Graphen I' und I sind 1SOMORPH, in Zeichen
' 21V, genau dann, wenn es einen Isomorphismus zwischen V und V' ¢ibt,
der einen Isomorphismus der Kantenmengen £ und &' induziert.

BEISPIEL 1.1.9.
i. Die gerichteten Graphen
I'= ({17 2, 3} ) {(17 2)7 (2’ 3)}> und I = ({37 7, B} ) {(37 B)v (B’ 7)}>
sind isomorph.

ii. Die gerichteten Graphen
I'= ({17 2, 3} ) {<17 2)7 (2’ 3)}> und I = ({37 7, B} ) {(37 B)v (B’ 3)}>
sind nicht isomorph.

DEFINITION 1.1.10.
Fine ORIENTIERUNG auf einem ungerichteten Graphen I' ist eine Teilmenge

ETCE s0dass E=ETUE mit - :=E+ ={e|ec &Y} ist.

Dabei ist unmittelbar klar, dass auf jedem ungerichteten Graphen I" ohne
Kanten e € £ der Form t(e) = o(e) eine Orientierung existiert. Zeichnen wir
namlich jede Kante e € £ entweder als positiv oder als negativ orientiert
aus, so ist die Gesamtheit der positiv orientierten Kanten £ sicher eine
Teilmenge von £ mit der gewiinschten Eigenschaft.

1.1.2 Diagramme von Graphen

BEMERKUNG 1.1.11.
Um sich den Umgang mit Graphen zu vereinfachen, ist folgende graphische
Darstellung gebrauchlich. Statt die Knoten und Kanten formal als Mengen
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zu definieren, veranschaulicht man sie in einem DIAGRAMM. Knoten identi-
fiziert man naheliegenderweise mit Punkten, und Kanten werden mit Linien
zwischen diesen Punkten verwirklicht. Weiter kennzeichnet man eine orien-
tierte Kante, indem man von ihrem Ursprung aus in Richtung ihres Terminus
einen Pfeil zeichnet.

BEISPIEL 1.1.12.

i. Den ungerichteten Graphen I' mit I' = ({A, B},{{A4, B}}) veran-
schaulichen wir durch folgendes Diagramm (Abbildung (1)):

A B

Abbildung 1: Beispiel ungerichteter Graph

ii. Einen entsprechend gerichteten Graphen, etwaI' = ({A, B}, {(A, B)}),
stellen wir durch dar (Abbildung (2)).

A B

o — 0

Abbildung 2: Beispiel gerichteter Graph

iii. Hier noch ein etwas komplizierterer gerichteter Graph, den wir der
Ubersicht halber nur als Diagramm (Abbildung (3)) darstellen.

O—>
° ° o |
G

D e o/\oF
N~
E
A oe— 0o o (C
B

Abbildung 3: Beispiel gerichteter Graph
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Im folgenden Abschnitt, wo es um die Eigenschaften der Graphen geht,
beziehen wir uns zur Veranschaulichung ofter auf den dritten Teil dieses
Beispiels.

1.1.3 Eigenschaften von Graphen

In dem Beispiel (1.1.12)(iii) haben wir einen etwas komplizierteren Graphen
gesehen. Dieser weist verschiedene Eigenschaften auf, die wir nun charakte-
risieren wollen.

DEFINITION 1.1.13.
i. Ein WEG oder PFAD (der Lingen € N) auf einem gerichteten Graphen
[ ist eine Folge von orientierten Kanten (eg,eq,...,en_1), so dass
t(e;—1) = o(e;) fir alle 1 <i<n—1 ist.

1. Ein Weg oder Pfad auf einem ungerichteten Graphen ist eine Folge von
Knoten (vg,v1,...,0,), wobei {vy,vi41} € E ist fir alle 0 <i<mn—1.

BEMERKUNG 1.1.14.

i. Anstatt die Folge der zu durchlaufenden Kanten aufzuschreiben, be-
schreiben wir einen Weg auch durch die Angabe der entsprechenden
Knoten, d.h. einen Weg (eq, €1, ..., e,-1) schreiben wir auch als
(vo, 1, ...,U,), wobei o(e;) = v; fir alle 0 < i <n—1und t(e;) = viq
fiir alle 0 <7 < n — 1 ist. Dabei verlangen wir keinesweg, dass Knoten
nicht mehrfach vorkommen diirfen.

ii. Einen Pfad auf einem ungerichteten Graphen beschreiben wir auch
durch die Folge der durchlaufenen ungerichteten Kanten (eg, €1, ..., €,_1).

DEFINITION 1.1.15.
Als eine GEODATE bezeichnen wir einen kiirzesten Weg zwischen zwei Knoten.

BEISPIEL 1.1.16.

In dem Beispiel (1.1.12)(iii) ist (A, B, F\,I) eine Geodéte der Knoten A und
I, wohingegen der Weg (A, B, F, E, A, B, F, I) keine Geodite dieser beiden
Knoten ist.

DEFINITION 1.1.17.
i. Fin Paar der Form (e;,e;41) = (e;,€;) fir ein 0 < i <mn —2 in einem
Weg (eg, €1, ..., €,_1) nennen wir ZURUCKGEHEN.

14



it. Ein Pfad, der kein Zurickgehen enthdlt nennen wir REDUZIERT.

BEMERKUNG 1.1.18.
Enthélt ein Weg ein Zuriickgehen, so kann man den Weg um die Lénge zwei
reduzieren. Eine Geodéte ist also immer ein Weg ohne Zuriickgehen.

DEFINITION 1.1.19.

i. Ein ungerichteter Graph I' = (V,€) heif$t ZUSAMMENHANGENDER
GRAPH, wenn es zu je zwei Knoten v,v' € V mindestens einen Weg
gibt, der v mit v' verbindet.

ii. Wir nennen einen gerichteten GraphenT = (V, £) ZUSAMMENHANGEN-
DER GRAPH, wenn sein assoziierter ungerichteter Graph diese Figen-
schaft ertllt.

BEISPIEL 1.1.20.
Der Graph aus Beispiel (1.1.12)(iii) ist nicht-zusammenhéngend, weil zum
Beispiel fiir die Knoten A und G kein verbindender Weg existiert.

Wir definieren nun einen Zykel bzw. Kreis mithilfe der Definition eines
Weges.

DEFINITION 1.1.21.
Fin KREIS oder ZYKEL (der Linge n € N) ist ein Weg (vg,v1,...,0n_1),
wobei vy und v,—1 durch eine Kante verbunden sind.

BEMERKUNG 1.1.22.
Ist der Graph gerichtet, so gilt fiir die Kante e € £ zwischen vy und v,,_;
natiirlich o(e) = v,—1 und t(e) = wy.

BEISPIEL 1.1.23.
In dem Graph aus Beispiel (1.1.12)(iii) ist zum Beispiel der Weg (A, B, I, E, A)
ein Zykel der Lange 4.

Mithilfe der Definition von Kreisen und Zykeln definieren wir weiter:

DEFINITION 1.1.24.
FEin GraphT (gerichtet oder ungerichtet) heifft KOMBINATORISCHER GRAPH,
wenn er keine Zykel der Linge kleiner gleich zwei enthdlt.

BEISPIEL 1.1.25.
Ein Beispiel fiir einen nicht kombinatorischen Graph findet man in Beispiel
(1.1.12)(iii). Dort existiert eine Kante, bei der Ursprung und Terminus iiber-
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einstimmen, d.h. ein Zykel der Lénge eins (siehe Knoten G). Ebenso existiert
ein Zykel der Lange zwei, namlich ((E, F), (F, E)).

Wir definieren schliefilich noch wie in [Aig04, S. 113] den Begriff des
Abstandes, der uns weitere geometrische Moglickeiten liefert.

DEFINITION 1.1.26.
Als ABSTAND bzw. ABSTANDSFUNKTION stellt jeder zusammenhdngender
ungerichteter Graph die Funktion

d: VxV — Ny
(u,v) +— d(u,v) ,

wobei d(u, v) die Linge einer Geoddite von u nach v bezeichnet, zur Verfigunyg.

BEMERKUNG 1.1.27.

Den Abstand auf einem gerichteten Graphen definieren wir wieder iiber
seinen assoziierten ungerichteten Graphen. Daher treffen wir weitere Aus-
sagen iiber den Abstand ausschlielich fiir ungerichtete Graphen.

ERINNERUNG 1.1.28.

Um glaubhaft machen zu koénnen, dass es sich auch um einen Abstand im
Sinne der Metrik, wie etwa in [Heu91, S. 85] definiert, handelt, erinnern wir
an die Definition:

Sei X eine nichtleere Menge und d : X x X — R eine Funktion, die fiir je
drei Punkte z,y, 2 € X die Eigenschaften

i. d(z,y) > 0und esist d(z,y) =0z =y,
ii. d(z,y) = d(y,z) und
ii. d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2)

erfiillt. Dann nennen wir das Paar (X, d) einen METRISCHEN RAUM und d
den ABSTAND.

BEMERKUNG 1.1.29.

i. Es macht keine Sinn, eine Metrik auf einem nicht-zusammenhéngenden
Graphen zu definieren.

ii. Auf dem (ungerichteten) Graphen I' = (V, £) erhalten wir eine Metrik
(V,d), wobei d die Abstandsfunktion auf dem Graphen ist, die wir in
(1.1.26) definiert haben. Dass die geforderten Eigenschaften erfiillt sind,
ist direkt klar.
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iii. Die Abstandsfunktion auf einem (ungerichteten) Graphen I' = (V,€)
ist diskret, d.h sie erfiillt sogar d : V x ¥V — Nj,.

1.2 Baume

Wie angekiindigt fiihren wir einen Baum als einen Graphen mit speziellen
Eigenschaften ein.

DEFINITION 1.2.1.
FEin BAuM T ist ein zusammenhdngender nicht-leerer ungerichteten Graph
ohne Zykel.

BEMERKUNG 1.2.2.
Insbesondere ist ein Baum also ein kombinatorischer (ungerichteter) Graph.

BEISPIEL 1.2.3.

i. Zum Beispiel gibt folgendes Diagramm (Abbildung (4)) einen Baum
an:

A B

Abbildung 4: Beispiel Baum

ii. Ein weiteres Beispiel fiir einen Baum ist in Abbildung (5) zu sehen:

PROPOSITION 1.2.4.
Sei T ein Baum. Dann existiert fiir je zwei Knoten P,Q € V(T) genau eine
Geoddte und dieser Pfad ist injektiv, d.h. darin tritt jeder Knoten nur einfach

auf.
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I\
/N,

Abbildung 5: Beispiel Baum

Beweis. Den Beweis findet der Leser in [Ser80, S. 18]. O

BEMERKUNG 1.2.5.
Im Gegensatz zu manchen anderen Definitionen hat ein Baum in dieser Ar-

beit keine ausgezeichnete Wurzel.
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Kapitel 2

Projektive Geometrie

Die projektive Geometrie ist in der Kunst aus der perspektivischen Darstel-
lung dreidimensionaler Gegenstédnde auf einer zweidimensionalen Zeichenober-
flache entstanden. Eine Besonderheit, die in der projektiven Geometrie bzw.
im projektiven Raum eine wesentliche Rolle spielt, ist die Tatsache, dass sich
je zwei Geraden in einem Punkt schneiden. So schneiden sich auch Geraden,
die in der euklidischen Ebene parallel verlaufen, in einem Punkt, dem ,un-
endlich fernen Punkt“. Aus diesem, aus der Kunst motivierten Vorbild, ist
die projektive Geometrie in der Mathematik entstanden. Sie ermdoglicht es
viele Sachverhalte kompakter und natiirlicher zu formulieren.

Soweit eine kurze historische Einfithrung. In diesem Kapitel wollen wir die ele-
mentarsten Aussagen fiir den Umgang mit der projektiven Geometrie schaf-
fen.

2.1 Der projektive Raum

Wir wollen hier die algebraische Variante zur Einfiihrung des projektiven
Raums verwenden. Fiir den Fall eines Vektorraums iiber einem Korper ori-
entieren wir uns an [Fis79, Kapitel 3]. Wir verallgemeinern diese Definitionen
und Sachverhalte danach auf den Fall eines freien Moduls iiber einem kom-
mutativen lokalen Ring.

DEFINITION 2.1.1.
Es sei V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K. Dann bezeichnen wir mit

P(V) :=Pr(V) := {U C V| dimyU = 1},

den PROJEKTIVEN RAUM, also die Menge aller eindimensionalen Untervek-
torrdume von V. Einv € P(V)) nennen wir PUNKT, obwohl v in V' betrachtet
einer Gerade entspriche.
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DEFINITION 2.1.2.
Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V sei

dimg P(V) :=dimg V — 1
die PROJEKTIVE DIMENSION, oder die Dimension von P(V).

DEFINITION 2.1.3.
Fiir den Kéorper K und ein n € Ny sei

P"(K) := P(K"™)
der KANONISCHE PROJEKTIVE RAUM tber K.

Ein Vektor 0 # v € V' bestimmt eindeutig eine Gerade K - v. Betrachten
wir also die surjektive Abbildung

V\{O} — P(V)
v — K -v=Kv.

Die Vektoren v und v' bestimmen genau dann die gleiche Gerade, wenn ein
A € K* existiert, so dass
v = v
ist.
DEFINITION 2.1.4.

Betrachten wir wieder den kanonischen Vektorraum V = K™ und
v=(vg,...,0,) € V {0}, so setzen wir

(Vo : ...t vy) = K(vg,...,0,)

fiir die Gerade in V. Im projektiven Raum betrachtet entspricht diese Gerade
einem Punkt und wir nennen das (n + 1)-Tupel auf der linken Seite HOMO-
GENE KOORDINATEN des Punktes in P(V).

BEMERKUNG 2.1.5.

i. Ist v € P(V) ein Punkt im projektiven Raum P(V), in homogenen
Koordinaten gegeben durch (v : ... : v,), so ist mindestens einer der
Eintrige vy, ..., v, verschieden von 0, da wir in der Definition (2.1.4)
v €V ~ {0} vorausgesetzt haben.
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ii. Seien v = (vg : ... : v,) und v = (v§ : ... : v)) zwei Punkte im
projektiven Raum, dann gilt:

vy, = Ay,
/ / / w . Ui = )\Ula
(Wo:vr:eoivy) = (vy:vy ... 10,) < IN€ K mit
! —
v, = AUy

Wir wollen nun den bisher konstruierten projektiven Raum auf Moduln
M iiber einem speziellen Ring verallgemeinern. Die Ringe, die wir im Fol-
genden betrachten, seien alle kommutativ und dariiber hinaus lokal, d.h.
insbesondere gilt

R=R'Um,

wobei m das (eindeutige) maximale Ideal von R ist. Wesentlich fiir die Ver-
allgemeinerung ist die Existenz einer Basis fiir den R-Modul M.

BEMERKUNG 2.1.6.

i. Analog zu Definition (2.1.1) definieren wir den projektiven Raum fir
freie Moduln iiber einem kommutativen lokalen Ring als die Menge
aller direkten Faktoren vom Rang eins.

ii. In der Definition der homogenen Koordinaten miissen wir ein wenig
aufpassen. Es reicht nicht aus zu verlangen, dass mindestens eine Ko-
ordinate verschieden von Null ist. Wir brauchen mehr noch: Mindestens
eine Koordinate soll invertierbar sein.

iii. Die iibrigen Definitionen und die Bemerkung lassen sich in diesem
Fall analog verallgemeinern. Im wesentlichen muss man nur Koérper
durch kommutativen lokalen Ring, Vektorraum durch Modul, Dimen-
sion durch Rang und die Figenschaft, verschieden von Null zu sein,
durch die Eigenschaft, invertierbar zu sein, ersetzen.

Das Folgende formulieren wir fiir den allgemeineren Fall eines freien Mo-
duls M iiber einem kommutativen lokalen Ring R vom Rang n € N: Einen
Punkt in homogenen Koordinaten (vy : vy : ... : v,) € Pr(M) := P(M)
koénnen wir in seiner Aquivalenzklasse so normieren, dass eine Komponente
eins ist. Dazu benotigen wir lediglich eine invertierbare Koordinate. O.B.d.A.
sei die nullte Koordinate in R invertierbar. Wir normieren den Punkt mit
A= % € R* und erhalten den Punkt

(1:vg:vg:... 1wy, € P(M)
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in homogenen Koordinaten, den wir als Punkt (vq, vg, ..., v,) im R"™ auffassen
kénnen, da wir durch die Normierung keine weiteren Wahlen beziiglich des
Reprisentanten in der Aquivalenzklasse des Punktes (1 : vy :vg @ ... @ vy,)

haben.

BEMERKUNG 2.1.7.

Wie wir im folgenden Korollar auch sehen werden, konnen wir den projek-
tiven Raum zerlegen. Es ist allerdings zu bemerken, dass in dieser Zerlegung
eine gewisse Willkiir steckt.

BEISPIEL 2.1.8.

Betrachten wir etwa den Fall M = K? iiber einem Korper K. Dann ist es
unserer Willkiir iiberlassen, ob wir nach der ersten oder zweiten Komponente
in den homogenen Koordinaten normieren. Je nach Wahl gibt uns das eine
der folgenden beiden Zerlegungen:

i. Normierung der ersten Komponente:
P(M) =P'(K) =P(K) = {(1:y) € P(K)} U{(0: y) € P(K)},

wobei man die erste Menge mit K identifizieren kann und die zweite
Menge, die nur noch aus einem einzigen Punkt besteht definieren wir
mit dem Symbol oo, d.h. es ist

P(K) = K U {oo}.
ii. Normierung der zweiten Komponente:

P(M)=PYK)=P(K) = {(z:1) e P(K)}U{(z:0) € P(K)},

wobei man die erste Menge mit K identifizieren kann und die zweite
Menge, die nur noch aus einem einzigen Punkt besteht, definieren wir
mit dem Symbol oo, d.h. es ist

P(K) = K U{oo}.

Die beiden Moglichkeiten sind mengentheoretisch dasselbe, phénomenolo-
gisch sind sie allerdings als unterschiedlich anzusehen. Aus arithmetischer
Sicht betrachten wir sie als gleichwertig.

Fiir den Fall, dass M = R™™! mit einem kommutativen lokalen Ring R
ist, gilt weiterhin:
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ProPOSITION 2.1.9.
Sei M = R™! ein freier Modul vom Rang n + 1 iber R. Dann kénnen wir
den projektiven Raum Pr(M) = P(M) wir folgt zerlegen:

P(M)= [ (m'x R"™)

0<i<n

Dabei bezeichnen m® und R™™* das i-fache, bzw. das (n —1)-fache kartesische
Produkt von m bzw. R fir alle 0 <1 <n.

Beweis. Es ist P(M) = P(R""') = P"(R) und wir kénnen P(R"*!) wie folgt
zerlegen:

PR = {(1:v1:...:0,) PR}
U {(wo:vii...:v,) EPR™) |y & R}
~ R"U(m x P(R"))
~ R"U (m X (R"‘l U{(vy:...:v,) €P(RY) |0y & R*}>>
(m X <R"‘1 Um x P(R"‘1)>)

= R"U(mx R U(mxmxP(R"))
= U(mx R U (m? x P(R™))
Sukzessive Reduktion ergibt die Behauptung. O

Da wir spéter noch den Fall eines freien Moduls M vom Rang zwei iiber
einem kommutativen lokalen Ring R explizit benotigen, verfassen wir die
vorangehende Proposition in diesem Spezialfall (ohne Beweis) separat noch
einmal:

KoRroLLAR 2.1.10.
Sei M ein freier Modul vom Rang zwei tiber R. Dann kénnen wir den pro-

jektiven Raum Pr(M) =P(M) in
P(M)=RUm
zerlegen.

Beweis. Die Aussage ist lediglich ein Spezialfall von der vorangehenden Propo-
sition. O
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Kapitel 3

Beschreibung des Bruhat-Tits
Baums 7

Nachdem wir die Grundlagen zu Graphen und Bdumen im ersten Kapitel
gelegt haben, wollen wir nun in das Thema des Bruhat-Tits Baums ein-
steigen. Wir stellen in diesem Kapitel den Zusammenhang zwischen diskret
bewerteten Kérpern und Baumen her, erklaren also, was es mit dem Bruhat-
Tits Baum iiber einem diskret bewerteten Korper auf sich hat. Dabei orien-
tiere ich mich an dem Buch von Serre [Ser80].

Die Struktur des Kapitels sieht vor, dass wir nach dem Festlegen der Notation
fiir unsere Situation zuerst die Rolle von Gittern bei der Konstruktion der
Knotenmenge V des Bruhat-Tits Baums 7 erklaren. Wir fassen Gitter unter
einer gewissen Aquivalenzrelation zu Klassen zusammen. Die Menge dieser
Aquivalenzklassen definiert uns die Knotenmenge V des Bruhat-Tits Baums
7. Dann erkldren wir in einem eigenen Abschnitt eine Metrik und damit
einen Abstand d auf der Menge der Gitterklassen, der sich spéter als der na-
heliegende, natiirliche Abstand auf dem Bruhat-Tits Baum 7 herausstellt.
Dadurch ergibt sich eine Moglichkeit, den Begriff der ,, Nachbarschaft“ ein-
zufithren und die Menge der nicht-orientierten Kanten £ bzw. der orientierten
Kanten £* des Bruhat-Tits Baumes 7 als Menge von Paaren von Knoten
mit Abstand eins zu definieren. Im weiteren Verlauf des Kapitels geht es
um den Beweis, dass es sich bei dem bisher konstruierten Graphen 7 wirk-
lich um einen Baum handelt, wie es der Name Bruhat-Tits Baum suggeriert.
Genau diesen Baum nennen wir den Bruhat-Tits Baum 7 {iber einem diskret
bewerteten Korper.
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3.1 Notation

Es sei K ein Korper mit diskreter Bewertung v, d.h. ein Korper mit einer
Abbildung
v: K — ZU{x},

die fiir alle z,y € K die Eigenschaften
i v(r) =00 =0,
ii. v(zy) =v(x) +v(y) und
iii. v(z +y) > min{v(x),v(y)}

erfiillt. Dabei ist co + 2 = oo und min{oo, z} = min{z,co} = z fiir alle
x € K. Weiter bezeichne O := Ok den diskreten Bewertungsring von K
beziiglich der Bewertung v, d.h.

O={xe K|v(x) >0},

mit (eindeutigem) maximalem Ideal m. Fiir dieses gilt (7) = m, wobei 7 eine
Uniformisierende ist, d.h. ein Element 7 € K* mit v(7) = 1. Es ist dann

O = O U m
= {zeK|v(z)=0} U {zeK|v)>1}
und jedes Element x € K* hat eine eindeutige Darstellung
x = 1@y,
mit einer Einheit v € O*. Fiir x € K* ist
20 =1'W0 = {y € K |v(y) > v()}

ein (gebrochenes) Ideal.

Zur Abkiirzung der Notation verwenden wir die Bezeichnung  fiir den Rest-
klassenkorper O/’T('O und k(n) fir den Restklassenring O/ﬂno fiir n > 1,
n € N, und x(0) := 0 und (1) := x.

Weiter sei V' = K x K ein zweidimensionaler K-Vektorraum.
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3.2 Knoten und Gitterklassen

In dem Bruhat-Tits-Baum 7 definieren wir die Knotenmenge V als Menge
von Aquivalenzklassen von Gittern. Dazu miissen wir zuerst kliren, was ein
Gitter eigentlich ist. Dabei konzentrieren wir uns direkt auf den fiir uns
relevanten Fall eines Gitters in einem zweidimensionalen Vektorraum.

DEFINITION 3.2.1.
FEin GITTER wn dem K -Vektorraum V' ist ein endlich erzeugter O-Untermodul
L von V', der den K-Vektorraum V erzeugt.

LEMMA 3.2.2.
Sei L ein O-Gitter. Dann enthdlt L eine K-Basis von V', die O-Basis von L
15t.

Beweis. Trivial. O

Auf der folgenden Proposition beruht die Einfiihrung der oben angekiin-
digten Aquivalenzrelation auf der Menge der Gitter.

PROPOSITION 3.2.3.
Ist x € K* und L ein Gitter von V', so ist Lz ein Gitter von V.

Beweis. Trivial. ]

Mit anderen Worten ausgedriickt, operiert die Einheitengruppe des Kor-
pers K auf der Menge der Gitter von V. Damit ist die Einfiihrung der fol-
genden Aquivalenzrelation wohldefiniert.

Daher operiert die Einheitengruppe K* (von rechts) auf der Menge der
Gitter in V.

DEFINITION 3.2.4.
Die zugehorige Bahn eines Gitters L unter der Operation von K* bezeichnen
wir als die GITTERKLASSE [L], d.h. es ist

[L):={Lz|z e K*} ={Lr'|i e Z}.

Umformuliert liest sich die Definition: Es liegen zwei Gitter L und L’
genau dann in der gleichen Klasse, wenn eine Einheit € K™ existiert, so
dass L = L'z ist. Wir schreiben [L] = [L’] und nennen dann L und L'
dquivalent (in Zeichen: L ~ L').

DEFINITION 3.2.5.
Wir definieren die KNOTENMENGE

V= {[L]| L ist Gitter von V'}
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als die Menge der Gitterklassen.

Wie wir in Definition (1.1.1) definiert haben, gehort zu einem Baum (bzw.
einem Graphen) aufler einer Menge von Knoten auch eine Menge von Kanten
E (bzw. £F), welche die Knoten in Beziehung setzt. Diese wollen wir als
Paare von benachbarten Knoten definieren. Bevor wir dies tun koénnnen,
miissen wir jedoch kldren, was wir darunter verstehen, dass zwei Gitterklassen
benachbart sind. Ein naheliegender Ansatz wire, zwei Knoten als benachbart
zu erkldren, wenn ihr Abstand voneinander eins ist. Allerdings ist damit das
Problem nicht gelést, sondern lediglich umformuliert. Statt die Eigenschaft
,benachbart zu sein “ direkt zu definieren, formulieren wir auf der Menge der
Gitterklassen V eine Abstandsfunktion und nennen dann zwei Gitterklassen
benachbart oder adjazent, wenn ihr Abstand eins ist.

3.3 Abstandsfunktion

Seien L und L’ zwei Gitter des K-Vektorraums V. Da beide Gitter insbeson-
dere O-Moduln vom gleichen Rang sind, folgt mit dem Elementarteilersatz
unmittelbar die Proposition:

PROPOSITION 3.3.1.

i. Sind L und L' zwei O-Gitter von V', so existiert eine O-Basis {eq,es}
von L und ganze Zahlen a,b € Z, so dass {elﬁ“,egwb} eine O-Basis
von L' ist.

ii. Die Menge {a,b} ist unabhingig von der Wahl der Basen von L und
L.

Beweis. Die Proposition ist gerade die Aussage des Elementarteilersatzes
angewandt auf die Situation von freien O-Moduln vom Rang zwei in einem
K-Vektorraum V' mit einem diskret bewerteten Korper K. O

BEMERKUNG 3.3.2.
Auf den Fall von Gittern angewendet und anschaulich prasentiert liest sich
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die Proposition (3.3.1) wie folgt:

Sei L ein Gitter in dem zweidimensionalen K-Vektorraum V. Dann existiert
zu jedem Gitter L' in diesem Vektorraum eine Basis von L, so dass sich die
Basisvektoren von L’ von denen von L nur in der Linge (um m-Potenzen)
unterscheiden, nicht aber in der Richtung.

Nachdem wir nun eine erste Intuition von Gittern haben, wollen wir sie
nun in Relation setzen und beschreiben, was das fiir die Basen der Gitter
bedeutet.

Weiter sieht man auch das Folgende:

PRrRoOPOSITION 3.3.3.
In der Situation der vorangehenden Proposition (3.3.1) ist L' C L genau
dann, wenn a und b > 0 sind. In diesem Fall ist

L/ = (Ofre0) x (O/r00) (= kla) x k(b).

Wiahit man andere Reprdsentanten Lz aus [L] und L'y aus [L'] mit z,y € K*,
verdndert sich {a,b} zu {a+v(¥),b+v(%)} (v = diskrete Bewertung von K )
und es ist

la — b = | (a—l—v (Q)) — <b+v (Q)) |.
T T
Beweis. Es seien a und b wie in Proposition (3.3.1). Dann ist

L'cL&ab>0

offensichtlich, da das heranmultiplizieren von 7 die Gitter in einer oder in
beiden Richtungen mindestens vergrobert. Es ist dann

L/L’ ~ (10 x 620)/(617Ta0 « e2ﬂ_bo)
= (610/617r“(9> X (eQO/egﬂbO)

= (©fr0) (9/20)

Waihlt man die Reprédsentanten Lz und L'y mit z,y € K*, d.h. Lz mit Basis
{e1z, ez} und L'y mit Basis {e;7%y, ean’y }, dann wird aus {a, b} die Menge

{a+v(y) —v(@),b+v(y) —v(@)} " E {a+0 (L), b+v (L)} O

Bew.

BEMERKUNG 3.3.4.
Die Zahl |a — b| ist daher eine Invariante, also unabhéngig von der Wahl der
Repréasentanten in den Gitterklassen.
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DEFINITION 3.3.5.

Der ABSTAND von [L] und [L'] auf der Menge der Gitterklassen sei die In-
variante d([L],[L']) := |a — b|, wobei a und b wie aus der vorangehenden
Proposition (3.3.3) sind.

Mit dieser Definition haben wir nun eine Moglichkeit gefunden, Git-
terklassen in (Abstands-)Relation zu setzen. Um besser damit umgehen zu
konnen, zeichnen wir in jeder Gitterklasse ein Standardgitter aus.

PROPOSITION 3.3.6.
Sei L ein O-Gitter von V. Dann existiert in jeder Klasse [L'] genau ein
Reprisentant L', der einer der folgenden dquivalenten Bedingungen geniigt:

i. L' C L und L' ist in [L'] mazimal mit dieser Eigenschaft,
it. L' C Lund L' ¢ L,
ii. L' C L und L/L’ ist zyklisch.

Fiir ein L', das diese Eigenschaften erfillt gilt:

L/p=0/ine (=k(n), wobein=d([L],[L])

Beweis.  a. Wir zeigen zunéchst die Existenz und Eindeutigkeit eines O-
Gitters L', das eine der Eigenschaften erfiillt. Sei {e;, es} eine geeignete
(wie in (3.3.1)) O-Basis von L, dann existieren nach Proposition (3.3.1)
a und b aus Z, so dass {elﬁa, 627Tb} eine Basis von L' ist. Nach Propo-
sition (3.3.3) ist L' C L genau dann, wenn a,b > 0 sind, d.h. L/ ¢ L
genau dann, wenn a < 0 oder b < 0. Es erfillt L'n® € [L'] mit
¢ = —min{a,b} die Bedingung (i), da L'm*' ¢ L. Aus der Ein-
deutigkeit von c folgt die Eindeutigkeit des Gitters.

b. Zeigen wir nun die Aquivalenzen, wobei die Aquivalenz von (i) und (ii)
unmittelbar ist. Fiir die Aquivalenz von (ii) und (iii) folgt die Aussage
aus der Tatsache, dass freie Moduln vom Rang > 2 nicht zyklisch sein
konnen: Sei (iii) erfiillt. Wir zeigen durch Widerspruch, dass dann (ii)
gilt. Nehmen wir also an, L/ C L und L' C Lx. Dannist L' C L7 C L

und damit gilt L/ Lx C L/ [/ zwischen freien Moduln, also

2 = 1g, (L/ Lw) < 1go (L/ L’) 7

was im Widerspruch zu Zyklizitat von L/ L/ steht.
Fiir die umgekehrte Richtung zu zeigen seien L und L’ zwei O-Gitter
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mit Basis {e1, e} bzw. {em“, 627Tb} mit a,b > 0. Das geht nach Propo-
sition (3.3.1) und (3.3.3). Wegen L’ ¢ Lmist a = 0 oder b = 0. O.B.d.A.
sei a = 0, dann ist L/L’ =5 k(b), also

rgo (L/L’) <1

d.h. I/p/ ist zyklisch.

. Schliellich zeigen wir noch den Nachsatz. Dieser ergibt sich mithilfe

von Proposition (3.3.3), da (wenn wir die Notation aus (a) verwenden)
a — c oder b — c verschwindet. Es ist ndmlich

L/L’ = kla—c) x k(b—c),
wobei k(a — ¢) = 0 oder k(b —¢) = 0 ist und n = max{a —¢,b — ¢}

erfiillt die Behauptung.
[

BEMERKUNG 3.3.7.

Sei L ein O-Gitter aus dem Vektorraum V', das die Gitterklasse [L] reprisen-
tiert. Dann konnen wir fiir alle Gitter L’ wie in Proposition 3.3.1 eine Basis
{e1,e2} von L finden, so dass {617Ta, 627Tb} mit a,b € Z eine Basis von L' ist.
In der Gitterklasse [L'] von L’ finden wir dariiberhinaus ein Gitter L € [L'],
nimlich L), = L'z~ ™™ 50 dass L und L)) einen gemeinsamen Basisvektor
in Richtung und Linge haben, und sich der zweite Basisvektor nur in der
Lange durch eine positive Potenz von 7 unterscheidet.

KOROLLAR 3.3.8.
Die Funktion d : V x V — Ny definiert in der Tat einen Abstand auf
V=V(T).

Beweis. Es seien [L1], [Ls], [L3] drei Gitterklassen. Dann gilt

i.

ii.

d([L1],[La]) = 0 & [L1] = [Le], da jedes Gitter aus [L;] auch in [Ls]
liegt und man beiden die gleiche Basis zuordnen kann,

d([L1], [La]) = d([Le], [L1]), weil fir Ly € [L4], Ly € [Ls] wie in Propo-
sition (3.3.6)
Llﬂ'n C L2 C L1

gilt und wegen Ll/Lﬂn &~ k(n) X k(n) auch Ll/L2 ~ k(n) und
LQ/LIWH = g(n) erfillt ist, und
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iii. die Dreiecksungleichung
d([La], [Ls]) < d([La], [La]) + d([La], [Ls])-

Sie ergibt sich erst aus dem Beweis, dass 7 wirkich ein Baum ist (3.5.1).
Zur Zeit konnen wir nur eine Aussage iiber den Abstand zweier Knoten
machen, wissen aber noch nichts Genaues iiber deren Lage zueinander.
Das ergibt sich erst, wenn wir wissen, dass 7 ein Baum ist und damit
zykelfrei. Dann erhalten wir die Dreiecksungleichung aber unmittelbar.

O

Es steht nun nichts mehr der Definition der Kanten zwischen zwei Knoten
(Gitterklassen) im Wege.

3.4 Kanten und Paare von Gitterklassen

Wir kniipfen in diesem Abschnitt an den ersten Abschnitt an. Darin haben
wir die Menge der Gitterklassen

V ={[L]| L ist O-Gitter von V'}

als Knotenmenge des Bruhat-Tits Baumes 7 definiert. In Definition (3.3.5)
haben wir den Begriff des Abstandes auf der Menge der Gitterklassen ein-
gefiihrt, welcher uns bei der Definition der Kantenmenge helfen wird. Der
Abstand bietet eine Moglichkeit, Knoten (bzw. Gitterklassen) in Beziehung
zu setzen. Wie angekiindigt definieren wir nun:

DEFINITION 3.4.1.
Sind v und v zwei Knoten (d.h. Gitterklassen), so heiffen v und v" BENACH-
BART oder ADJAZENT, wenn ihr Abstand eins ist, d.h.

v und v" sind benachbart := d(v,v') = 1.
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BEMERKUNG 3.4.2.
i. Fiir benachbarte Knoten v und v" € V sagen wir auch: v ist ein Nachbar
von v', bzw. umgekehrt.

ii. Es sei daran erinnert, dass nach Abschnitt (3.2) Knoten und Gitter-
klassen dasselbe sind. Den Abstand in Definition (3.3.5) haben wir fiir
Gitterklassen definiert. Wegen der Identifikation fiihrt das also zu kei-
nerlei Widerspriichlichkeiten.

Mithilfe dieser Festlegung definieren wir weiter:

DEFINITION 3.4.3.

Die Menge der KANTEN in dem Bruhat-Tits Baum T ist die Menge von
Paaren benachbarter Knoten. Dabei heifst diese Menge ORIENTIERT oder
GERICHTET, wenn das Knotenpaar geordnet ist (v,v'), d.h.

EF = {(v,v') |v und v' benachbart in T} .
Betrachten wir nicht-geordnete Paare {v,v'}, dann wird die Kantenmenge
mat

E = {{v,v'}|v und v" benachbart in T}
bezeichnet und heif$t UNGERICHTET, bzw. NICHT-ORIENTIERT.

BEMERKUNG 3.4.4.
i. Wir bezeichnen den Bruhat-Tits Baum 7 als gerichtet oder orientiert
bzw. nicht-gerichtet oder nicht-orientiert, wenn die Kantenmenge von
7T die entsprechende Eigenschaft hat.

ii. Im gerichteten Fall liegt mit e € £ auch automatisch ¢ in £*.

3.5 Der Bruhat-Tits Baum 7

Nach den gemachten Vorbereitungen wollen wir in diesem Abschnitt zeigen,
dass es sich bei dem bisher konstruierten 7', wie der Name schon suggeriert,
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wirklich um einen Baum, den wir Bruhat-Tits Baum 7 nennen, handelt.
Bisher haben wir nur einen Graphen 7 konstruiert, d.h. ein Tupel von Knoten
und Kanten. Wie wir im ersten Kapitel in Definition (1.2.1) definiert haben,
zeigen wir, dass 7 zusammenhéingend, nicht-leer und zykelfrei ist.

THEOREM 3.5.1.
Der Graph T = (V, &) ist ein Baum.

BEMERKUNG 3.5.2.

A priori ist der Bruhat-Tits Baum 7 ein ungerichteter Graph. Wir kénnen auf
ihm aber eine Orientierung (wie in Definition (1.1.10)) festlegen, so dass wir
auch von orientierten Kanten sprechen kénnen. Diese Festlegung ergibt sich
nicht automatisch aus der Konstruktion des Baumes. In spéateren Kapiteln,
etwa (5) und (6), werden wir davon Gebrauch machen und mit orientierten
Kanten arbeiten.

Bevor wir dieses Theorem beweisen, erst einmal ein Beispiel fiir einen
Bruhat-Tits Baum.

BEISPIEL 3.5.3.

Warum der Baum 7 wie in Abbildung (6) genau so aussieht, wissen wir an
dieser Stelle noch nicht. Es wird sich aber im néchsten Kapitel ergeben, dass
jeder Knoten v € 7 genau ¢+ 1 viele Nachbarn hat, wobei ¢ = #x < oo sein
soll. Das Beispiel fiir ¢ = 2 ist in Abbildung (6) dargestellt.

Fiir den Beweis von Theorem (3.5.1) brauchen wir den Satz von Jordan-
Holder fiir Moduln. Eine kurze Einfiihrung und die wichtigsten Aussagen
fasse ich in folgendem Unterabschnitt (3.5.1) zusammen. Sind dem Leser die
Grundaussagen iiber Jordan-Holder Reihen wohlbekannt, so kann er diesen
Unterabschnitt (3.5.1) getrost {iberspringen.

3.5.1 Jordan-Holder Reihen

In dieser Erinnerung oder Einfiihrung zu Jordan-Hélder Reihen orientieren
wir uns an dem Buch [Sol77, Kapitel 11], worin auch alle Beweise ausfiihrlichst
gefiihrt werden, so dass wir diese hier nicht ausarbeiten miissen.

Die Notation dieses Unterabschnitts ist vollkommen unabhéngig von der
iibrigen Notation zu betrachten.

Es sei A ein Ring und E ein A-Modul.

DEFINITION 3.5.4.
FEine KOMPOSITIONSREIHE eines A-Moduls E ist eine endliche Familie
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Abbildung 6: Der Bruhat-Tits Baum fiir #x = 2

(Ei)o<i<n von Untermoduln von E, so dass Ey = E, E, =0 und
EhbOFE L DE,D...DFE,1DF,

eine absteigende Folge von Moduln ist. Die LANGE dieser Reihe ist durch die
Zahln + 1 gegeben.

Weiter nennen wir Ei/EZ.Jrl fir alle 0 < i < n — 1 einen FAKTOR der
Kompositionsreihe (E;)o<i<n-

DEFINITION 3.5.5.
Seien (E;)o<i<n und (F;)o<i<m 2wei Kompositionsreihen, so nennen wir
(F})o<i<m eine VERFEINERUNG von (E;)o<i<n, wenn eine injektive Abbildung

¢:{0,1,...,.n} — {0,1,...,m}
ezistiert, so dass fir alle 0 <i<m —1
Foiy = Ei
15t.
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DEFINITION 3.5.6.
Zwei Kompositionsreihen (E;)o<i<n und (F;)o<i<m heiffen genau dann AQUI-
VALENT, wenn m = n ist und eine bijektive Abbildung

¢:{0,1,....m—1} — {0,1,...,m — 1}

existiert, so dass fir alle 0 <i<m —1

F¢(i)/F¢(i)+1 i~ Ei/Ei+1

gilt.

DEFINITION 3.5.7.

Fine JORDAN-HOLDER REIHE eines A-Moduls E ist eine Kompositionsreihe
(Ei)o<i<n von E, so dass fir alle 0 < i < n —1 die Eigenschaft E;11 C F;
erfillt ist und die Kompositionsreihe (E;)o<i<n keine Verfeinerung zuldsst.

DEFINITION 3.5.8.
Wir nennen einen A-Modul E EINFACH oder IRREDUZIBEL, wenn E # 0 ist
und E nur die trivialen Untermoduln E und 0 enthalt.

PRrROPOSITION 3.5.9.

Sei (E;)o<i<n eine Kompositionsreihe von E mit der Eigenschaft Ei1 C E;
fir alle 0 < i < n — 1. Eine notwendige, aber auch hinreichende Bedingung
dafir, dass (F;)o<i<n eine Jordan-Hdolder Reihe ist, ist, dass alle Faktoren

Ei/EZ.Jrl (0 <i<n-—1) einfache Moduln sind.
Beweis. Den Beweis findet der Leser in [Sol77, Kapitel 11, Proposition 3]. [
Schlieflich erhalten wir das Jordan-Holder Theorem fiir Moduln, welches

eine Aussage iiber die Lange und Klassen von Jordan-Hélder Reihen macht.

SATZ 3.5.10.
Je zwei Jordan-Holder Reihen eines A-Moduls E sind (als Kompositionsrei-
hen betrachtet) dquivalent.

Beweis. Den Beweis findet der Leser in [Sol77, Kapitel 11, Proposition 4]. [

KOROLLAR 3.5.11.

Sei E ein A-Modul mit Jordan-Hélder Reihe. Dann haben alle Kompositions-
rethen (F})o<i<n von E, fir die Fiyw C F; fir alle 0 < i < n —1 gilt, eine
Verfeinerung, die eine Jordan-Holder Reihe ist.

Beweis. Den Beweis findet der Leser in [Sol77, Kapitel 11, Korollar zu Propo-
sition 4]. O
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3.5

.2 Beweis von Theorem (3.5.1): 7 ist ein Baum

Beweis von Theorem (3.5.1). Wir beweisen die Teilaussagen

i
ii
iii

i

i

—

iii.

T + 2,
. T ist zusammenhéangend und

. T ist zykelfrei.

. T ist offensichtlich nicht-leer, weil zum Beispiel der Knoten [O x O] in
T liegt.

. Seien L und L' zwei O-Gitter, die die Gitterklassen [L] und [L'] reprisen-
tieren und fiir die L' C L gilt. Es sei 0.B.d.A. L' maximal mit dieser

Eigenschaft und L/ I/ — k(n) fiir ein n € Ny. Dann erhalten wir
mithilfe der Jordan-Ho6lder Reihe

Ll = k(n) D k(n—1) > ... D k(1) D K(0) =0
eine Folge von Gittern
L=Ly>Li>...o0L,1DL,=1L,

wobei alle Lifl/ L, einfache Moduln sind, d.h. ihre Lénge, die wir hier

mit [ bezeichnen, ist l(Li—l/LJ = 1 fir alle 1 <4 < n. Die Klassen der

Gitter Lo, Ly, ..., Ly—1, Ly, definieren einen Weg auf 7 von [L] = [L]
nach [L'] = [L,]. Also ist 7 zusammenhéngend.

Es sei ([Lo, [L1], - -, [Ln-1], [Ln]) ein Weg der Lénge n > 1 in 7 ohne
Zuriickgehen. Wir wollen zeigen, dass [Lg] # [Ly] ist. Wir zeigen durch
Induktion nach n, dass n = d([Lg],[L,]) ist. Der Induktionsanfang
n = 1 ist trivial.

Wir wissen, dass wir in jeder Gitterklasse einen Reprisentanten finden
konnen, so dass L;11 C L; und l(Li/LZ.H) = 1 ist. Das machen wir
sukzessive, angefangen bei L; C Ly. Weiter haben wir nach dem Satz
von Jordan-Holder (3.5.10) die Eindeutigkeit der Lange

Z(L"/L0> = Z l<Li/Lz‘+1> =n.

0<i<n—1

Wir miissen zeigen, dass L,, ¢ Lo ist. Haben wir dies gezeigt, so haben
[Ly] und [Lo| wirklich den Abstand n voneinander und kénnen nicht
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benachbart sein, also kann auch ([Lo], [L1], . .., [Ln-1], [Ln]) kein Zykel
sein.
Nach Induktionsannahme ist L,_, ¢ Low. In der x-Ebene Ln-1 / L, 7

liegen die beiden Geraden Ln/ L,_,x und Ln727r/ L, deren Urbilder
unter der Projektionsabbildung gerade die Gitter L, und L, o7 sind.

Dabei sind L,, und L,,_s7 verschieden, ansonsten wére namlich der Weg
(vgl. Abbildung (7))

([Ln—Q]v [Ln—l]v [Ln])

([Lyp—2m] = [Ln—2]) ein Weg mit Zuriickgehen was ein Widerspruch
zur Annahme wéire. Also sind L,, und L,,_o7 wirklich verschieden und

/
L
N
Ln—l

Abbildung 7: ([Ly—2], [Ln-1], [Ls]) ist ein Zuriickgehen
erzeugen daher aus Dimensionsgriinden schon das Gitter L, 1, d.h. es
ist
Ly1=Ly+ Ly om.
Weil L, _om C Lom ist, was das Diagramm in Abbildung (8) sofort

Lo
/
Ly
Ln—l L07T
SN
Ln Ln_gﬂ'
NS
Ln—lﬂ-
/
L,w

Abbildung 8: Es gilt L, _om C Lom
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erklért, ist
L, 1= L, (mod Lor)

und wir kénnen die Behauptung L,, ¢ Lom erschlieflen.
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Kapitel 4

Geometrie auf dem Bruhat-Tits
Baum 7

In diesem Kapitel erarbeiten wir die Geometrie des Bruhat-Tits Baumes
7 . Insbesondere untersuchen wir die Nachbarschaft C,(v) fiir einen Knoten
v € V(T),n € Ny. Diese konnen wir als Punkte auf der projektiven Ge-
raden von L/ 7" [, mit L € v interpretieren. Die projektive Geometrie, die wir
in Kapitel (2) eingefiihrt haben, spielt also eine wesentliche Rolle. Bei der
Untersuchung elementarer geometrischer Objekte, wie Halbgerade, Gerade,
Kreis oder Rand von 7, ist die Betrachtung des Bruhat-Tits Baums iiber
der Komplettierung von K ein wichtiges Hilfsmittel. Daher fithren wir noch
einmal allgemein die Komplettierung eines Korpers ein.

4.1 Komplettierung des Bruhat-Tits Baums

Eine sehr schone und niitzliche Aussage iiber den Bruhat-Tits Baum 7 ergibt
sich, wenn wir seine Komplettierung 7 betrachten. Diese Aussagen leiten wir
mithilfe der allgemeinen Situation her, wobei wir wieder die Notation aus Ab-
schnitt (3.1) verwenden. Bei der Einfithrung der Komplettierung orientieren
wir uns an den Biichern [Neu07, Kapitel 2] und [Lan02, Kapitel XII].

DEFINITION 4.1.1.
Sei K ein diskret bewerteter Korper. Wir definieren maithilfe der Bewertung
v fiir ein 0 < 0 < 1 eine METRIK auf K durch die Abbildung

||2 K — RZO

0, wenn x = 0,
r — x| =
0’®@ . wenn x # 0,
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die BETRAGSBEWERTUNG. Sie erfillt fir alle x,y € K folgende Figen-
schaften:

i. || >0 wund |z|=0< 2 =0,
ii. |zy| = |z|ly| und
i, |2+ ) < max{lz], lyl}.

BEMERKUNG 4.1.2.
Die Wahl von 0 < p < 1 ist vollkommen willkiirlich, da die Wahl von ¢ den
,Konvergenzbegriff “ nicht &ndert, wie auch die folgende Proposition zeigt.

PROPOSITION 4.1.3.
Seien | |1 und | |2 zwei Betragsbewertungen von K. Dann sind | |1 und | |2
genau dann dquivalent, wenn fir alle x € K fiir eine feste reelle Zahl s > 0
qilt:

2ly = [al3

Beweis. Den Beweis findet der Leser bei Satz (3.3) in [Neu07, S. 121f]. O

DEFINITION 4.1.4.

Sei K ein bewerteter Korper mit diskreter Bewertung v, bzw. Betragsbewer-
tung | | = | |v. Es heifst K VOLLSTANDIG, wenn jede Cauchy-Folge (ay),
in K gegen ein Element a € K konvergiert, d.h. wenn -

lim |a,, —al] =0
n—oo

ist fir alle Cauchy-Folgen (a,),~, C K.

DEFINITION 4.1.5.
Ist K wollstindig und der Restklassenkdrper endlich, so sprechen wir von
einem LOKALEN KORPER.

BEMERKUNG 4.1.6.

Man kann fiir jeden bewerteten Korper (K, | |) seine Komplettierung bilden.
Dazu geht man vor wie bei der Konstruktion der reellen Zahlen aus den
rationalen Zahlen. Betrachte den Ring R aller Cauchy-Folgen von (K| |)
und dessen maximales Ideal m aller Nullfolgen bzgl. | |. Setze

R =Ry

die KOMPLETTIERUNG von K. Dabei bettet man K in K so ein, dass man
ein @ € K auf die konstante Folge (a,a,a,...) abbildet. Weiter setzt man
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die Bewertung v bzw. die Betragsbewertung | | so auf K fort, dass man dem
Element a = (a,),59 € K

la| = lim |a,|, bzw. wv(a)= limv(a,)

n—oo

zuordnet. N
Weiter ist zu sagen, dass diese Komplettierung K eindeutig bis auf eindeutige
Isometrie bestimmt ist, d.h. fiir zwei Komplettierungen von (K| [), etwa

(K,||) und (K, | |), gibt es genau einen K-Isomorphismus o : K — K’ mit
la| = |oa|, der auf dem gemeinsamen Unterkérper K die Identitidt bewirkt.

Kommen wir nun zu den angekiindigten Aussagen.

SATZ 4.1.7.
Sei (K O, m) ein Korper mit Bewertungsring O und mazimalem Ideal m und
(K @) ,m) sein Komplettierung mit Bewertungsring O und mazimalem Ideal

m. Dann gilt: R
O/ m = O/ m

Ist weiterhin v eine diskrete Bewertung, so gilt auch

O fon = @/ﬁn

fiir jedes n € N.
Beweis. Siehe etwa [Lan02, §5, Kapitel XII]. ]

SATZ 4.1.8. R
In einem lokalen Korper besitzt jedes Element 0 # x € K eine eindeutige
Darstellung

r=ma" (a0+a17r+a27r2+...),

wobei m ein Primelement ist, die a; (i > 0) aus einem Reprasentantensystem
(mit der 0) von k sind, ag # 0 und m € Z ist.

Beweis. Den Beweis findet der Leser in [Neu07, S. 132, Satz (4.4)]. O

SATz 4.1.9.
Die kanonische Abbildung

@i@é/ﬁn

n

st ewn Isomorphismus und ein Homdéomorphismus.
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Beweis. Den Beweis findet der Leser in [Neu07, S. 134, Satz (4.5)]. O

Nach dem folgenden bekannten Satz kénnen wir zu einem Satz kommen,
der unsere Situation vielfach vereinfachen kann.

DEFINITION/SATZ 4.1.10.
Sei K die Komplettierung von K bzgl. der diskreten Bewertung v und L ein
Gitter in V. Dann definieren wir

Vi=VexK=KxK

und R R
L = L ®(9 O

Dann ist L ein O-Gitter in ‘A/, und
{O-Gitter in V} — {@-Gitter in 17}
L — L
i1st eine Bijektion.
Beweis. Die Bijektion folgt aus Satz (8.3) in [Neu07, S. 172]. O

SATZ 4.1.11. R

Sei V' ein K-Vektorraum tber dem lokalen Korper K und V' seine Komplet-
tierung, ein K-Vektorraum, bzgl. der diskreten Bewertung v. Dann sind die
Bruhat-Tits Baume T von V und T von V isomorph, also

T =T.
Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Satz (4.1.10) und der Bijektion
{L| L Gitter von V} — {Z | L Gitter von V}
L — L:=1L Ko O
folgt die Behauptung direkt. m

BEMERKUNG 4.1.12.
Wir kénnen also ab jetzt 0.B.d.A. bei allen Betrachtungen des Bruhat-Tits
Baums 7 annehmen, dass K ein vollstindig diskret bewerteter Korper ist.
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Im folgenden machen wir teilweise Gebrauch von Korollar (4.1.12), so

~

dass wir ab jetzt fiir den Rest des Kapitels annehmen, dass K = K ein
vollstandig diskret bewerteter Korper mit diskretem Bewertungsring O = O
ist. Ist die Tatsache der Vollstandigkeit besonders wichtig, betonen wir dies
an Ort und Stelle noch einmal explizit.

4.2 Geometrische Objekte auf dem Bruhat-
Tits Baum

Anhand von [Ser80] und [Gek] wollen wir nun noch ein paar geometrische

Objekte auf dem Bruhat-Tits Baum 7 einfithren. Dabei nehmen wir, wie in

Korollar (4.1.12) 0.B.d.A. an, dass K vollstédndig ist. Ansonsten verwenden
wir wieder die in (3.1) eingefiihrte Notation.

4.2.1 Kreise

Wir erinnern noch einmal an die Definition (1.1.15) der Geodéte in dem Fall
des Bruhat-Tits Baums 7: Die Geodéte von v, w € V(7T) ist der (eindeutige)
kiirzeste Weg von v nach w. Als seine Lange haben wir die Anzahl der Kanten
zwischen v und w definiert.

DEFINITION /PROPOSITION 4.2.1.
Fiir einen fest gewdhlten Knoten v € V(T) sei

Clv) ={weV(T)|dv,w) =1}
ein KREIS mit dem Radius 1. Dann ist
C(v) = Pa(L/L7)
fiir ein L € v eine natirliche Bijektion.

Beweis. Wir beweisen diesen Satz spéter in einer etwas allgemeineren Vari-
ante (siche den Beweis zu Proposition (4.2.3)). O

KOROLLAR 4.2.2.
Ist k endlich mit ¢ = #r Elementen, so hat v gerade ¢ + 1 Nachbarn.

Beweis. Beweis durch abzéhlen der Elemente in der Menge
Pu(5/L7) = L U {oo}:

#]P)N<L/L7T) = # (L/LW U {OO}> = # (O/WO) +1l=q+1
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DEFINITION /PROPOSITION 4.2.3.
Fiir ein n € Ny und einen fest gewdhlten Knoten v € V(T) sei

Co(v) :={w e V(T)| d(v,w) =n}

ein KREIS mit dem Radius n. Sei L € v beliebig. Dann ist

eine natirliche Bijektion.

Beweis. Es sei L € v ein beliebiges Gitter und w € C,(v) ein Knoten, der von
v den Abstand n hat. Dann existiert nach (3.3.6) ein Gitter L' € wmit L' C L

und L' ¢ Lz. Dann ist L/L' &~ O/ﬂn(g, wobei n = d([L], [L']) = d(v,w) ist.
Weiter ist L/ Lx" ein freier £(n)-Modul vom Rang zwei und Ll/ Lx" ein direk-
ter Faktor vom Rang eins des freien x(n)-Moduls L/ Lrx". Daraus folgt, dass
die Knoten w € V(7) mit d(v,w) = n eineindeutig den direkten Faktoren
von L/ Lx" vom Rang eins entsprechen. Im Fall von Proposition (4.2.1) sind
dies die Geraden in dem zweidimensionalen x-Vektorraum L/ L ldentifiziert
man die direkten Faktoren vom Rang eins mit den Punkten im projektiven
Raum, so gilt: Die Knoten w € V(7)) mit d(v,w) = n entsprechen einein-
deutig den Punkten auf der projektiven Geraden Pn(n)(L/ Lx") von L/ L
also

]

KOROLLAR 4.2.4.
Ist ks endlich mit ¢ = #r Elementen, so hat v gerade ¢"~'(q+1) Knoten von
V(T) im Abstand n > 1. Den Abstand O hat nur der Knoten v.

Beweis. Der Fall n = 0 ist klar. Sei also n > 1. Wir zahlen die Elemente der
projektiven Gerade Pﬁ(n)(L/ L") mithilfe von Korollar (2.1.10) fir den Fall
eines Moduls vom Rang zwei:

a; € /i}

HP oy (L Lam) = #6(n) + # (nr(n))

= #{Z a;m’ az‘E:‘i}—l-#{Z a;

0<i<n 1<i<n

— qn_i_qnfl
" +1)

44



Wir wollen nun alle Knoten zéhlen, die innerhalb eines Kreises vom Ra-
dius n € N liegen. D.h. wir bestimmen sozusagen den , Flacheninhalt® eines
Kreises vom Radius n.

KOROLLAR 4.2.5.
FEs sei k endlich mit #x = q Elementen und n € Ny. Ferner sei v € V(7T)
ein fest gewdhiter Knoten. Dann hat die Menge

AC,(v) :i={w e V(T)| d(v,w) <n} = U Cn(v)

0<i<n

genau
1+4+4¢ n
#ACA0) = 2 (1= ")
—q
viele Elemente.
Beweis. Wir rechnen mithilfe von Korollar (4.2.4) und (unter Verwendung
der Formel fiir die geometrische Reihe) nach:

HAC,(v) = #( U cn<v>>

4.2.2 Halbgeraden, Enden, Geraden

Wir wollen nun definieren, was wir unter einer Halbgeraden auf dem Bruhat-
Tits-Baum 7 verstehen wollen.

DEFINITION 4.2.6.
Eine HALBGERADE ist ein unendlicher Weg (vy),,~, ohne Zuriickgehen mit
v, € V(T) fiir alle n € Ny.
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LEMMA 4.2.7.
Die Definition der Halbgeraden ist dquivalent zu: Eine Halbgerade ist ein
Teilgraph von T, der isomorph zu dem Graphen in Abbildung (9) ist.

Abbildung 9: Gestalt einer Halbgeraden

Beweis. Die Aussage ist nur eine Umformulierung der Definition (4.2.6). O

BEISPIEL 4.2.8.
Betrachten wir den Bruhat-Tits Baum 7 mit einem endlichen Restklassen-
korper, etwa #x = 2, so bildet der fett markierte Weg in Abbildung (10)
eine Halbgerade.

AY
o ///
(e)
\ v
Y o

\ |

|

\O/O\ o

p o / )

Abbildung 10: Halbgerade auf dem Bruhat-Tits Baum 7, #x = 2

DEFINITION 4.2.9.
Seien (vn),50 und (Wm),,so 2wei Halbgeraden. Als ENDE bezeichnen wir eine
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Aquivalenzklasse von Halbgeraden unter folgender Relation:

(Un)pso ~ (Wm)pso & Es existieren k,1 € Ny, so dass viy, = wig
fiir alle i € Nqy gilt.

Weiter geben wir der Menge der Enden einen Namen.

DEFINITION 4.2.10.
Die Menge aller Enden bezeichnen wir als den RAND 07 wvon T .

Als eine Verallgemeinerung zu Kreisen mit endlichem Radius kann man
den Rand des Bruhat-Tits-Baums 7 als ,, Kreis von unendlichem Radius“
auffassen. Das ldsst sich in Termen des projektiven Limes verstehen.

PROPOSITION 4.2.11.
Es gilt
0T — 1limC,(v) — P(K),
wobetr es an dieser Stelle wesentlich ist, mit einem vollstindigen Korper K
zu arbeiten.

Beweis. Mithilfe von Proposition (4.2.3) ergibt sich die Aussage hier als pro-
jektiver Limes der Kreise mit Radius n € Nj, indem wir einen Knoten im
Abstand n von einem Startknoten v € V(7) mithilfe der reprisentierenden
Gittern (wie in Proposition (3.3.6)) als direkten Faktor (wie in (4.2.3)) auf-
fassen. Das verifiziert die linke Isomorphie

0T = limC,(v).

n

Die andere Isomorphie zeigt folgende Kette von Gleichheiten
(vel. [Gek, S. 3, (4)]):

lim C, (v) = lim Py (L/Lon) = Po(L) = Pic(V) = P!(K) = P(K)

n

Es sei noch einmal betont, dass es hier ein Rolle spielt, dass wir nach Satz

(4.1.11) mit einem vollsténdig diskret bewerteten Korper K arbeiten diirfen.
[

Man kann die Enden auch in Gitterscheibweise interpretieren.

PROPOSITION 4.2.12.
Sei D eine Gerade in'V', dann identifizieren wir ein Ende mit der Klasse der
Folge von Gittern (L) wobei

n>0’

Ln = L07Tn + (L() N D)
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sei. Umgekehrt ist D die eindeutig bestimmte Gerade, die im Durchschnitt
von allen L,,n € Ny liegt.

Beachte hier, dass es sich bei V. um einen vollstindigen Vektorraum handelt,
d.h. auch die Gitter sind in dem vollstindigen Vektorraum zu betrachten.

Beweis. Im Wesentlichen wollen wir die Bijektivitdat von
P(K) «— {Klassen von (Ln)nzo}
mit
Ln = Loﬂ'n + (L() N D) s

zeigen. Dazu zerlegen wir diese Abbildung in zwei Teil. Wir zeigen, dass

P(K) := {Ursprungsgeraden D} «— { direkte freie Faktoren M }

vom Rang eins in L
D — DnNlLy
KM «— M

und

direkte freie Faktoren M
vom Rang eins in Ly

} «~— {Klassen von (Ln)nzo}
M — (M + Loﬁn)nzo

n>0

eineindeutige Identifikationen sind. Da viele Details den Aufwand des For-
mulierens nicht lohnen, skizzieren wir in mehreren Schritten, was zu tun ist,
iiberlassen die Ausarbeitung der Details aber dem Leser.

Wir beginnen mit der ersten Bijektion:

i. Zuerst verifiziert man, dass die Abbildungen in beiden Richtungen
wohldefiniert sind, d.h. fiir eine Gerade D ist die Menge D N Ly ein di-
rekter freier Faktor vom Rang eins von Ly und KM definiert fiir einen
direkten freien Faktor M vom Rang eins in Ly wirklich eine Gerade.

ii. Fiir die Bijektivitat zeigt man, dass die Kompositionen der beiden Ab-
bildungen, einmal links gestartet und einmal rechts gestartet, die Iden-
titdt auf den entsprechenden Mengen sind. D.h. es ist

K(DNLy) =D
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und
(KM)NLy=M

zu verifizieren.

Kommen wir nun zu der zweiten Abbildung:

iii.

1v.

Beschiftigen wir uns zuerst mit der Wohldefiniertheit der Abbildung
von links nach rechts. Wir zeigen also, dass ([M + Lom™]), -, fir einen
direkten freien Faktor M vom Rang eins in Ly eine Halbgerade definiert.
Dazu zeigen wir, dass der Abstand von M + Lon™ zu Ly gerade n ist,
d.h. dass es sich um einen Pfad ohne Zuriickgehen handelt: Sei v ein
Basisvektor von M, also M = vO und {v,w} eine O-Basis von Lj.

Dann ist {0}, wobei v die Klasse von v in LO/LOW” sei, eine k(n)-Basis

von M / (Lom™ N M)- Nach dem ersten Isomorphiesatz gilt

M/(Loﬂ'n N M) — (M Loﬂ-n)/Loﬂ'"-
Es ist M 4 Lon™ ein freier O-Modul vom Rang zwei mit Basis {v, 7"w}
und Lo Lor™ ein freier k(n)-Modul mit Basis {v,w}. Weiter ist
(M + Lo””)/Loﬂn in LO/Loﬂn eingebettet. Daher gilt M + Lon™ C Ly
und M + Lon™ ¢ Lomw. Also ist gezeigt, dass wir auf der rechten Seite
der Abbildung eine Folge von benachbarten Knoten ohne Zuriickgehen
haben, also eine Halbgerade.

Zeigen wir nun die Wohldefiniertheit in der Umkehrrichtung. D.h. wir
zeigen, dass es sich bei [ L,, tatséchlich um einen direkten freien Fak-
n>0

tor vom Rang eins in Ly handelt.

Wir kénnen uns auf den Fall von Halbgeraden mit Startgitter L, be-
schrénken, da, wegen L, C L, fiir alle n € Z, der Schnitt von einem
beliebigen Startgitter bis zum Gitter Ly trivial ist.

Nach dem Elementarteilersatz finden wir fiir jedes Gitter L,, eine Ba-
sis von Ly, etwa {v,,w,}, so dass {v,, 7"w,} eine Basis von L, ist.
Weiter konnen wir induktiv noch mehr zeigen: Es existiert eine Basis
{n, wy, } von Ly, so dass fiir alle 0 < k < n gilt: {vn, Wkwn} ist ein Basis

von Lj. Wahle nun einen Basisvektor w,, des direkten Faktors Ln/ Lom™

von LO/ Lon™ und vy, als komplementéren Basisvektor in LO/ Lor™- Nach
dem Elementarteilersatz ist es nun moglich v,, und w, so zu wéhlen,
dass sie eine Basis aller vorangehenden Gitter bilden, d.h. wir kénnen
U, und w,, so wahlen, dass

Ups1 = Uy (mod 7")

Wpy1 = Wy, (mod 7")
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fiir alle n > 0 gilt.
Wihle nun Représentanten v,, und w,, fiir v, und w,, so dass

Unt1 = v, (mod 7™)

W1 = wy, (mod 7")

erfiillt ist. Wir konnen dann zeigen, dass es sich bei den Folgen (UN)nzo

und (wn)nzo um Cauchy-Folgen handelt, die wegen der Vollstandigkeit

des betrachteten Vektorraum V konvergieren, d.h. die Grenzwerte
lim v, =: v

und

lim w,, =: w
n—oo

existieren. Also haben wir einen Basisvektor fiir M := () L,, gefunden
n>0
und M ist ein freier direkter Faktor vom Rang eins in Lj.

. Fiir die Bijektivitit der Abbildung zeigen wir die Identitéit der Kom-
positionen der Abbildungen auf den entsprechenden Seiten. D.h. es ist

(VM + Lon") = M

n>0

und

(ﬂLn + Low”> = (Ln),2g
n>0

n>0

fiir einen direkten freien Faktor M vom Rang eins in Ly und eine Halb-
gerade ([Ly]),~ zu beweisen. Diese Aussagen ergeben sich durch an-
wenden der Vorgehensweise wie bei der Verifikation der Wohldefiniert-
heit auf die enstprechenden Objekte hier.

O
Kommen wir nun zu den Geraden.
DEFINITION 4.2.13.
Als GERADE definieren wir ein Paar von verschiedenen Enden.
Die Definition von Geraden ist dquivalent zu der folgenden:
LEMMA 4.2.14.
Geraden sind Teilgraphen von T , die isomorph zu dem Graphen in Abbildung
(11) sind.

50



Abbildung 11: Gestalt einer Geraden

Beweis. Seien s und s’ zwei Halbgeraden, die eine Gerade représentieren.
Dann gibt es auf jeden Fall eine Geodéte (wy,)o<n<k, k € Ny, die die Start-
knoten von s und §" verbindet. Der gesamte Pfad s U (wy)o<n<k U s ist
moglicherweise nicht reduziert. Ist dies der Fall, so ist klar, dass dieser Pfad
Zuriickgehen enthélt. Eliminieren wir diese Zuriickgehen, erhalten wir den
gewiinschten reduzierten Pfad, der zu dem Graphen in Abbildung (11) iso-
morph ist. O

BEISPIEL 4.2.15.

Betrachten wir wieder den Bruhat-Tits Baum 7 mit einem endlichen Rest-
klassenkorper, etwa #k = 2, so zeigt uns der dick markierte Pfad in Abbil-
dung (12) eine Gerade auf dem Bruhat-Tits Baum 7.
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S ° \ -
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. © o )
- /\
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(@] NN
7/

Abbildung 12: Gerade auf dem Bruhat-Tits Baum 7, #x = 2
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KOROLLAR 4.2.16.
Wir haben folgende bijektive Abbildungen:

Paare von Zerleggnge'n
Geraden ‘ B von V in eine
auf dem £, (ver— L, direkte Summe
Baum T schged;nen) von zwei
naen Geraden
I(m‘)
Paare von
(ver-
schiedenen)
Punkten
auf P(K)

Beweis. i. Gilt nach Definition von Geraden (4.2.13).

ii. Die zweite Bijektion erhélt man mit Proposition (4.2.12), in der der
Zusammenhang von Geraden in V' und Enden beschrieben wird. Man
wendet die Proposition einfach auf Paare von Enden bzw. Geraden in

V an.

iii. Die dritte Bijektion ist lediglich eine Umformulierung der Menge mithil-

fe von Proposition (4.2.11).

BEMERKUNG 4.2.17.

In Korollar (4.2.16) ist es wieder wesentlich, dass V' ein vollstandiger Vektor-

raum ist.
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Kapitel 5

Operationen von GL(V) auf
dem Bruhat-Tits Baum 7

Im Vorangehenden haben wir erarbeitet, in welchem Zusammenhang ein
lokaler Kérper K mit dem Bruhat-Tits Baum 7 steht. Nun wollen wir einen
Zusammenhang zwischen Gruppen und diesem Bruhat-Tits Baum 7 finden.
Genauer gesagt, suchen wir im Folgenden eine Darstellung des Bruhat-Tits
Baums 7 durch Nebenklassen der Gruppe GL(V'). Wir beschéftigen uns also
mit der Automorphismengruppe GL(V') des Vektorraums V.

Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert, G, der Stabilisator und
Gz die Bahn eines Elements x € X. Wir wollen mithilfe der Bijektion

G/Gx =, Gz

die Gitter- ({L| L Gitter von V'}), Knoten- (V), Kanten- (£ bzw. £%), Rand-
menge (07) usw. als Restklassenmengen der Gruppe GL(V') beschreiben.
Dies ist moglich, da die Gruppe GL(V') auf diesen Mengen transitiv operiert.
Es sei nochmal an die Definition einer Operation erinnert: Eine OPERATION
(von links) einer Gruppe G auf einer Menge X ist eine Abbildung

S Gx X — X

(9.%) +— g-z =gz,
mit den Eigenschaften
i. gz = x und
ii. g(hz) = (gh)z

fiir alle g,h € G und z € X. Analog dazu ist eine Operation von rechts
definiert.
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Weiter ist die FIXGRUPPE oder der STABILISATOR eines Elements ©z € X
unter G die Gruppe

G, ={9€CGlgr=ux}.

Betrachten wir die Aquivalenzrelation

x ~y:& dg e G mit gr =y,

so bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von z € X als die G-BAHN oder den
G-ORBIT von x unter der Gruppe G. Eine Gruppe G operiert TRANSITIV
auf einer Menge X genau dann, wenn es nur eine GG-Bahn gibt.

5.1 Notation

Unsere Situation schlieit sich an die Situation und Notation aus den Kapiteln
(3) und (4) an. Weiter fixieren wir das Folgende:
Es sei (wobei die hervorgehobenen Worter definierend gemeint sind)

Lo := O x O das BASISGITTER mit BASISKNOTEN v, := [Lo] € V(7),

L, = O x 7"O ein weiteres Gitter mit Knoten v, := [L,] € V(T),
n €N,

eo = (vo,v1) € EX(T) die orientierte BASISKANTE und
eo := {vo,v1} € E(T) die entprechende nicht-orientierte BASISKANTE,

pn = (€0, €1,...,€n-1) = (Vo, V1, ...,v,) der BASISWEG der Lénge

n € N mit orientierten Kanten eg, eq, ..., e,_1 bzw. Knoten vy, vy, ..., v,
wie oben,

Poo = (Un)ps0 = (Vo,v1,...) die BASISHALBGERADE mit orientierten

Kanten, also gleich dem Basisweg mit unendlicher Lénge,

s € 0T das BASISENDE, reprisentiert durch die Basishalbgerade po,
und

5152 = (Un)pez = (- -+, V=1,00,v1,...) mit 51,5, € 97 und
v, =[O x 7" O] fiir alle n € Z die BASISGERADE.

Auflerdem sei im ganzen Kapitel G := GL(V) = GL(2,K) = GL(K) die
Gruppe der K-Automorphismen von V.
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5.2 Grundlagen

Zuerst wiederholen wir noch einmal die in der Vorbemerkung dieses Kapitels
gemachten Aussagen und beweisen sie.

Beschreibung der Bahnen

LEMMA 5.2.1.
Die Gruppe G = GL(V') operiert transitiv auf der

i. Menge der Gitter
und daher auf
ii. auf der Knotenmenge V(7).
Ebenso operiert G transitiv auf
iii. der Menge der nicht-orientierten Kanten E(T),
w. der Menge der orientierten Kanten £*(T),
v. der Menge der Wege der Linge n € N,
vi. der Menge der Halbgeraden,
vit. dem Rand 0T und auf
viti. der Menge der Geraden

von T .

Beweis. Diese Aussage ist fiir Gitter unmittelbar klar, da je zwei Basen
{v1,v2}, {w1, w2} von V bekannterweise durch eine Matrix aus G ineinander
iiberfiihrt werden konnen und Gitter von den K-Basen von V iiber O erzeugt
werden. Eine Konsequenz davon ist, dass G auch auf der Menge der Knoten
V transitiv operiert.

Auf der Menge der Kanten und Wegen der Lénge n € N operiert G transitiv,
weil G auf den Gittern transitiv operiert und eine Kante nach (4.2.1), bzw.
ein Weg nach (4.2.3) eineindeutig einem direkten Faktor vom Rang eins von

L/ L bzw. L/ Lx" fir ein Gitter L des Ursprungsknotens v = [L] € V(7)
der Kante bzw. des Weges entspricht und die Fixgruppe von L transitiv auf
diesen Faktoren operiert.
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Dass G transitiv auf den Enden operiert sehen wir mit der Darstellung fiir
Enden aus (4.2.12), wo jedem Ende eine Folge

(Ln)nzo = (Lom" + (Lo N D))nZO

von Gittern (L), zugeordnet wird, wobei D eine Gerade in V' ist und es
wesentlich ist, die Komplettierung zu betrachten. Da G auf den Geraden von
V' transitiv operiert, operiert G auch transitiv auf den Enden. Um zu zeigen,
dass G auch auf der Menge der Halbgeraden transitiv operiert, miissen wir
nur zeigen, dass wir innerhalb einer Aquivalenzklasse von einem Ende je
zwei Halbgeraden ineinander iiberfithren kéonnen. Dies ist aber klar, da wir
endliche Wege ineinander iiberfithren kénnen und sich Halbgeraden in einer
Aquivalenzklasse nur durch einen solchen unterscheiden. O]

BEMERKUNG 5.2.2.
Betrachten wir statt der Operation von GL(V') die Operation der PROJEK-
TIVEN LINEAREN AUTOMORPHISMENGRUPPE von V

PGL(V) = GL(V)/Z(K)

mit Zentrum Z(K) von GL(V), so sieht man leichter ein, dass PGL(V)
transitiv auf obigen Mengen operiert. Zum Beispiel entsprechen die Kanten,
Wege und Enden eineindeutig den Punkten auf gewissen projektiven Ge-
raden, wenn man die Komplettierung von K betrachtet (vgl. (4.2.1), (4.2.3)
und (4.2.11)), worauf die Gruppe PGL(V') offensichtlich transitiv operiert.

LEMMA 5.2.3.

Sei X eine Menge und G eine Gruppe, die auf X operiert und x € X. Weiter
sei G, die Fizgruppe von x und Gx die Bahn von x unter G. Dann ist die
Abbildung

G/Gx =, Gz
9Ge  — gz
wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. i. Wir zeigen die Wohldefiniertheit: Fiir g,h € G und f € G,
mit g = hf gilt fiir ein z € X:

gr = hfx TS by

ii. Die Abbildung ist surjektiv, da fiir ein ¢ € GG, d.h ein gz € Gz auch
gG,, ein Urbild ist.
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iii. Um die Injektivitdt zu zeigen wihle man g, ¢’ € G mit gr = ¢’z. Dann
ist g7'¢’x = x und damit ¢~1¢' € G,, also ¢G, = ¢'G,.
O

Inversion von orientierten Kanten

Fixiere die Matrizen w = <(1) (1)> und II := (7(; (1)) Wir betrachten die

1
0

{(é) , ((1))} die Basis :on Lo € [Lo] € V(T) und {(é) , (?) ﬁ} die

Basis von L, € [Li] € V(T), sowie eq := ([Lo], [L1]) die Kante von [Lg] nach
[Ly] und eg = ([L1],[Lo]) die invers orientierte Kante zu eq.

. . . . — .
Operation von wll = auf der orientierten Basiskante ey. Es sei

PROPOSITION 5.2.4.

Es gilt
wlleg = €
und
(wIl)?eq = eq.
Beweis. Nachrechnen. OJ

5.3 Stabilisatoren auf dem Bruhat-Tits Baum

Fiir die Stabilisatoren, die wir im folgenden bestimmen, verwenden wir die
folgende Notation:
Der Stabilisator (fiir ein beliebiges n € N)

o7



des Basisgitters Ly = O x O sei G,

des Gitters L, = O x "0 sei Gy,

des Basisknotens vy = [O x O] sei G,

des Knotens v, = [0 x 7"O] sei G,,,,

der nicht-orientierten Kante eg = {vg, v} sei Ge,,

. . — .
der orientierten Kante eo = (v, v1) sei G,
— .. . . . .
des Weges p,, der Linge n mit orientierten Kanten sei GF’
n

der Halbgeraden po, mit orientierten Kanten sei Gf ,
des Endes s sei G,

der Geraden s;53 sei G, .

Dabei handelt es sich um Untergruppen von G.

Stabilisator des Gitters Ly und L,

Fiir den Stabilisator des Gitters Ly gilt der folgende Satz:

SATz 5.3.1.
Der Stabilisator des Gitters Lq ist

G, = GL(O).

Beweis. Wir rechnen nach: Sei A eine geordnete Basis von Ly und B eine
geordnete Basis eines Gitters Lj), dann gilt:

Lo=Ly, & VreOx0O:3x € Ox O mit Ax = Bx'
& Vz2eOx0:37 €O xOmit B'Az =2
& B 'AcGL(O)
< Ae B-GL(O)

D.h. zwei Basen erzeugen genau dann dasselbe Gitter, wenn sie sich nur durch
ein Element aus GL(O) unterscheiden. O

Dieses Resultat lasst sich leicht auf den Fall des Gitters L, = O x 7O
verallgemeinern. Der Stabilisator ergibt sich durch Konjugation aus dem Sta-
bilisator von Lj.
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SATZ 5.3.2.
Der Stabilisator des Gitters L,, n € N, ist

Gy, = P'GpP™"
= P"GL(O)P™"

_ {(Wiﬁc ”Zb) € GL(O)
mit P — ((1) 2)

Beweis. Wir rechnen nach: Sei A eine geordnete Basis von L, und B eine
geordnete Basis eines Gitters L, dann gilt:

a,b,c,de(’)}

L,=L, & VYVteOx7n"0:32x' € O x7"O mit Ax = Bx'
S VeeOxO:3 €O xOmit AP"x = BP"2/
& P "B 'AP" ¢ GL(O)
& Ae BP'GL(O)P™

D.h. zwei Basen erzeugen genau dann dasselbe Gitter, wenn sie sich nur durch
ein Element aus P"GL(O)P~" unterscheiden. O

Stabilisator des Knoten vy und v,

Die Stabilisatoren der Knoten vy = [Lo| und v,, = [L,] erhélt man einfach,
indem man die Definition der Knoten als Klassen von Gittern betrachtet.

SATZ 5.3.3.
Der Stabilisator von vy ist

Gvo — GLDZ(K)
= GL(0)Z(K)

und der Stabilisator von v,, ist

Gvn — GLnZ(K)
P"GL(O)P"Z(K),

wobei Z(K) das Zentrum von G bezeichnet.
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Beweis. Knoten sind Aquivalenzklassen von Gittern unter der Relation der
Multiplikation mit x € K*. In Matrizenschreibweise beschreiben wir dies

durch Multiplikation mit der Matrix € Z(K) mit + € K*. Die

x
0
Matrizen aus dem Zentrum kommutieren mit allen anderen Matrizen, so
dass sich die Behauptung unmittelbar aus den Sétzen (5.3.1) und (5.3.2)

ergibt. O

Mit den bisherigen Ergebnissen konnen wir die Knoten V(7)) des Bruhat-
Tits Baums 7 mit der Restklassenmenge von G nach dem Stabilisator G,
identifizieren, d.h. es gilt

GLK) [ar(0)z(K) — V(T).

Stabilisator der Kanten e_(; und e

Bevor wir nun zu den Stabilisatoren von orientierten bzw. nicht-orientierten
Kanten kommen, erinnern wir uns noch einmal an die Definition der Nach-
barschaft zweier Knoten. Sei v = [L] ein Knoten von V(7) der durch das
Gitter L von V représentiert wird. Dann entsprechen die Nachbarn C(v) von
v, d.h. die Knoten w € V(7) mit d(v, w) = 1, wie wir in Proposition (4.2.1)
gesehen haben, eineindeutig den direkten Faktoren von L/ L vom Rang eins,

d.h. den Geraden in dem x-Vektorraum L/ L

SATZ/DEFINITION 5.3.4.
Der Stabilisator G, von eo besteht aus den Elementen g € Gy, deren Pro-

jektion g auf die lineare Restklassengruppe GL(LO/L()W) die Gerade Ll/Loﬂ
stabil ldasst. Diese Gruppe nennen wir die IWAHORI UNTERGRUPPE

3= {(Z 2) € GL(0)

von G relativ zur Kante ey. Der Stabilisator G;D st also

a,b,c,d € O und ¢ =0 (mod W)}

Beweis. Der Stabilisator G;O ist

G = Gy N Gy, = (G, NGL,) Z(K),
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wobei Ly und L, gerade die in Proposition (3.3.6) beschriebene Eigenschaft
haben, d.h. Ly C Lo und Ly ¢ Lg7.
Dann ist der Stabilisator G;O die Teilmenge von G, die das Gitter L invariant

lasst und zusétzlich die Gerade Ll/ Lom In LO/ Lor auf sich abbildet. Der
Stabilisator ist also (Beachte: Fiir diese und folgende Rechnungen verwenden
wir eine abkiirzende Schreibweise fiir Matrizen. Wir geben fiir alle Eintrage
an, aus welcher Menge diese zu entnehmen sind. Stillschweigend sei dabei
immer vorausgesetzt, dass es sich um invertierbare Matrizen handelt.)

G. = (GLOmprojgl((g g))-Z(K)
_ (GL(O)H(W% g))-Z(K)

= {(‘é 2) e GL(O)

wobei proj,.: GL(K) — GL(k) die im Satz genannte Projektionsabbildung
ist. [l

¢ =0 (mod w)} - Z(K),

Dieser Satz léasst sich natiirlich auch unter Verwendung von Matrizen-
rechnung herleiten.

Alternativer Beweis zu Satz (5.5.4). Wir rechnen nach:

G. = G,nG,
= (GLoﬂGLl)'Z(K)

=" (GL(O)n P'GL(O)P™") - Z(K)
O O O o
- ((60)(o "07) 7w
Daraus ergibt sich mit 77O N O = O und 7O N O = 7O das Behauptete,

also
a b
G;O = e d € GL(O)

= 3 Z(K).

¢=0 (mod 77)} - Z(K)
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Der Stabilisator fiir die nicht-orientierte Kante eq = {vg,v1} ergibt sich
als die Menge derjeniger Elemente aus G, die die orientierte Kante e in sich
oder in die invers orientierte Kante EO abbilden.

SATZ 5.3.5.

Sei ey die nicht-orientierte Kante {vy,v1} mit den (ungeordneten) Extremi-
titen vy und vy, sowie eq die orientierte Kante mit o(e_(;) = vy und t(e_é) = 0.
Dann gilt fir den Stabilisator

G

€0

=3 Z(K)Uwll3 - Z(K),

wobei wll wie vorher die Matrix <2 é) 1st. Weiter konnen wir diese Fix-

gruppe G, mit dem Normalisator M von J in G identifizieren.

Beweis. Die Gleichheit
Ge, =7 - Z(K)UwllT - Z(K),

folgt unmittelbar aus

Gey = G- UwIl G-

eo eo
und Proposition (5.2.4). Zeigen wir noch, dass
N={gecCGlgT=Tg}

mit G, iibereinstimmt. Das beweisen wir in zwei Schritten:

i. Wir zeigen zuerst, dass J-Z (K )Uwll 3-Z(K) C tist,d.h. J-Z(K) C N
und wllJ - Z(K) C M. Die erste Inklusion ist trivial. Zeigen wir noch
die Zweite: Es sel g =iz € G mit i € Jund z € Z(K). Dann gilt

wllg-J = J-wllg
& wlliz - J = J-wlliz
& wlli-J-i7 " (wl)™' = J.

0 1 I o NP
Wegen wll = 0 und (wll)~" = 1 o )t fiir ein beliebiges

7- (a b) -4~ € J mit a,b,c,d € O auch

mc d
a b 1 (d ¢ ~
at (& D@m= (5 1) e

erfiillt. Also ist wllg € M, d.h. wIlT - Z(K) C N.
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ii. Zeigen wir nun M C J - Z(K) UwllJ - Z(K) = G,, ist. Dies zeigen
wir durch Widerspruch. Annahme: Es existiert ein g € M mit g € G,,.
Dann gilt gey = e fiir eine Kante e € &£ verschieden von ey. Da die
Gruppe G nach Lemma (5.2.1) transitiv auf der Menge der Wege der
Lange n € N operiert, gibt es ein h € GG, das die Geodéte von eg nach
e auf die Geodéte von ey nach e’ abbildet fiir ein geeignetes €' # e € €.
Offensichtlich lasst h aber ¢g invariant, d.h. h € G,,, obwohl he = ¢’ # e
ist. Daher gilt fiir alle ' € G,,:

hgeg = he=¢€¢ # e=geyg= gh'eg
Also liegt g € 1. Widerspruch. Also gibt es kein g € 9t mit g ¢ G, .
O

Wie in dem Abschnitt zuvor sind wir nun in der Lage, mithilfe von Lemma
(5.2.3) die Kanten € bzw. £* als Restklassen von G nach dem entsprechenden
Stabilisator darzustellen. So wissen wir

GL(K)/j . Z(K) =&t

und N
GL(K)Jqp = €.

Stabilisator der Wege der Linge n

Um den Stabilisator fiir den Weg p,, = (vo,v1, .. .,vn), n € N, mit gerichteten
Kanten zu bestimmen, gehen wir analog zur Vorbemerkung zur Bestimmung
des Stabilisators von ey vor. Sei vy = [Lo] der Basisknoten mit représentieren-
dem Gitter Ly. Wie wir in Proposition (4.2.3) gesehen haben, entsprechen die
Knoten w € V(7 ) mit d(vg, w) = n, also die Knoten w € C,(vp), eineindeutig
den direkten Faktoren von Lo Lor™ vom Rang eins.

Betrachten wir den Weg p,, genauer und nutzen die Eigenschaft (1.2.4) von
Baumen aus, dass zu je zwei Knoten nur genau ein Weg ohne Zuriickgehen
existiert, sehen wir, dass p,, = (vo,v1, ..., vy,) schon durch die Knoten vy und
v, eindeutig bestimmt ist. Es gilt also

G = Gy NGy N NGy, = Gy 1 G
Pn
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SATZ/DEFINITION 5.3.6.
Der Stabilisator GF von py, besteht gerade aus den Elementen g € G, deren

Projektion g auf die lineare Restklassengruppe GL(LO/L(]W”) den direkten

Faktor L”/LOW” stabil lisst. Diese Gruppe nennen wir die VERALLGEMEIN-
ERTE IWAHORI UNTERGRUPPE

3, = {(‘2 Z) € GL(O)

von G relativ zum Weg p,,. Der Stabilisator GEL ist also

a,b,c,d € O und ¢ =0 (mod W”)}

Beweis. Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von (5.3.4) zu fiihren,
wobei man an den richtigen Stellen m durch 7" ersetzen muss. O]

BEMERKUNG 5.3.7.

Fiir den Stabilisator G, des Weges p,, von nicht-orientierten Kanten erhalten
wir (analog zum Fall mit den Kanten) den Normalisator der verallgemein-
erten Iwahori Gruppe. Auflerdem ist der Index von Gp? in G, gleich zwei

und die nicht-triviale Klasse von Gp, / G wird durch wII™ représentiert.
Pn

Wir kénnen nun die Wege der Lénge n durch
GL(K)/jn - Z(K) = {Wege der Lénge n}

identifizieren.

Stabilisator der Halbgeraden

Wir wollen den Stabilisator der Halbgeraden po, = (v,), -, mit orientierten

Kanten analog zu dem Stabilisator des Weges p,, bestimmen. Dazu betrachten
wir die Halbgerade p als einen reduzierten Weg p,, unendlicher Linge, d.h.
wir betrachteten p,, fiir n — oo.

SATZ 5.3.8.
Sei (vn),5¢ die Halbgerade Poo. Dann gilt

a b
Gp;_{(o d)eG’beO,a,deK}.
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Beweis. Es gilt:

Gpﬁo - m G,

= (ﬂ GLn> - Z(K)

Wie bisher brauchen wir nur den Term mit den Stabilisatoren des Gitters zu
betrachten. Das Zentrum zieht sich in der gesamten Rechnung nach aufen.

Wir zeigen also, dass
O O
Ne-= (0 o)

ist. Den Stabilisator des Gitters L,, kennen wir fiir alle n € Ny explizit:

O "0
Gr. = (W”O @ )

Es gilt fiir alle (m,n) € N2 mit m > n

O "0 ﬂ o "o\ (O "0
™0 O a0 O S \7m0 0 )

Also ergibt sich schon

Na. = N0 o)

n>0 n>0

_ O O
- 0o O/
BEMERKUNG 5.3.9.

Fiir den Stabilisator G,,__ der Halbgeraden p, = (vy,),,5, mit nicht-orientierten
Kanten erhalten wir (analog zum Fall mit den Kanten) den Normalisator von
Gp; . Allerdings stimmt dieser mit Gﬁl iiberein. Das liegt an der Tatsache,
dass eine Halbgerade zuerst den endlichen Teil des Weges und dann den
unendlichen Teil des Weges durchléduft, also immer eine Richtung bestimmt
ist.

]

Wir konnen jetzt die Menge der Halbgeraden wie folgt identifizieren:

GL([Q/([E* [(?*) —=, {Halbgeraden}
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Stabilisator des Endes s

Ein Ende ist eine Aquivalenzklasse von Halbgeraden, wobei zwei Halbgeraden
genau dann #dquivalent sind, wenn sich ihre Startknoten nur durch einen
endlichen Weg unterscheiden.

SATZ/DEFINITION 5.3.10.
Sei s € 0T das Ende, das durch die Halbgerade poo = (vy),,>o reprasentiert
wird. Dann ist der Stabilisator -

die BOREL UNTERGRUPPE

B(K) = {(g Z) €G

von G zum Ende s.

a,b,deK}

Beweis. Es sei Dy die eindeutig bestimmte Gerade in V' aus Proposition
(4.2.12) (beachte, dass V =V ist), die dem Ende s entspricht. Es ist g € G
genau dann in Gp_, wenn gD, = Dy ist. Sei {e1, 5} eine Basis von V, so dass
D; von e; erzeugt ist. Dann gilt gD, = D, genau dann, wenn g € B(K) eine
invertierbare obere Dreiecksmatrix ist. O

Den Rand 07 konnen wir durch die Bijektion
CL(K) 50y 2 0T

beschreiben.

Stabilisator der (Geraden s;s

SATZ/DEFINITION 5.3.11.
Sei s15o die Basisgerade. Dann ist

a 0
o= { (2 O <

Diese Gruppe nennen wir die CARTAN UNTERGRUPPE C(K) von GL(K)
zur Geraden s1Ss.

a,dEK}.
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Beweis. Wir rechnen nach, wobei (v,),~, und (v_,),., ein Paar von Halb-
geraden ist, welches die Gerade s;s9 reprasentiert:

Gosy = Gun),zo N Glomn)
O O O 0
- (5 0) (6 o)) 2t
O 0
- (0 O) Z(K)
= (C(K)
O]
SchlieBlich erlaubt dieser Satz die Identifikation der Geraden von 7 durch

GL<K)/C(K) = {Geraden} .

5.4 Darstellung des Bruhat-Tits Baums durch
Restklassenmengen

In diesem Abschnitt fassen wir die im vorherigen Abschnitt gemachten Iden-
tifikationen noch einmal zusammen.

SATZ 5.4.1.
Wir identifizieren nun:

GLIK) [aro)z() — V(T)
GL(K)/j.Z(K) =, EX(T)
GLIK) /5. (k) UT - 2(K)w — E(T)
GL(K)/jn - Z(K) = {Wege der Linge n}
CL(K) /10 =, or
GL(K>/C(K) = {Geraden in T}

Beweis. Die Beweise wurden im vorangehenden Abschnitt (5.3) gefithrt. [
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Kapitel 6

Der Bruhat-Tits Baum 7 iiber
dem Korper der
Laurent-Reihen

Im gesamten Kapitel und im Folgenden spezialisieren wir die Situation, die
wir in den Kapiteln (3), (4) und (5) erarbeitet haben. Anstatt, wie bisher,
einen allgemeinen (vollstédndigen) diskret bewerteten Korper zu betrachten,
beschranken wir uns ab jetzt auf einen speziellen Kérper, ndmlich den Kor-
per der Laurent-Reihen. Diese enger gefasste Betrachtung ermdoglicht uns ein
weiteres Studium. Anfangs iibertragen wir die bisher erarbeiteten Ergebnisse
auf die neue Situation. Weitere Bestrebungen fithren in die Richtung, den
Bruhat-Tits Baum explizit anzugeben. Dazu bestimmen wir sowohl fiir die
Knotenmenge als auch fiir die Kantenmenge ein Standardrepréasentantensys-
tem als Bahn unter der entsprechenden Gruppe (vgl. Kapitel (5)) und visua-
lisieren einen Ausschnitt der Knotenmenge um den Basisknoten v = [O x O]
im Fall, dass der Restklassenkorper k der Korper mit zwei Elementen ist.
Eine grofie Rolle in der Anwendung spielen vor allem die in Abschnitt (6.3)
betrachteten Operationen der Gruppen I' und I,. In diesem Kapitel legen
wir die theoretischen Grundlagen, worauf wir im néchsten Kapitel aus algo-
rithmischer Sicht noch einmal eingehen werden.

In Sachen Notation orientieren wir uns grofitenteils an [Gek95, S. 371]:

6.1 Notation

Im gesamten Kapitel betrachten wir die folgende Sitation. Es sei K = F (T)
der Korper der rationalen Funktionen iiber dem endlichen Koérper I, mit
q = p" (p eine Primzahl) vielen Elementen in der Unbestimmten 7. Wei-
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ter betrachten wir die Komplettierung K, von K an der Stelle co. Es ist
K., der Korper der formalen Lauren-Reihen F,((77')), wobei wir fiir die
Uniformisierende T~! zur Vereinfachung der Notation 7 := T~! setzen, also

Koo = F,(T71)) = F,((r)), d.h. es ist

Ko = {Z a7t

i>m

mEZ,aiEE]}.

Weiter bezeichnen wir mit A den Polynomring F,[T] und mit O den Ring
der oco-adischen ganzen Zahlen F, [[r]]. Fiir die Bewertung an der Stelle co ver-
wenden wir v, welche mit der Potenz des kleinsten nicht-verschwindenden
Terms in einer Laurent-Reihe iibereinstimmt. Es gelten AO,, = K, und
ANOyx =F,.

Im Bereich der Gruppen benétigen wir in diesem Abschnitt wieder aus-
schlieflich 2 x 2 Matrizen und zwar die Gruppe K := GL(Oy) = GL(2, Ox)
und die im Kapitel (5) eingefithrten Gruppen, angewendet auf die aktuelle
Situation, d.h. die Iwahori Gruppe

- {(c )

und die Borel Gruppe

B(K.) = {(g Z) € GL(KOO)},

d.h. die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen. Weiter werden im letzten
Teil dieses Kapitels die Gruppen I' = GL(A) und Iy = I' N B(K,) eine
wesentliche Rolle spielen.

Diese Angaben fiihren wieder zu einem Bruhat-Tits Baum, den wir wie bisher
auch mit 7 = (V, £) bezeichnen, wobei die Kantenmenge orientiert sei. Wir
werden also in diesem Kapitel anders als bisher die orientierte Kantenmenge
nicht mit £, sondern mit £ bezeichnen. Wenn nicht anders erwihnt, soll im
folgenden & orientiert sein.

Wie zuvor fixieren wir die Basisknoten v; = [0y, X m'O4] und die Basiskanten
e; = (v, vi4q) fur alle i € Z.

¢ =0 (mod 7r)}
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6.2 Reprisentantensystem fiir Knoten und
Kanten

In Kapitel (5) haben wir Identifikationen des Bruhat-Tits Baums 7 durch
Restklassenmengen von GL(V), fiir einen K-Vektorraum V', untersucht. Diese
Untersuchung fithren wir hier in dem Spezialfall, dass der lokale Korper

K = K, = F,((n)) ist, fort. Wir orientieren uns dabei an [Gek95]. Wir
streben an, ein Standardreprasentantensystem fiir Knoten- und Kantenmenge

angeben zu kénnen. Die Knoten beschreiben wir in der aktuelle Situation
durch

GL(Koo)/ﬁ.Z(KOO) = V(T)
g +—— gvo,

wobei vy = [Ly] = [Ox X O] der Basisknoten ist und die Kanten durch

[a)

GL(KOO)/S-Z(KOO) — &(7)
g +—— geCo,

wobei ey = (vg, v1) mit der Orientierung o(ey) = vy und t(eg) = vy ist.
Im Folgenden spielt die Orientierung der Kanten eine wesentliche Rolle,

so dass wir ein Wort zu der Operation der Matrizen w := (? (1)) und

IT := 7(; (1)), die wir schon in dem Abschnitt ,Inversion von Kanten
in (5.2) gesehen haben, verlieren wollen. In Proposition (5.2.4) haben wir
gezeigt, dass die Multiplikation der Matrix wll an eine Kante e € £ gerade
die Orientierung umkehrt.

Weiter der Notation aus Kapitel (5) folgend sei 9 der Normalisator der Iwa-

hori Gruppe J in GL(V') = GL(K,).

LEMMA 6.2.1.

Es ist
N/y=L/o7,
wobei das nicht-triviale Element (2 (1) = wll st, d.h. die Twahori Gruppe

J st eine Untergruppe vom Index 2 in threm Normalisator .
Beweis. Der Beweis ist klar, wenn wir uns an die Definition von 91 erinnern:

N=7Z(Ke) UwllT - Z(Ko)
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Die Wahl des Standardrepriasentantensystems basiert auf dem folgenden
Satz:

SATZ 6.2.2.
Es gilt die Isomorphie

1%

B(KOO)/(B(KOO) mﬁ) . Z(KOO) — GL(Koo)/ﬁ. Z(Koo) = V(T)
Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen, schieben ein Lemma ein:

LEMMA 6.2.3.
FEs ist
GL(K«) = B(K») - R

Beweis. Der Beweis wird an dieser Stelle ausgelassen, da in Teil I des Algo-
rithmus in Kapitel (7) eine explizite Darstellung fiir ein Element aus GL(K )
in B(K) - R angegeben wird. O

Beweis von Satz (6.2.2). Auf der Grundlage von Lemma (6.2.3), also

GL(KOO)/.@. Z(K.) = B(Kx) 'ﬁ/f{. Z(Kw)

ist die Behauptung gerade der erste Isomorphiesatz fiir Gruppen. Dieser be-
sagt in unserem Fall, dass

B(Kx) 8/g = B(K)/ gk ) n &)

gilt, also auch

oY

B(Kx)-8/q. g0k, — BED(B(K.) &) - Z(K),

weil das Zentrum die Giiltigkeit dieses Satzes nicht einschréinkt, also ist die
Behauptung gezeigt. O]

Nach der gemachten Vorarbeit sind wir nun in der Lage, ein Standard-
Représentantensystem fiir V(7°) anzugeben.

SATZ 6.2.4.
Die Menge

k
oo {5 ) rezverroa)

bildet ein Reprisentantensystem fir die Knoten V(7). Dabei bedeutet
ue Koo w0, , dass u aus einem Reprisentantensystem dieser Menge ist.
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Beweis. Wir zeigen zuerst (in (1)), dass jede Matrix aus GL(K ) eine Darstel-
lung aus Sy(7) hat und zeigen in (ii), inwiefern diese Darstellung eindeutig

1st.

i.

ii.

Es sei v € GL(KOO)/ R-Z(Ky) ein beliebiger Knoten. Dieser lésst
sich nach Satz (6.2.2) durch eine Matrix mit oberer Dreiecksgestalt
darstellen. Sei diese etwa

7%a 70b
(0" Toa) < BED B ns) - 20

mit o, 3,0 € Z und a,b,d € OF. Im Fall, dass der obere rechte Eintrag

verschwindet, interpretieren wir im Folgenden ( als 0 und b als 0. Multi-
5 7\—1
plizieren wir von rechts mit der Matrix ((7T (C)l) (7r5(c)l)_1) € Z(Kw),

so ergibt sich

m®a 70\ ((7°d)~? 0 (w08 pfmod
0 7°d 0 (wed)=t) — U 0 1)

Multiplikation von rechts mit der Matrix <(30

ergibt uns die Behauptung, ndmlich ein Représentant aus Sy (7

71'0‘_‘5% 775_‘5% (%)_1 0) _ Y
0 1 0 1 0o 1)’

wobel ki =« — 6 und u := 773_5% ist.
k

K /
Seien v = <7B 1;) U= (TO l{) zwei Représentanten fiir einen

Knoten in Sy (7). Dann sind v und v' genau dann édquivalent, wenn
v=1v-KZ

az bz

mit K € R und Z € Z(Ky). Sei KZ = (
cz dz

und z € K, dann gilt:

) mit a,b,c,d € Oy

) = vVKZ

- (Wk u> _ ((w’f’a+cu’)z (7"'b + du’) z>

0 1 cz dz

72



Daraus folgt, dass cz = 0, dz = 1 und az = 1 sein muss, also ¢ = 0,
d=a=1und z =1, also

Y B o b+
0 1) \0 1 )

An dieser Darstellung sehen wir nun, dass zwei Matrizen v, v’ aus Sy
genau dann dquivalent sind, wenn k = &’ ist und v = ' (mod 7*0,,).

]

BEMERKUNG 6.2.5.

Mit der Darstellung aus Satz (6.2.4) sehen wir, dass die Darstellung eines
Knotens lediglich von zwei Parametern abhéngt, wobei einer eine ganze Zahl
ist und der andere eine Laurent-Reihe, die nach endlich vielen Gliedern ab-
bricht.

Wir wollen eine Kante mittels eines Knotens und einer Richtung, in die
die Kante von dem Knoten wegzeigt, darstellen. D.h. die Beschreibung der
Kanten unterscheidet sich von der Beschreibung der Knoten lediglich um die

Restklassen von ﬁ/ 5. Ein Représentantensystem hierfiir und fiir die Kanten
E(T) gibt uns der folgende Satz.

w1 Y e} )

Es st
ein Reprdsentantensystem fiir ﬁ/j und

Secr) == {gh|yg € Sy, h € Su}
ein Reprdasentantensystem fir die Kanten von T .

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass Sy ein Représentantensystem fiir R/ al
ist. Die Behauptung, dass Sg(7) ein Représentantensystem fiir die Kanten &
ist, folgt mit Satz (6.2.4), d.h. mit der Beschreibung der Knoten, und dem
zweiten [somorphiesatz

GL(Kx)/5. Z(Km)/ﬁ/j > GL(Kx)/a. 7(K)-

Zeigen wir also noch, dass Sy ein Repréasentantensystem fiir R/ 73 ist. Das ist
U

(o))

offensichtlich d4quivalent dazu, zu zeigen, dass { (i (1)>
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ein solches ist und dquivalent dazu ist, dass { <i (D

el (0))

a,b,dEFa}

ein Représentantensystem fiir GL(k) / B(k) ist, wobei

B(x) = {(g Z) € GL(r)

ist. Das Letzte wollen wir beweisen, indem wir die Bijektivitat der Abbildung

GL(’“@)/B@@ — Su
10
, wenn ¢ # 0
By : 3
c d 0 1
,  wenn c =20
10

nachweisen:

i. Die Abbildung ist wohldefiniert, da die Bilder von (CCL Z) und

a b\ (p q\ [(ap aq+bs
c d)\0 s)] \ep cqg+ds

mit (}0) Z) € B(k) offensichtlich {ibereinstimmen.

ii. Weiter ist die Surjektivitat trivial.

!/ /
iii. Bleibt noch die Injektivitit zu zeigen: Seien <Z 2) und ((Cl, Z,) zwei
Matrizen aus GL(“)/ B(k) deren Bilder unter obiger Abbildung iiber-
einstimmen. Wir miissen zeigen, dass dann die beiden Matrizen im

Urbildraum schon &quivalent sind.

Werden beide Matrizen auf das Element <(1) é) abgebildet, so sind

¢ = ¢ = 0 und daher beide Matrizen aus B(x) und damit dquivalent.
Wir benutzen im Folgenden fiir Matrixeintréige, die uns nicht weiter
interessiern einfach das Symbol ,x“. Fiir den allgemeinen Fall muss

man zeigen, dass eine Matrix L) EB (k) existiert, so dass

*
0

()=o)
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gilt. Mithilfe der Cramerschen Regel erhalten wir

a b\ I A
c d)  ad—bc\—c a)’
Bringen wir in der Gleichung davor die Matrix (CCL Z) auf die andere

Seite und multiplizieren durch, so haben wir

1 * ok a v\ 1 * *
ad—bc \—c a) \c d)  ad—bec \—dc+acd x)’

was wegen & = ‘;—: & da = dcin B(k) liegt, und sind fertig.

]

Wie in [Gek95, S. 371] présentieren wir eine Moglichkeit, eine Orien-
tierung auf dem Bruhat-Tits Baum 7 festzulegen, d.h. wir zerlegen die Kan-
tenmenge in zwei disjunkte Teilmengen.

DEFINITION/LEMMA 6.2.7.
Die Wahl des Endes oo (:= Klasse der Halbgeraden (v, vy, ...) = Klasse der

Halbgeraden ([O x O], [0 x 70, ...)) legt uns eine Orientierung & = ETUE~
auf dem Bruhat-Tits Baum T fest. Wir nennen alle Kanten e = (v, w) mit
v,w €V, die in Richtung dieses Endes zeigen, POSITIV, und schreiben e € £
und sgn(e) = +1. Zeigt e vom Ende 0o weg, so heifft e NEGATIV und wir legen
e € & undsgn(e) = —1 fest.

Wku'_>7rk*1u
0 1 0o 1)’

fiir eine Matriz aus Sy(t), bewirkt anschaulich auf dem Baum T eine Ver-
k

PROPOSITION 6.2.8.
Die Abbildung

schiebung des Knotens der durch reprdasentiert wird in Richtung

™
0 1
des Endes co. In Gitterschreibweise entspricht diese der Abbildung

L] — (L] mit I — (Lm ([1)) Koo> 4 L.

Beweis. i. Die Aussage in Gitterschreibweise ist uns wohlbekannt nach
Proposition (4.2.12). Die Behauptung hier ist gerade ein Spezialfall
dieser Proposition (4.2.12).
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ii. Die Behauptung in Matrixschreibweise fithren wir auf die Gitter zuriick.
Mit der Bijektion

GL(KOO)/}%-Z(KOO) =, V(T)

g == gu

entspricht fiir ein k € Z, u € Koo/ﬂk(f)oo die Matrix

T : * u
(O 1) der Gitterklasse [( 0) Oy X (1) Oy

-~

=:L

und die Matrix

1l : w1 u
< 0 1) der Gitterklasse [( 0 )OOO X (1> Ox]-

-~

=:L'

Wir zeigen nun, dass die Gitterklassen durch die Abbildung in Gitter-
schreibweise aufeinander abbilden und sind somit ferig. D.h. wir zeigen

) = [(L n (é) Km) + L,

ﬂ.k

0
konnen. Fiir einen bliebigen Représentanten aus [L] folgt die Behaup-
tung dann, weil sich ein dranmultipliziertes v € KX einfach herausziehen
lasst. Es gilt:

- (Lﬁgé)Km)Jer
= () o) o) (o))
(e )
- (M) oexo)+ () exx (1) o)

wobeil wir 0.B.d.A. L = )OOO X (?) O, wie oben verwenden



Weil m+1 € O C Oy ist und die Multiplikation mit 7 die Gitterklasse
nicht dndert, erhélt man aus der letzten Zeile die Behauptung;:

(5 e (on)e - (3 )oux (o

]

Mithilfe dieser Abbildung kénnen wir nun leichter den Bruhat-Tits Baum
7T mit expliziter Angabe der Knoten aus dem Représentantensystem Syr)
zeichnen.

BEISPIEL 6.2.9.
Das Beispiel (Abbildung (13)) zeigt den Bruhat-Tits Baum 7 mit #x = 2.
Wir geben in diesem Diagramm fiir jeden Knoten um den Standardknoten vy

seine explizite Beschreibung in der Menge Sy(7) an. Dabei verwenden wir eine
k
abkiirzende Schreibweise: Wir schreiben fiir den Knoten (7; 1f> € Sy

mit k € Z, u € Koo/ﬂk(goo einfach das Paar (k,u) auf.

DEFINITION 6.2.10.
Die HAUPTACHSE A(0, 00) ist der Pfad von T bestehend aus den Kanten

{e_;HEZ}

oder den Knoten

{Klassen von <7r(; (1)) € GL(Koo)/ﬁ.Z(KOO)

ez},

Als POSITIVE HAUPTACHSE bezeichnen wir die Teilmenge {67 |i € No} von
A(0, 00).

BEMERKUNG 6.2.11.
Die Hauptachse A(0, co) hat also genau zwei Enden 0 und oo.

BEMERKUNG 6.2.12.

Die Beschreibung von Knoten und Kanten unterscheiden sich wie in Satz
(6.2.6) gesechen um Elemente aus ﬁ/j. Wahlt man hier das neutrale Ele-
ment, so beschreiben die Knoten GL(Koo)/ R-Z(K) gleichzeitig auch positiv

orientierte Kanten. Daher wollen wir im folgenden die Unterscheidung dieser
beiden Darstellungen nicht so strikt sehen.
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. \ (_370)
e A -
\ (2.0) (3,72 +m+1)
B 40,77_1) / / »
(/137T ) (—1,0) @t 1),(3,7r +1)
\ S
(0,0) — (1,1)
AN
_\<3,7T2+7T> B / 17<) (27<\ (3’7T2+1\)
3, 77) (2,0) 3, 1\)
| 3,0) (3’ .

Abbildung 13: Der Bruhat-Tits Baum 7 fiir #x = 2 mit expliziter Beschrei-
bung der Knoten

BEISPIEL 6.2.13.

Das Beispiel in Abbildung (14) zeigt die Hauptachse A(0, co) auf dem Bruhat-
Tits Baum 7 mit #x = 2. Die Hauptachse in der Abbildung (14) ist der fett
markierte Pfad.

k
Sei u € Koo~\7*Oy, k € Z, dann kénnen wir die Représentanten (7; lf)

7.‘_a+t ’ﬂ't?}
von Sy(r) sogar als 0 1 ) schreiben, wobei a,t € Z mit a > 0 und
v € OF ist. Dabei sind a,? eindeutig bestimmt und v ist eindeutig modulo
7O, bestimmt (und sogar eindeutig bestimmt, wenn wires alsv = > v’
0<i<a
mit v; € F, schreiben).
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Abbildung 14: Hauptachse A(0, 00) auf dem Bruhat-Tits Baum 7 mit dem
Restklassenkorper mit zwei Elementen

Dies lasst sich am besten in Termen von Laurent-Reihen erklaren. Schreibe
Z i
u = V; T
>m

mit m € Zund v; € F, fiir alle i > m. als Laurent-Reihe. Durch Ausklammern
von 7" (und Index-Shift bei den v;) ergibt sich

u=m " < E vi#) ,
i>0

V= vai e O

1>0

wobel

sei. Wegen a +t = k ist

t=—-m und a=k—-t=k+m.
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Daran sehen wir auch, dass a > 0 ist. Es ist ndmlich immer m < k&, also
a =k+m > 0 (den Fall m = k haben wir mit v € K, ~ 7*0O, aus-
geschlossen).

BEMERKUNG 6.2.14.

Auf den ersten Blick bringt diese Darstellung Nachteile mit sich, da ein
Knoten, bzw. eine orientierte Kante nicht mehr durch zwei Parameter, son-
dern durch drei Parameter dargestellt wird. Dieser Verlust kompensiert sich
aber selbst, da man zu einem v und entweder a oder ¢ den jeweils fehlenden
Parameter deterministisch berechnen kann.

DEFINITION 6.2.15.
Mit dieser Darstellung definieren wir fire € E(T)\E(A(0,00)), das je nach

k a+t t
sgn(e) durch g oder wllg mit g = (ﬂ u) = (W m U) reprasentiert

0 1 0 1
wird
k(e) =k, 7(e):=t, ale):=a, wenn e € &E(T)~ E(A0,00)) und
k(e):=k, 7(e): =k, ale):=0, wenn e € E(A(0,0)).

BEMERKUNG 6.2.16.

Es sei hier auf die Uberladung des Buchstabens x hingewiesen. Wir be-
nutzen ihn zum Einen (wie bisher) als Abkiirzung fiir den Restklassenkorper
K= oo/ 70, oder den Restklassenring x(n) = Ooo/ O, fiir ein n € N und
zum Anderen, (in der Situation hier) als eine Funktion, die auf der Kanten-
menge ,lebt“. Bei der Unterscheidung sollte es aber keine Probleme geben,
da beide Gebrauchlichkeiten vollkommen verschieden sind und daher die ak-
tuelle Verwendung aus dem Kontext immer klar ersichtlich sein wird.

BEMERKUNG 6.2.17.
Die Funktionen aus Definition (6.2.15) haben folgende Intuition:

e r(e) misst den Abstand von e nach oo und verringert sich um eins, wenn
e mit der Abbildung aus Proposition (6.2.8) einen Schritt in Richtung
oo geriickt wird.

e a(e) misst den Abstand von e zur Hauptachse A(0, co) und

e 7(e) misst den Abstand nach oo vom ersten Knoten auf der Hauptachse
A(0, 00) der Geodite von e nach oo.

BEISPIEL 6.2.18.
Die Abbildung (15) ist eine Kopie einer Abbildung aus [Gek95, S. 372]. Sie
unterstreicht die anschauliche Bedeutung der Funktionen «, x und 7.
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Abbildung 15: Die Funktionen «, x und 7 auf dem Bruhat-Tits Baum 7 mit
#Kr =3

KOROLLAR 6.2.19.
Die Funktionen k, T, a sind invariant unter Verdnderung der Orientierung.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir eine Kante € € £(7)

gilt, wobei e = wlle ist. Der Notation aus Definition (6.2.15) folgend, sehen
wir, dass sich die Funktionen , 7 und « nur auf die Darstellung der Matrix
g, egal ob e positiv oder e negativ orientiert ist, beziehen. O]

KOROLLAR 6.2.20.
Die Funktion T ist fir alle e € E(T) N\ E(A(0,00)) invariant unter der Ab-

bildung
7 o Tl
0 1 0o 1)’

der Verschiebung eines Knotens in Richtung oo.
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Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Tatsache, dass 7(e) fiir eine
Kante e € £(7) N E(A(0,0)) gerade den Abstand von der Hauptachse nach
oo misst. Da die Kante e frithestens nach Anwendung der Abbildung auf der
Hauptachse liegt &ndert sich nur der Abstand zur Hauptachse, nicht aber der
Abstand in Richtung oo. m

BEMERKUNG 6.2.21.
Wir setzten nun noch

e(t,a,v) == e(t +a,m'v) € ET(T)
bzw.

e(t,a,v) =é(t+a,mv) € E(T)

t+a t t+a t
fiir Kanten e die durch <7T 0 le) bzw. wll (W 0 le) reprisentiert wer-

den, wobeit € Z, a > 0 und v € (Ooo/ﬂa(goc))* oder ¢ = 0 und v = 0 sind.

Die folgende Proposition und das Korollar machen eine Aussage iiber das

Verhalten bei Multiplikation mit der Matrix w = ((1] é)

PROPOSITION 6.2.22.
i. Ist a >0, dann ist w(e(t,a,v)) = e(—t,a,v') und
. w(e(t,0,0)) =ée(1l —¢,0,0) sonst.
Beweis. Den Beweis findet der Leser in [Gek95, S. 372, Lemma 1.11]. m

KOROLLAR 6.2.23.
Fiir e € E(T) gilt
sgn(w(e)) # sgn(e)

genau dann, wenn e auf der Hauptachse A(0,00) liegt.

Beweis. Die vorangehende Proposition (6.2.22) zeigt, dass sich die Orien-
tierung einer Kante genau nur im Fall (ii) umdreht und ansonsten alle Kanten
immer (Fall (i)) in Richtung oo zeigen. O
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6.3 Der Baum I'\7 und [, /\7T

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Operation der Gruppen I' = GL(A)
und I, von links auf dem Bruhat-Tits Baum 7. Ziel ist es, eine Beschreibung
fiir die Baume F\T und FOO\T zu finden. Betrachten wir uns daher zuerst
die diskreten Untergruppen I" und Iy, von GL(K,) genauer. Ihr Zusammen-
hang ist nach Definition I, = I' N B(K), aber es gilt auch die folgende
Proposition:

PROPOSITION 6.3.1.
FEs st
' = (T, w),

wobei w wie bisher die Matriz ([1) é) 18t.

BEMERKUNG 6.3.2.
Mit anderen Worten gilt

endl.
wobei v; € I, fiir alle ¢ ist.

Beweis von Proposition (6.3.1). i. Eine der beiden Inklusionen ist offen-
sichlich, und zwar
(I, w) C T,

weil ndmlich I, € I'und w C T'ist und I" eine Gruppe ist, d.h. das Pro-
dukt von w mit einer Matrix aus I' (Rechts- und Linksmultiplikation)
liegt wieder in I'.

ii. Die andere Inklusion ist nicht offensichtlich. Wir beweisen sie hier al-
gorithmisch, d.h. gegeben sei eine Matrix v € I' = GL(A) = GL(E,[T)
und gesucht ist eine Zerlegung in (I, w). Wir gehen so vor, dass wir
sukzessive mit einer Matrix aus I, oder w multiplizieren bis wir eine
obere Dreiecksmatrix, d.h. eine Matrix aus [y, erhalten. Bringen wir
die Multiplikatoren durch Inversion auf die andere Seite (beachte, dass
diese alle invertierbar sind), erhalten wir die gewiinschte Zerlegung.
Zur Vereinfachung der Notation verwenden wir hier im Beweis I(a) fiir
den Leitkoeffizienten des Polynoms a € A, d.h. der Koeffizient vor der
grofiten Potenz von T im Polynom a. Weiter verwenden wir die Multi-

mit x € A, die sich selbst schon

_— o . 1
plikation mit einer Matrix 1 o

als ein Produkt der Matrizen w = (? é) und ((1) —Ix) € I ergibt.
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Schreibe die Matrix v als

mit Eintragen a,b,c,d € A.

° ‘Fall dega > deg c:‘
Wir multiplizieren

1 —z\ (a b\ (a—zc b—uad
0 1 c d) c d ’
wobei wir z := T8 “_degc% wéhlen. Es liegt dann sicher

1 —=z .
(0 1 ) € [, und es gilt

deg (a — zc) < dega

und der Grad von ¢ bleibt gleich. Wegen der Abgeschlossenheit

der Multiplikation liegt die Matrix (a —Cxc b —dxd> wieder in I'.

Wir iiberschreiben nun a := ¢ — zc und b := b — xd und schlieffen
den nichsten Iterationsschritt an.

° ‘Fall dega < deg c:‘
Durch Multiplikation mit w vertauschen wir die Zeilen von v =

a b
(c d),also
w(a b):(c d)
c d a b))’

Dann multiplizieren wir wie folgt weiter

060 - aln)

wobei wir g := Tdegc—des a% wihlen. Es liegt dann sicher

0 1 .
(1 —x) € wl und es gilt

deg (¢ — xza) < degc
und der Grad von a bleibt gleich. Wegen der Abgeschlossenheit
der Multiplikation liegt die Matrix 4 b wieder in I'.
c—xa d—uxb
Wir iiberschreiben nun ¢ := ¢ — xa und d := d — xb und schlieflen
den néchsten Iterationsschritt an.
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Die Iterationsschritte reduzieren immer den Grad von a bis er klei-
ner ist als der Grad von ¢ (der Grad von ¢ wird dabei festgehalten)
und anschlieSend wird der Grad von ¢ solange reduziert, bis er wieder
kleiner als der Grad von a ist (der Grad von a wird dabei festgehalten).
Dadurch reduzieren wir schrittweise die Grade von a und ¢, bis im
letzten Schritt der untere linke Eintrag verschwindet und wir auf der
rechten Seite eine invertierbare obere Dreiecksmatrix haben, d.h. eine
Matrix aus I',. Bringen wir nun wie angekiindigt die Multiplikatoren
auf die andere Seite, so ergibt sich

I' C (T, w)
und damit die Gleichheit

' = (I'w, w).

Nun schauen wir uns zuerst den Graphen Foo\T an.

THEOREM 6.3.3.
Jedes Element g € GL(K) ldsst sich in FOO\V in eindeutiger Weise in der
Form

k
(W ?) mit u € ™0 0, wennk >0

0
7 0
(O 1), wenn k <0

und

darstellen.

Beweis. Dass jedes Element v € Sy7) eine solche Darstellung (ohne die
Bedingungen an u oder k) hat, ist trivial, wenn man sich die Menge Sy(r)
anschaut.

Schauen wir uns nun an, wann zwei Elemente v,v" € [‘OO\V dquivalent sind,

d.h. wann sie denselben Knoten in FOO\V beschreiben. Wir schreiben

k 4 /
v:(ﬂ(_) lf) und v’:(ﬂo li) € Sy(1)-

In FOO\V sind fiir geeignete Matrizen v = (g g

feA KeRund Z € Z(K,,) die Knoten v und v’ genau dann dquivalent,
wenn

€ [, mit a,0 € A* und

v=ny-v-KZ

85



ist, oder wenn
v (KZ) " =y

ist. Sei (K2)™! = (Zj Zz) mit a,b,c,d € O und z € K*,. Dann gilt:

7 az bz  fa o
0 1) \ez dz —\o s/ \o 1

o ((wka +uc)z (7 + ud) z) _ (om’“’ au’ + ﬁ)
cz dz 0 )

Daraus ergibt sich (Ziel ist es herauszufinden, wann die Gleichheit erfiillt
ist):

i. ¢ =0, also a,d € O, weil die Matrix < ) invertierbar ist,

a
0 d

ii. dz =0 und az = «, also ist z € OF.

mha 7fbz+us\  fan® au + 3
0 d N 0 4]
Wegen a € I, muss schon k = £’ sein. Die rechten oberen Eintriige stimmen
genau dann iiberein, d.h. es definieren v und v’ genau dann denselben Knoten

in FOO\T, wenn

D.h. es gilt:

u= %u' (mod A+ 7°0,)

mit % € IF; ist. Es ist namlich

™z +ud = au' + (mod 7*0,.)
& ud = au' + 0 (mod 7*0,,)
& u = s (mod A+ 7*0,,),

also § € ;. Daraus ergibt sich die Behauptung:

o Ist £ < 0, so liegen u und «' in A + 7O, und verschwinden beide
modulo A + 7*O,..

e Ist k > 0, so liegt ein Teil der Summanden von u, ndmlich diejenigen mit
7, t <0, in A, so dass u = v’ (mod A + 78O,) mit v’ € TrOoo/ﬂ.kOOO
ist.

[]
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Abbildung 16: Fundamentalbereich fiir I}, bzw. zu [, \7 isomorpher Baum

KOROLLAR 6.3.4.
Der Graph in Abbildung (16) (Kopie aus [Gek95, S. 876]) ist ein Fundamen-
talbereich fiir I'.

Beweis. Der Beweis ist klar nach (6.3.3) und der Abbildung (16). O

BEMERKUNG 6.3.5.

Im ersten Moment erscheint es seltsam, dass in die Knoten v, mit k£ < 0 von
auerhalb der Hauptachse nur ein Pfeil eingeht. Die Richtigkeit ergibt sich
aus der Tatsache, dass die Menge der Diagonalmatrizen iiber dem Korper
k auf P!(k) genau drei Bahnen hat. Das wollen wir noch etwas genauer
erlautern: In dieser Erlauterung verwenden wir G := GL(2, K,).

Der Stabilisator

Gy = {( ¢ ”dkb) € GL(O)

e

a,b,c,dE(’)}
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fiir einen Knoten vy, mit & < 0 permutiert die Knoten in C,(vy,) fiir alle n € N
und es ist
k* 0
I = .
6= (5 1)

Sei vy, die Projektion des Knotens vy auf Foo\T‘ Dann gilt

Diese Menge entspricht
R0 \\P'(s)
¢ m)\
und man iiberlegt sich, dass diese Menge aus genau drei Bahnen besteht, die

wir in FOO\T miteinander identifizieren.

BEISPIEL 6.3.6.
Fiir den Bruhat-Tits Baum 7 mit #x = 2 ist der Baum aus Korollar (6.3.4)
der in Abbildung (17) gezeigte.

\O -
(@]
\ v
- o
AN
\o/o\
g o)
V-1 Vo U1 Vg ----00
S O
_—O\O/
/ \
.0 o
< /\
(@]
(o] NN

Abbildung 17: Der Fundamentalbereich fiir [, mit #x = 2
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Kommen wir nun zu dem Baum F\T. André Weil zeigt in [Wei70, 3], dass

es sich bei dem Graphen F\T um einen zur positiven Hauptachse isomorphen
Graphen handelt, d.h. er ist isomorph zu dem Graphen in Abbildung (18).

€0 €1 €9
Vo U1 V2 U3

Abbildung 18: Der Baum I'\'7

Genauer beweist er das folgende Theorem:

THEOREM 6.3.7 (Weil).
Jedes Element g € GL(K ) kann in der Form

- 7k 0

mity €', k>0, go € R-Z(Ky) geschrieben werden. Dariberhinaus ist
die ganze Zahl k in dieser Formel eindeutig bestimmt, wenn g € GL(Ky)
gegeben ist.

BEMERKUNG 6.3.8.

Wenden wir dieses Theorem auf unsere Situation an, so sagt es, dass wir fiir
jeden Knoten aus V(7) einen eindeutig bestimmten Knoten auf der Knoten-
menge der positiven Hauptachse in

F\V(T) o F\GL<K00>/Q - Z(Ky)

finden kénnen. Dies induziert natiirlich ein Analogon fiir die Kanten £1(7).
Fiir eine Kante aus £1(7) existiert eine eindeutig bestimmte Kante in

F\5+(T) o F\GL(KOO)/j Z(Ko)

auf der positiven Hauptachse.
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Kapitel 7

Der Algorithmus

Dieses Kapitel schliefit sich thematisch direkt an das vorangehende Kapi-
tel (6) an. Der folgende Algorithmus berechnet auf dem Bruhat-Tits Baum
7 iiber dem lokalen Korper K., wie im vorangehenden Kapitel (6), zu je-

dem Knoten den eindeutig bestimmten Knoten in F\T. Dabei arbeitet der
Algorithmus mit iiberwiegend elementaren Rechnungen, die keine zahlenthe-
oretischen Kenntnisse voraussetzen.

Dieses Kapitel gibt eine iibersichtliche Beschreibung des Algorithmus, sowie
ein paar Details zur Implementierung und zur Laufzeitanalyse des vorgestell-
ten Algorithmus. Auflerdem wird in einem Abschnitt anhand von Beispielen
die geometische Arbeitsweise des Algorithmus auf dem Bruhat-Tits Baum 7°
vorgestellt.

Die Notation und Situation in diesem Kapitel schlie3t sich an das vorange-
hende Kapitel (6) an. Ab und zu verwenden wir eine Matrix mit Eintrdgen
als GroBbuchstaben, darunter wird auch der Buchstabe A vorkommen, den
man aber (fast unmoglich) mit dem vorangehenden A = F,[T] verwechseln
kann.

Zur Vereinfachung der Notation erweitern wir die Darstellung fiir ein Element
A € K7 in der Schreibweise
A=7%

mit o € Z und a € O so, dass wir A € K., zulassen und fiir das neutrale
Element A = 0 einfach a = 0 und a = 0 setzen, d.h. v(0) = 0. D.h. wir
erlauben fiir alle A € K, eine Darstellung

A=7%

mit @ € Z und a € O U {0}.
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7.1 Ziel und Aufgabenstellung

Ziel des Algorithmus ist es, gegeben eine Matrix g € GL(K,), den zugehérigen
Knoten auf dem Graphen F\T zu bestimmen. Genauer suchen wir nach der
nicht-negativen ganzen Zahl k in der Darstellung von ¢ wie in (6.3.7), d.h. in

- 7% 0

mit v € I', k € Ny und gy € RZ(K ), betrachtet in

P\V = P\ g 2(k).

7.2 Der Algorithmus

Wir teilen den Algorithmus in drei Teile auf.

Teil I. Bestimme zu der Matrix g € GL(K,) eine dquivalente obere Dreiecks-
matrix in GL(KOO)/ﬁ - Z(Ky)-

Teil IT. Bestimme zu einer beliebigen oberen Dreiecksmatrix in
GL(Koo)/ R-Z(KL) den Standardreprédsentanten aus

k
S = {(75 ?) € GL(Kw) ’ k€Zue Kw/wkooo} :

Teil III. Bestimme zu einer Matrix aus Sy(r) die zugehdrige natiirliche Zahl

~l
[ € Ny in der Standarddarstellung <7T0 (1)) in F\GLU(OO)/,Q - Z(Ky).
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7.2.1 Teill

Gegeben ist eine Matrix ¢ € GL(K), d.h. eine invertierbare 2 x 2 Matrix
mit Eintragen in K. Diese schreiben wir als

(A B
9=\c b
mit A, B,C, D € K, wobei 0.B.d.A. C # 0 (sonst sind wir mit Teil I schon

fertig) und D # 0 (sonst multipliziere von rechts mit (? [1)) € R) ist. Besser

arbeiten wir aber mit der Darstellung

(7% 7Pb
9=\ e nd
fiir g mit @ = vo(A4), 5 = Vo0(B), 7 = Vo(C), 0 = voo(D) € Z und
a,b,c,d € O U{0}.

i. Multipliziere g von rechts mit der Matrix (7?0 ﬂOm) € Z(Kw),
wobei m := min{v,d} sei. Dies verschiebt die Bewertungen aller Ein-
trage um m. Uberschreibe o« := a« — m, (3 :=  — m,vy := v — m und
0 := 0 —m, dann ist v oder § gleich Null.

d 0
—nc 1

a 7Pb d 0\ m®ad — e 7Pb
e d —1c 1) 0 d

md 1
—c 0

a 70\ [(70d 1 B 7 tad — mPbe  7a
¢ md —c 0) 0 c

Zur Implementierung von 7*%ad — 7%bc und 7®ad — 7+ be, bzw. zur
Implementierung des allgemeineren Falls 7°*°ad — 7% 7bc siehe Ab-
schnitt (7.3.1).

Insgesamt haben wir in diesem Teil unser Ziel erreicht und eine Matrix

in der Form
(3 ) e CLE<)/g. 7(k.,)

Ist § = 0, so multiplizieren wir (mit ( > € R) wie folgt:

Ist v = 0, so multiplizieren wir mit (( ) € R) wie folgt:

*

gefunden (wobei ,*“ als Platzhalter fiir eine Element aus K., steht), die zu
dem anfinglichen g € GL(K ) dquivalent ist.
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7.2.2 Teil I1

Gegeben sei eine 2 x 2 Matrix in Form einer oberen Dreieicksmatrix, die wir

als
™a 7Pb
(7Y e

™

wobei a, 3,0 € Z, a,d € O und b € O U {0} sind, schreiben. Wie vorher
setzen wir § = 0, wenn b = 0 ist.

i. Multipliziere diese obere Dreiecksmatrix von rechts mit
-5
WO 7_‘_(35 € Z(K), iiberschreibe also a := a —d und f:= 3 — ¢
und 0 := 0. Das fiihrt zu

(7" 7)) e zucy

-1
ii. Multiplikation von rechts mit der Matrix <a0 dQl) € R ergibt

(W"‘a 7r66> (a‘l 0 ) _ (ﬂ'a Wﬁs) g

0 d)\o at)"\o 1) SOy

den Standardknoten, der die urspriingliche Matrix repréasentiert. Zur
detaillierten Angabe der Implementierung von C% sei auf den Abschnitt
(7.3.2) verwiesen. Beachte hierbei, dass wir von Matrizen aus Sy(7) wis-
sen, dass der rechte obere Eintrag nur modulo 7*O,, bestimmt werden

muss.

Damit haben wir das Ziel dieses Teils erreicht und wir kénnen im Folgenden
von einer Matrix

™ B

0 1) €

mit o € Z, B € Koo 70, ausgehen.

Damit die Notation besser an das vorangehende Kapitel (6) angepasst
ist, benutzen wir im Folgenden die Notation, die wir in der Definition des
Standardreprésentantensystems Sy (7 verwendet haben. D.h. wir betrachten

eine Matrix der Gestalt

7Tku

0 1) € S
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mit k € Zund u € Koo/ *O,, ist. Wir konnen diesen Knoten auch, wie schon
im vorherigen Kapitel (6) gesehen, als

7Ta+t 7Tt1)
<0 1) € Svn

mit den ,Koordinaten“ a > 0, t € Z und v € O (wenn der Knoten auf der
Hauptachse A(0, co) liegt) schreiben, oder als

0
0 1
mit ¢ € Z (wenn der Knoten nicht auf der Hauptachse .4(0, 0o) liegt) schreiben.

DEFINITION 7.2.1.
Das Element v € O hat eine eindeutige Darstellung als Potenzreihe

mit v; € Iy fiir alle 0 <1 < a. Mit obigem t definieren wir, falls t <0 ust,
Vo= Z vﬂri
0<i<—t

und v € Oy durch

Es ist dann

17+ = E Uﬂrl.

—t<i<a
Seit' = voo(0") die Bewertung von vF. Dann ist t' > —t > 0 und es existiert
ein vt € OL mit

und es ist

0<i<a—t/

Zur weiteren Berechnung benutzen wir unter Anderem die Proposition
(6.2.22).
Zur Erinnerung: Wir haben in Proposition (6.2.22) fiir die Operation von

links von der Matrix w = <(1) (1)> eine explizite Angabe des Ergebnis gefun-

den, d.h. es gilt, wenn a > 0 ist

0 1 7.‘_a+t ’ﬂ't?} B 7T.aft ﬂ.ftvfl
10 0 1) 0 1
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und sonst
0 1\ /=" 0\ [(a%* 0
1 0 0o 1) 0 1

in SV(T)-

7.2.3 Teil 111

Betrachten wir erst den Fall, dass der

e | Knoten aus Sy(7) auf der Hauptachse A(0, c0)

liegt. Ist dies der Fall, so hat dieser Knoten eine Darstellung

w0
0 1
mit t € Z.

t
i. ist, so hat (76 (1)) € F\V schon die entsprechende Darstel-

lung und —1 =t.

ii. ist, so multipliziere von links mit der Matrix w und erhalte

mit der Regel aus Proposition (6.2.22)

=t 0
)%
(0 1) e\,

so dass wir auch in diesem Fall [ = 1 — ¢ direkt angeben konnen.

Bei dem Fall, dass der

¢ | Knoten aus Sy nicht auf der Hauptachse .A(0, co)

liegt, ist etwas mehr zu tun. Gegeben sei eine Matrix

mott gty
(o 1) € Sur)

mit a > 0, ¢ € Z und v € :o/ﬁa(f)oo. In diesem Fall gehen wir iterativ
vor, wobei wir zwischen folgenden drei Féllen unterscheiden und hin und
her springen. Dabei wird sich der Abstand des Knotens von der Hauptachse
sukzessive verringern, so dass der Algorithmus wirklich terminiert.
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.

Multipliziere von links mit ((1) _le

folgende o und v* wie in Definition (7.2.1) seien, d.h. wir haben

1 —7Tt1)_ 7Ta+t th B 7Ta+t ﬂ_tﬁ-i-
0 1 0 1) 0 1 '

Dies kénnen wir mit 0 < ¢’ := v (0") als

qatt e pla—t)+(+t) ottt 4
(o )= )

schreiben, wobei wir, falls o+ = 0 ist,

) €I C T, wobei v~ und das

1~)+€Ooc_/ﬂ'aooc

t' = v50(0)

Voo (%) = @,

wegen t' > 0, setzen. Fiir den néichsten Schritt iiberschreiben wir
a:=a—1t,t:=t+t und v := v", d.h. wir haben nach einem Schritt
in diesem Fall wieder eine Matrix der Form

,ﬂ.ath 7Tt’U
(0 )
und es ist das neue a, wegen t' > 0 echt kleiner als das Vorherge-
hende. Dadurch wird garantiert, dass der Algorithmus nach endlich

vielen Schritten terminiert. Ist ¢ = 0 und v = 0, so liegt der Knoten
auf der Hauptachse. Ansonsten springe zu dem Fall ¢ > 0.

iv.

Multipliziere von links mit der Matrix w. Das ergibt nach der Proposi-

tion (6.2.22)
0 1 ,n_a+t 7Tt’U B ,ﬂ.aft ﬂ.ftvfl
1 0 0 1) 0 1

und springe mit ¢ := —t und v := v~! wieder in den Fall mit ¢ < 0.

Der Algorithmus springt in den letzten beiden Féllen hin und her, bis
a = 0 und v = 0 ist. Damit kommt man in einen Fall, der zum unmittel-
baren Ende des Algorithmus fiihrt, da der betrachtete Knoten dann auf der
Hauptachse liegt.
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7.3 Detalils fiir die Implementierung

In diesem Abschnitt schauen wir uns die Details der Implementierung genauer
an, da manche Operationen nicht zu den Standardbibliotheken von Program-
miersprachen gehoren. Weiterhin wird uns dieser Abschnitt bei der Laufzeit-
analyse (7.4) helfen.

Eine wichtige Aussage iiber den gesamten Algorithmus ist:

PROPOSITION 7.3.1.

Man kann alle Potenzreihen bzw. Laurent-Reihen, die in dem Algorithmus
auftauchen als endlich ansehen, d.h. es gibt einen Index, ab dem alle Koef-
fizienten mit groflerem Index verschwinden.

Beweis. In der Implementierung des Algorithmus ist es nicht notwendig alle
Matrixmultiplikationen durchzufiihren, teilweise kann man sich auf Indexver-
schiebung innerhalb der Matrix bzw. auf Multiplikationen von einzelnen Ein-
tragen beschréanken. Im Folgenden sprechen wir nur noch von Potenzreihen,
statt von Laurent-Reihen, da wir, wie wir wissen, jede Laurent-Reihe als
Produkt einer m-Potenz und einer Potenzreihe schreiben.

i. Beim Skalieren in Teil I (7.2.1) werden die Potenzreihen nicht verdndert.
Es dndern sich lediglich die Bewertungen und diese Rechnungen finden
in 7Z statt.

ii. Wirkliche Kosten entstehen nur bei der Berechnung der Bewertung
von m0ad — 7 bc wie in Abschnitt (7.3.1). In den Produkten ad,
bc der Potenzreihen a, b, ¢, d miissen nicht alle Koeffizienten berechnet
werden. Essentiell ist nur das Wissen iiber die Bewertung des Ausdrucks
mHad — m+7be, welche wir in Abschnitt (7.3.1) bestimmen wollen.
Dort wird sich auf jeden Fall eine endliche Bewertung ergeben. Die
Begriindung, warum es nur auf die Bewertung ankommt liefert der
néchste Punkt (iii).

iii. Betrachten wir den Schritt (ii) von Teil II (7.2.2) genauer, so sieht man,

dass es bei dem oberen linken Eintrag in der Matrix tatsichlich nur auf
die Bewertung ankommt. Im Schritt (i) werden wieder nur die Bewer-
tungen verdndert (d.h. rechnen in Z), so dass bisher alle auftretenden
Potenzreihen als endlich betrachtet werden kénnen.
Zum ersten Mal ist in Teil IT (7.2.2) im Schritt (ii) im rechten oberen
Eintrag mit Potenzreihen zu rechnen. Allerdings rechnet man dort
schon im Représentantensystem Sy (1), wo bekannt ist, dass die Potenz-
reihe im oberen rechten Eintrag der Matrix lediglich

modulo WBewertung des oberen linken Elntragsooo
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bestimmt werden muss, d.h. es sind nur endlich viele Koeffizienten
auszurechnen. Nihres dazu in Abschnitt (7.3.2).

iv. Ab jetzt finden alle Rechnungen in Sy(r) statt, d.h. im weiteren Verlauf
kommt der Algorithmus mit endlichen Potenzreihen zurecht.

O

7.3.1 Details fiir 7*ad — °be

Gegeben ist
1 ad — 7P be

mit 0 < o, 3,7,0 € Z und a,b,c,d € O U{0}. Beachte wieder: Ist a = 0, so
sei . =0,1ist b=10, sosei =0, ist ¢ =0, so sei v =0 und ist d = 0, so sei
0 = 0. Ziel ist es, die Bewertung dieses Ausdrucks zu bestimmen.

Es ist zuerst festzuhalten, dass 9 ad — m%T7bc # 0 ist. Das liegt daran, dass

a B
7 ad — 7 be = det (sz ;2) # 0

ist.

Wir unterscheiden zwei Falle:

i [Falla+0# 8+
In diesem Fall ergibt sich mit p := min{a + 6, 5 + v} die Bewertung

Voo (ﬂ.u (ﬂ.a+ﬂ—uad _ 7r6+7_“bc)) =u

unmittelbar.

ii. Falla—i—&zﬁ—i—”y:‘
Wir wissen, dass 7+ ad —7t7be = 7 (ad — be) mit = a+35 = B+
ist. Zu bestimmen ist noch die Bewertung von ad — bc € O,,. Es seien

a = E a;m’,

i>0

d = Zdjﬂ'j,

320

b = Zbﬂri und

>0

- ]
c = E c;m

J20
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mit a;,d;, b;, c; € I, fiir alle ¢, 7 > 0. Dann ist

ad = ) ( > aidj> 7™ und
be = Y ( > bl-cj) "

Die Idee ist, die Anzahl der Nullkoeffizienten in ad — bc sukzessive
zu zéhlen. In Pseudocode konnte die Berechnung der Bewertung von
ad — be wie folgt aussehen: (beachte: Mit den Koeffizienten wird in F,
gerechnet)

Algorithm 1 Pseudocode fiir die Berechnung von v (ad — bc)

1:n=0

2: ad = (ad), > Berechne 0-ten Koeffizienten ad
3: be = (bc), > Berechne 0-ten Koeffizienten be
4: while ad = bc do > Vergleiche Koeffizienten (ad),, und (bc),
5: n=n+1

6: ad = (ad), > Berechne n-ten Koeffizienten von ad
7: be = (be)p > Berechne n-ten Koeffizienten von be
8: end while

9: return n > gesuchte Bewertung von ad — be

7.3.2 Details fiir g

Die Berechnung von % fir b,d € O tritt in einer Matrix aus Sy auf,
so dass wir wissen, dass nur endlich viele Koeffizienten berechnet werden

miissen. Es seien
b = E b;m™ und

>0

d = Zdﬂrj,

J20
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mit b;, d; € F, fiir alle 4, j > 0 zwei Potenzreihen. Gesucht ist eine Potenzrei-
he, genauer ein Polynom,

c= E ort € Oy
0<i<k

mit ¢; € F, fiir alle ¢ > 0, so dass cd = b ist, wobei k der erste Index ist, der
nicht mehr berechnet werden muss. Ein Algorithmus in Pseudocode kénnte
wie folgt aussehen:

Algorithm 2 Pseudocode fiir die Berechnung von g

. berechne dj* > Berechnung in [,
co = dy b > erster Koeflizient
:forn=1,...,(k—1)do
c, = by,
fori=0,...,n—1do
J=n—1
Cp = Cp — Cid;j
end for
Cp = dglcn
end for
c return ¢y + ;™ + o 4+ . T

H
=

k-1

—_
—

> gesuchte Potenzreihe

In der Schleife, die in Zeile (3) beginnt, berechnet der Algorithmus (2)

firallel <n<k
Cn :bn - Z Cidj.

1+j=n
<n
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7.4 Laufzeitanalyse

BEMERKUNG 7.4.1.

Die Rechnungen mit den Koeffizienten der Potenz- oder Laurent-Reihen fin-
den alle {iber dem endlichen Kérper F, statt. Diese konnen alle in maximal
linearer Laufzeit bewiltigt werden. Das Rechnen mit den Bewertungen lésst
sich in den ganzen Zahlen Z durchfiihren.

BEMERKUNG 7.4.2.

Uber den Teil des Algorithmus, der in (7.3.1) beschrieben wird, kénnen wir
nur sagen, dass nur endlich viele Glieder in den Potenzreihen betrachtet
werden miissen, jedoch weifl man a priori nicht, wieviele das exakt sind.
Dieses Problem hiingt davon ab, wie ,,nahe sich die Ausdriicke 7**°ad und
79 7be sind.

PROPOSITION 7.4.3.
Der Teil des Algorithmus, der in (7.3.2) beschrieben wird kommt mit

3 1

kK —Zk+1
2 2 +
Rechenoperationen zurecht.

Beweis. Wir analysieren den Algorithmus (2).

i. In Zeile (1) und (2) wird jeweils eine Rechenoperation in [, durchgefiihrt,

ii. In der &uBeren Schleife von Zeile (3) bis (10) wird jeweils eine Operation
in Zeile (9) ausgefithrt und

iii. jeweils die Schleife von Zeile (5) bis Zeile (8), in der drei Rechenope-
rationen durchgefiihrt werden, durchlaufen. Dabei héngt die innere
Schleife von der duBleren Schleife ab.

Insgesamt sind also

24+ (k—1)+ > 3i = 2+(k—1)+;k(k—1)

1<i<k
3 3
= 14+k+=-k*—Zk
+ K+ 5 5
3 1
= kK- Zk+1
2 2 *
Operationen durchzufiihren. n
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KOROLLAR 7.4.4.
Der Algorithmus (2) hat quadratische Laufzeit in der Variablen k = a— 3 der

mazximal zu bestimmenden Koeffizienten der Potenzreihe im rechten oberen
«a X
7T -_—

Eintrag der Matriz (% 1d) € Sy

Beweis. Dies ist eine Umformulierung der vorangehenden Proposition (7.4.3).
O

BEMERKUNG 7.4.5.

Die Teile I (7.2.1) und II (7.2.2) bediirfen keiner exakten Analyse der Laufzeit.
Es ist offensichtlich, dass sie (ausgenommen der Berechnungen in (7.3.1) und
(7.3.2)) konstante Laufzeit haben.

Betrachten wir jetzt noch den Teil III (7.2.3) des Algorithmus.

PROPOSITION 7.4.6.
Im ,worst-case “ miissen in Teil 111

2a +1 Falle

betrachtet werden.

Beweis. Der Algorithmus startet mit der Uberpriifung, ob der Knoten schon
auf der Hauptachse A(0, 0o) liegt oder nicht. Im ersten Fall ergibt sich das
Ergebnis nach spétestens zwei Schritten. Wir betrachten also den Fall, dass
der Knoten nicht auf der Hauptachse A(0, c0) liegt. Offensichtlich springt
der Algorithmus nur in den Féllen ¢ < 0 und ¢ > 0 hin und her.

Im ,worst-case“ reduziert sich @ im Fall ¢ < 0 immer nur um eins. Der
anschlieSende Fall ¢ > 0 lasst a konstant, d.h. der aktuelle Knoten liegt nach
spatestens 2a — 1 vielen Schritten auf der Hauptachse. Den , worst-case“
betrachtet, springt der Algorithmus von dem Fall, dass der Knoten nicht auf
der Hauptachse liegt und ¢ < 0 ist zu dem Fall, dass der Knoten auf der
Hauptachse liegt, aber ¢ > 0 ist. Insgesamt sind das genau 2a + 1 Félle die
im ,,worst-case “ betrachtet werden. O

BEMERKUNG 7.4.7.
Schauen wir uns nun die einzelnen Fille beziiglich der Anzahl der Rechen-
operationen etwas genauer an:

i. Die Falle, dass der Knoten auf der Hauptachse liegt kommen mit maxi-
mal einer Rechenoperation aus.
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ii. Schauen wir uns also die Félle an, wo der Knoten nicht auf der Haupt-
achse liegt. Die Berechnung von ¢’ im Fall ¢ < 0 ist lediglich ein
Abzédhlen der Nullkoeffizienten von 0% (= v — v™). Der maximale Ko-
effizient ist a, also muss man maximal a Vergleiche anstellen. Je mehr
Nullkoeffizienten es gibt, desto schneller terminiert der Algorithmus
aber, weil sich a = a — t' schneller reduziert. Mit « = a — ¢’ und
t =t +t' sind zwei weitere Rechenoperationen in Z notwendig.

iii. Der Fall ¢ > 0 ist am aufwendigsten zu berechnen, weil man hier eine
Potenzreihe invertieren muss. Dazu kann man den in (7.3.2) vorgestell-
ten Algorithmus mit b = 1 und d = v verwenden. Die Laufzeit dieses
Teil des Algorithmus haben wir schon in Proposition (7.4.3) berechnet.

BEMERKUNG 7.4.8.
Wegen (7.3.1) kénnen wir keine Gesamtaussage iiber die Laufzeit des Algo-
rithmus treffen.

7.5 Graphische Arbeitsweise des Algorithmus
an Beispielen

In diesem Abschnitt prisentieren wir die Arbeitsweise des vorgestellten Algo-
rithmus. Bevor wir ein Beispiel zeigen, das wir auch an einem Beispielbaum
veranschaulichen wollen, betrachten wir den Algorithmus zuerst aus arith-
metischer Sicht ausfiihrlich:

BEISPIEL 7.5.1.
Wir betrachten den Bruhat-Tits Baum 7 mit dem Restklassenkorper x mit
5 Elementen. Gegeben sei der Knoten (74, 37 + 27%) = (73! 7! (3 + 27)).

i. An dieser Darstellung konnen wir die Werte fiir a, ¢, v ablesen, ndmlich:

a=3, t=1 und v=3+27
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ii. Wir sind in dem Fall t > 0, d.h. wir ersetzen t := —t,v := v~ L. Berech-
nen wir also v~! mit dem Algorithmus (2):
(d:d0+d17:3+2ﬂ'7
k=a=3b=1+0r+0r%4...,
beachte: #x = q = 5)

(1) d

(2) co = 1b0:2-1:2;

(3) n=

(4) ¢ =b=0;

(5) 1=0;

(6) j=n—i=1-0=1;

(7) cp=c—cdy=0—-2-2=0—-4=1;
9) c=dylei=2-1=2;

(3) n=2:

(4)  cg =by = 0;

(5) 1=0;

(6) j=n—1=2-0=2;

(7) Co=1Cy—Cody =0—2-0=0;

() i=1

(6) j=n—i=2—-1=1;

(7) co=cCcp—cdi=0—-2-2=0—-4=1;
(9) —dyley=2-1=2

(11) return 2 + 27 + 27%;

Also ist v~ 1 in O:o/ﬂi’*(f):o kongruent zu 2 + 27 + 272, Die neuen Werte
sind
a=2, t=-1 und v=2+ 27+ 27°

und wir sind bei dem Knoten (r, 277! + 2 + 27).

iii. Jetzt kommen wir in den Fall ¢ < 0. D.h. wir rechnen

1 —7 1 2+27)\ (D 7742 4 27 + 272)
0 1 0 1
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0 1

B 7B3=2)+((=1)+2) 71-(—1)-5-2(2)
= 0 1 .

B (W3+<—1> W—1<272>>

Fiir den ndchsten Schritt tiberschreiben wir a :=a —t', t :=t 4+t und
v :=v", d.h. wir haben

a=1, t=1 und v=2,
d.h. aktuell sind wir bei dem Knoten (7%, 27).

iv. Nun fithrt uns der Algorithmus wieder in den Fall t > 0, d.h. wir setzen
a=1 t=—-t=-1 und v=0v'1=2"1=3.

(Wir fithren den expliziten Algorithmus zur Berechnung der inversen
jetzt nicht mehr durch.) Wir sind also bei dem Knoten (1,377!).

v. Aus dem Fall ¢t < 0 ergibt sich jetzt, weil das 0" aus dem Algorithmus
verschwindet, dass ¢’ = a ist und fiir die neuen Werte:

a=a—1t=0, t=t+t =0 und v=0
Der aktuelle Knoten ist (1,0).

vi. Nun sind wir fertig, der Knoten (1,0) liegt auf der Hauptachse. Also
ist [ = 0.

Ab jetzt betrachten wir bei allen weiteren Beispielen in diesem Abschnitt
den Bruhat-Tits Baum mit dem Restklassenkorper mit ¢ = #xk = 2 Ele-
menten. Auflerdem fiithren wir die einzelnen Rechenschritte nicht mehr aus.
Wir geben lediglich eine Auflistung der Falle, die der Algorithmus durchléauft.
Der Eintrag, der in der Spalte ,,Fall“ steht beschreibt, durch welchen Fall des
Algorithmus die Werte der vorangehende Zeile gehen mussten, dass der ak-
tuelle Zustand, der in dieser Zeile steht, erreicht wurde.

BEISPIEL 7.5.2.
Gegeben sei der Knoten (7%, + 73). Die Vorgehnsweise des Algorithmus in
diesem Beispiel ist in Tabelle (1) zu sehen.

Der Knoten (1,0) liegt auf der Hauptachse .A(0,c0) und das Ergebnis ist,
wegen t < 0:
[=0

Die Abbildung (19) zeigt die einzelnen Knoten, die in diesem Beispiel durch-
laufen werden.
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(D)
(L7247 - 2 -3
(r2, 77+ 1) / )
(r= 4,772 [ 3 / (74, 14+ 7+ w2 + 73)
(72,414 77)\ , (0) 7
~ \ / / (74, 1+ 7+ %)
(mr,m= 1 +1)
2 1 (772,0) 3 /2
(5,77 (W’1+7T+7T)(7T4,1+7r+7r3)
)~ / / e
— — (7314 7)
(7T2,7T 1+7T) l’g) $2,1+7T) ‘(7.‘_4’14_71.)
(1,0) = (m, 1)

(7 ,W)\ (71.70)/ 7T2 1) (71 1472 —|—7T)

(71-3’7()\(77277[') \ 7T 1+7T

(m4, 7w + 73)
(x, 74 72) . MH)
(7r4,7r+772). / / \ \ (74,1 +73)
+a? + (,0) () (7%1)
/ >772 + 73)
0 o ( 4 3) (W4’ﬂ.2)

Abbildung 19: Arbeitsweise des Algorithmus fiir Beispiel (7.5.2)
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| Fall [a]| ¢t ]| v | Knoten (7", u=n"v) |
3|1 |7 +1 (rt, 7+ 73)
t>0[3|-1|7°+1 (r%, m= L+ )
t<0|1|1 1 (w2, )
t>0]1]|-1 1 (7% 7 1)
i<0|0[0] 0 (1,0)

Tabelle 1: Vorgehensweise des Algorithmus fiir den Knoten (7, 7 + 73) auf
dem Bruhat-Tits Baum mit #x =q¢ =2

BEISPIEL 7.5.3.
Gegeben sei der Knoten (7% 7%). Die Vorgehnsweise des Algorithmus in
diesem Beispiel ist in Tabelle (2) zu sehen.

| Fall [a]| ¢ | v | Knoten (7", u=n"v) |
1131 (7, 73)

t>0(1|-3]1 (m=2,773)

t<0]0|-210 (772,0)

Tabelle 2: Vorgehnsweise des Algorithmus fiir den Knoten (7%, 73) auf dem
Bruhat-Tits Baum mit #x = q = 2

Der Knoten (772,0) liegt auf der Hauptachse .A(0, 0o) und das Ergebnis ist,
wegen t < 0:

=2
Die Abbildung (20) zeigt die einzelnen Knoten, die in diesem Beispiel durch-
laufen werden.

BEISPIEL 7.5.4.
Gegeben sei der Knoten (73,1 + 72). Die Vorgehnsweise des Algorithmus in
diesem Beispiel ist in Tabelle (3) zu sehen.

Der Knoten (771, 0) liegt auf der Hauptachse .A(0, 0o) und das Ergebnis ist,
wegen t < 0:
=1

Die Abbildung (21) zeigt die einzelnen Knoten, die in diesem Beispiel durch-
laufen werden.

BEISPIEL 7.5.5.
Dieses Beispiel wird durch Abbildung (22) gegeben. Die Abbildung zeigt
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(7h 1+ 7+ 72 + 73)

/ (rh 147+ 7?)
/

31 2
(7 1+ +77) (7t 1+ 7+ 73)

/ -
(73,1 4+ 7)

2 : .
(7r,1+7T) (7.(4’1_'_71_)

Abbildung 20: Arbeitsweise des Algorithmus fiir Beispiel (7.5.3)
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o0

(1
(1,772 4+ 771

) (f;, 0)

/ (x 2,7 79)
e

)| (x3,0) (1 + 7+ 7%+ 73)

(72,77t + 1)

(1,
(r?,m 41+ W)\
(mym™t +1) /
(x2, 71 \ (x72,0) (7%, 147+ 7%) (147 +73)

(m, 1) — (1,77Y) / e
- (

(m?, 7t 4 m) (7 1\’0) (21 +m) 7T3,1+7T)‘

S 3

(7,1 +7)

Abbildung 21: Arbeitsweise des Algorithmus fiir Beispiel (7.5.4)
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| Fall [a]| ¢t ]| v | Knoten (7", u=n"v) |
310 |1+7° (73,14 72)
t<0|1]2 1 (73, m?)
t>01]1]-2 1 (m=1,77%)
i<0|0[-1] 0 7 10)

Tabelle 3: Vorgehensweise des Algorithmus fiir den Knoten (73,1 + 72) auf
dem Bruhat-Tits Baum mit #x = g = 2

fiir jeden Knoten den zugehorigen Knoten auf der positiven Hauptachse.
Werden mehrere Knoten auf den gleichen Knoten abgebildet, so wird das
durch die Verwendung gleicher Symbole gekennzeichnet. D.h. Knoten, die in
[‘\T dquivalent sind, haben diesselbe Berandung. Wieder betrachten wir den
Fall, dass der Restklassenkorper #x = ¢ = 2 Elemente hat.

BEISPIEL 7.5.6.
Als letztes Beispiel wollen wir ein wenig die Verteilung untersuchen: Wieviele

Knoten, die einen Abstand kleiner gleich einer gegebenen natiirlichen Zahl
n € N von dem Basisknoten haben, landen in F\T auf dem gleichen Knoten?
Dies untersuchen wir wieder in dem Fall, dass der Restklassenkorper x zwei
Elemente hat. Die Ergebniss notieren wir in der Tabelle (4).

n\=1]] o [ 1 [ 2 [ 3[4]5][6[7][8]9]10[11]12
1 3 1 0 ol ofJoflo[]oJoJoJoJo]o
2 6 3 1 ol ololololololo]o]oO
3 12 6 3 1 ol olololoJo[o]lo]oO
4 24 12 6 3 1 ololololololo]lo
5 48 | 24 12 16 | 3 1 [ololoJololo]o
6 9% | 48 | 24 [ 12| 6 | 3 [1]o]loloJofo]oO
7 192 96 | 48 [ 24 12 6 [3][1]0]l0o]o]o]oO
8 384 | 192 [ 96 [ 48 [24 126 3] 1][0]0]0]0O
9 768 | 384 [ 192 [ 96 [ 48 [ 24 [12| 6 [ 3 [ 1 00O
10 1536 | 768 | 384 [192] 96 | 48 [24 |12 6 [ 3100
11 3072 [ 1536 | 768 [ 384 [192| 96 [48 24126 [ 3 [ 1] 0
12 6144 [ 3072 [ 1536 | 768 [ 384 [ 192 [ 96 |48 |24 [12] 6 | 3 | 1

Tabelle 4: Verteilung der Knoten in I'\7 fiir #x = 2

Man erkennt eine starke regelméBigkeit, die sich auch auf héhere Werte
fortsetzt, die ich nicht mehr in die Tabelle eingetragen habe.
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Abbildung 22: Zusammenfassung des Ergebnis des Algorithmus fiir die
Knoten in einer Umgebung von [0, x O] im Beispiel mit #x = 2
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Symbolverzeichnis

Das Symbolverzeichnis ist wie folgt aufgebaut: Die erste Tabelle zeigt die
allgemeinen Symbole, die fiir die gesamte Arbeit ihre Giiltigkeit haben. In
den weiteren Tabellen werden nur die im jeweiligen Kapitel neu eingefiihrten
Symbole aufgelistet.

Allgemeingiiltig:

N:={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen

Ny := NU {0} die Menge der natiirlichen Zahlen
mit Null

Z die Menge der ganzen Zahlen

R die Menge der reellen Zahlen

R> die Menge nicht-negativen reellen Zahlen

F, der Korper mit ¢ (=Primzahlpotenz) vielen
Elementen

F,[T7] der Polynomring iiber [, in der Unbestimmten 7'

F,[[7]] der Korper der Potenzreihen iiber F, in der
Unbestimmten 7

F,(T) der Korper der rationalen Funktionen iiber F, in

der Unbestimmten 7°
der Korper der Laurent-Reihen iiber [, in der
Unbestimmten 7

Kapitel 1: Graphen und Baume

r="rw,e) ungerichteter Graph I' mit Knotenmenge V und
ungerichteter Kantenmenge &

[ =TV, &) gerichteter Graph I'" mit Knotenmenge V und

gerichteter Kantenmenge £*
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Y =V()
£=¢&()
£t =&()
T =TV,E)

T=TWV,EY

d(v, w)

e=e,

(60, €1y... ,en_l)
Vo, V1y - ,Un)
Kapitel 2

K

K*

%

R

R*

m

M

P(V) =Pg(V)
Pn(K) — P(Kn+1)
(vo : vy : Un)
00

Kapitel 3:

Knotenmenge des Graphen I'

ungerichtete Kantenmenge des Graphen I'

gerichtete Kantenmenge des Graphen I"

ungerichteter Baum mit Knotenmenge V' und
ungerichteter Kantenmenge &

gerichteter Baum mit Knotenmenge 1V und
ungerichteter Kantenmenge £+

Abstandsfunktion auf einem zusammenhéngenden
Graphen I'; misst den Abstand von v € V(I)
nach w € V(I

Abbildung, die auf den Ursprung der Kante
e € £* abbildet

Abbildung, die auf den Terminus der Kante
e € £F abbildet

invers orientierte Kante zu e = ¢ € £+

Pfad entlang der Kanten eg,eq,...,e,_1

Pfad entlang der Knoten vg, vy, ..., v,

Isomorphiezeichen fiir zwei Graphen (I' = ")

Projektive Geometrie

Korper

Einheitengruppe des Korpers K

Vektorraum iiber K

lokaler kommutativer Ring

Einheitengruppe des Rings R

(eindeutiges) maximales Ideal des lokalen Rings R

freier Modul iiber dem Ring R

projektiver Raum des K-Vektorraums V

kanonischer projektiver Raum iiber K der
projektiven Dimension n € Ny

projektive Dimension von P(V)

Punkt im projektiven Raum in homogenen
Koordinaten

yunendlich ferner Punkt“ (ausgezeichneter Punkt
im projektiven Raum)

Beschreibung des Bruhat-Tits Baums 7
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K

K*

v

O = Oy

m

O* = O
k= 0/7?(9
K(n) = 0/7?”0
V=KxK
T=TV,E)
Y =V(T)
£=E(T)

1

d([L], [L')
Kapitel 4:
K

K=K
=1l

O
0=0=0
5

V=V

T

T=T

Cn(v)

C(v)

diskret bewerteter Korper

Einheitengruppe des diskret bewerteten Korpers K

diskrete Bewertung des Korpers K

diskreter Bewertungsring des Korpers K

(eindeutiges) maximales Ideal des Korpers K

Uniformisierende des Korpers K

Einheitengruppe des diskreten Bewertungsrings
des Korpers K

Restklassenkorper von O

Restklassenring von O

zweidimensionaler Vektorraum iiber K

Bruhat-Tits Baum mit Knotenmenge V und
ungerichteter Kantenmenge &

Knotenmenge des Bruhat-Tits Baums 7°

ungerichtete Kantenmenge des Bruhat-Tits Baums 7°

Gitterklasse eines Gitters L C V

gewoOhnlicher Absolutbetrag auf R

Abstand(-sfunktion) auf der Menge der Gitterklassen

Geometrie auf dem Bruhat-Tits Baum 7

Komplettierung des Korpers K
(ab Abschnitt (4.2)) vollstédndig diskret bewerteter
Korper
Betragsbewertung auf K zur diskreten Bewertung v
diskreter Bewertungsring des vollstdndigen Korpers K
(ab Abschnitt (4.2)) diskreter Bewertungsring des
vollstéandigen diskret bewerteten Korpers K = K
Komplettierung des zweidimensionalen Vektorraums V'
(ab Abschnitt (4.2)) vollstéandiger
zweidimensionaler Vektorraum
Komplettierung des Bruhat-Tits Baums 7°

(ab Abschnitt (4.2)) Komplettiertung des Bruhat-Tits
Baums 7

Menge aller Knoten, die von v € V den Abstand n € Ny
haben (Kreis vom Radius n € Ny um v € V)

Menge aller Knoten, die von v € ¥V den Abstand eins
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oT
Kapitel 5:

G = GL(V)

5152

haben (Kreis vom Radius eins um v € V)
Rand von 7" (Menge von Enden von 7)

Operationen von GL(V') auf dem
Bruhat-Tits Baum 7°

Automorphismengruppe des Vektorraums V/
(=GL(2,K) = GL(K))
Automorphismengruppe des Vektorraums V'
mit Determinante eins
projektive lineare Automorphismengruppe von V/
(=CLV)/ 7(k))
Zentrum vom GL(K)
Borel Gruppe {(g 3) cclabdc K} von G
(Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen)
Cartan Gruppe {(g 0) cclade K} von G

d

(o =)
0 g
Stabilisator/ Fixgruppe des Elements x unter G
Iwahori Gruppe {(j Z) € GL(O)

verallgemeinerte Iwahori Gruppe

{(‘z Z) € GL(0)

Normalisator 37 (K) U 3Z(K)wIl der Twahori
Gruppe J in G

Basisgitter O x O

Basisknoten [Ly] € V(7))

O x 7"QO fiir alle n € Z

[L,] fir allen € Z

orientierte Basiskante (v, v;) € £F

nicht-orientierte Basiskante {vg,v1} € E(T)

Basisweg (e, €1, ..., €n_1) = (Vo, V1, ..., V) mit
orientierten Kanten der Lénge n € N mit den
Knoten v;, 0 <1< n

Basishalbgerade (v,,),~, = (vo, 1, .. .)

a,b,c,d € O und ¢ = 0 (mod 7r)}

a,b,c,d € O und ¢ =0 (mod Tr")}

Basisende (Klasse von pa)
Basisgerade (vy,),,c7 = (- -+, v-1,00,1,...)
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K= q(T)
Koo = Fy((m))
T

m=T"1

O = E[[r]
A= ]Fq{T}
deg f

f = GL(K.)
J

N

Z(Kw)
B(Kw)

I — GL(A)
Lo =[N B(K.)
Sv(T)

Se(T)

Su

£ = &(T)
A(0, 00)
sgn(e)
Kapitel 7:

Der Bruhat-Tits Baum 7 iiber dem
Korper der Laurent-Reihen

der Korper der rationalen Funktionen iiber I,
Komplettierung von K an der Stelle co
(Kérper der Laurent-Reihen in 7 = T71)
Unbestimmte
Uniformisierende von K,
diskrete Bewertung des Korpers Ko,
Ring der oco-adischen ganzen Zahlen (Ring der
Potenzreihen in 7)
Polynomring in der Unbestimmten T’
Grad des Polynoms f € A
Gruppe der invertierbaren 2 x 2 Matrizen iiber O,
Iwahori Gruppe {(2 })es
Normalisator der Iwahori Gruppe J in GL(K,)
Zentrum der Gruppe GL(K,)
Borel Gruppe {(3 3) € GL(Koo) | a b d € Koc} von GL(K)
Gruppe der invertierbaren 2 x 2 Matrizen in A
Gruppe der invertierbaren oberen 2 x 2 Matrizen
iiber A
Représentantensystem der Knoten von 7°
Représentantensystem der Kanten von 7°

a,b,c,d € Oso,c =0 (mod 7)

Représentantensystem fiir R/ 5
orientierte Kantenmenge des Bruhat-Tis Baums 7
[Ox x O] fiir alle n € Z

Hauptachse {E; |i e Z}
Funktion auf der Kantemenge £(7") (und wie bisher

k= OOO/ WOOO)

Funktion auf der Kantemenge £(7)

Funktion auf der Kantemenge £(7)

Signum einer Kante e € £(7); gibt an, ob eine
Kante positiv oder negativ orientiert ist

Der Algorithmus

In Kapitel 7 werden keine neuen Symbole eingefiihrt.
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Index

dquivalent, 35 Rand, 47

Abstand, 16, 29 Cartan Untergruppe, 66
Abstandsfunktion, 16 ‘

adjazent, 11, 31 Diagramm, 13
assoziierter ungerichteter Graph, 11 cinfach. 35

Bahn, 54 Ende, 46

Basisende, 54 Extremitéten, 11
Basisgerade, 54 Faktor. 34

Basisgitter, 54

Fixgruppe, 54
Basishalbgerade, 54 grupp

Basiskante, 54 Geodaite, 14
Basisknoten, 54 Gerade, 50
Basisweg, 54 gerichtet, 10, 32
Baum, 17 Gitter, 26
benachbart, 11, 31 Gitterklasse, 26
Betragsbewertung, 40 Abstand, 29
Borel Untergruppe, 66 Dreiecksungleichung, 31
Bruhat-Tits Baum, 32 Graph
Ende, 46 Abstand, 16
Gerade, 50 Abstandsfunktion, 16
Halbgerade, 45 assoziert ungerichtet, 11
Kanten, 32 Fundamentalbereich, 87
gerichtet, 32 gerichtet, 10
nicht-orieniert, 32 isomorph, 12
orientiert, 32 kombinatorisch, 15
ungerichtet, 32 nicht-orientiert, 11
Knoten orientiert, 10
adjazent, 31 Orientierung, 12
benachbart, 31 ungerichtet, 11
Knotenmenge, 26 zusammenhéngend, 15
Kreis mit Radius 1, 43
Kreis mit Radius n, 44 Halbgerade, 45
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Hauptachse, 77
positiv, 77
homogene Koordinaten, 20

inverse Kante, 11
irreduzibel, 35
isomorph, 12

Iwahori Untergruppe, 60

Jordan-Holder Reihe, 35

kanonischer projektiver Raum, 20

Kante, 10, 32
Extremitéten, 11
inverse, 11
negativ, 75
positiv, 75
Signum, 75
Terminus, 11
Ursprung, 11

Knoten, 10
adjazent, 11
benachbart, 11

Knotenmenge, 26

kombinatorischer Graph, 15

Komplettierung, 40

Kompositionsreihe, 33
dquivalent, 35
Faktor, 34

Kreis, 15, 43, 44

Lange, 34
lokaler Korper, 40

Metrik, 16, 39
metrischer Raum, 16

negativ, 75
nicht-orientiert, 11, 32

Operation, 53
Orbit, 54
orientiert, 32

orientierter Graph, 10
Orientierung, 12

Pfad, 14
reduziert, 15
positiv, 75
positive Hauptachse, 77
projektive Dimension, 20
projektive lineare Automorphismen-
gruppe, 56
projektiver Raum, 19
homogene Koordinaten, 20
kanonischer, 20
Punkt, 19
Punkt, 19

Rand, 47
reduziert, 15

Stabilisator, 54

Terminus, 11
transitiv, b4

ungerichtet, 11, 32
Ursprung, 11

verallgemeinerte Iwahori Untergruppe,
64

Verfeinerung, 34

vollstandig, 40

Weg, 14

Zuriickgehen, 14
zusammenhéngender Graph, 15

zusammenhangender Graph, 15
Zykel, 15
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