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Vorwort

Diese Diplomarbeit richtet sich hauptsachlich an Mathematiker und Mathematikstudenten, die
sich mit Bernoulli Zahlen oder auch Eisensteinreihen beschéftigen wollen. Gerade das letzte
Kapitel kann fir Mathematiker interessant sein, da dort auch neue Kongruenzen aufgestellt
werden. Die vorliegende Diplomarbeit beruht hauptsachlich auf einer Arbeit von Herrn Prof.
Dr. Gekeler, die e 2002 verfasste (siehe [Gek]). In dieser Arbeit stellte er
Kongruenzvermutungen fir Bernoulli Zahlen auf.

Das Zid meiner Arbeit ist es diese Kongruenzen zu uUberprifen. Um dies effizient
durchfuhren zu kénnen, wurden die p-adischen Zahlen herangezogen.

In der p-adischen Darstellung von Bernoulli Zahlen kdnnen direkt Kongruenzen fir mehrere
Primzahlpotenzen abgelesen werden. Aus diesem Grund beschéftigt sich das erste Kapitel mit
den p-adischen Zahlen. Dabei ist es so aufgebaut, dass auch ein Mathematikstudent, der sich
noch nicht mit diesem Thema beschéftigt hat, danach so viel Uber die p-adischen Zahlen
wissen misste, um das Folgende gut nachvollziehen zu verstehen.

Das zweite Kapitel betrachtet die Bernoulli Zahlen genauer. Der Sinn dieses Kapitels ist es,
ein Uberblick Uber die bereits bekannten Eigenschaften dieser Zahlen zu liefern. Es sollte
Neulingen auf dem Gebiet der Bernoulli Zahlen auch ein Geftihl fir diese besonderen Zahlen
vermitteln.

Kapitel 3 ist etwas anspruchsvoller, wenn auch komprimierter. In diesem Kapitel gibt esviele
Bemerkungen und weniger bewiesene Sétze. Ein Beweis jeder Bemerkung wirde den
Rahmen sprengen und nichts zum Verstandnis beitragen. Kapitel 3 steuert nur auf den letzten
und entscheidenden Satz dieses Kapitels zu. Ohne diesen Satz hétte es diese Diplomarbeit so
wahrscheinlich nie gegeben. Dieser Satz 3.5.2 liefert ein Beweisschema, dass auf die
Kongruenzen in Kapitel 5 anwendbar ist. Das Beweisschema wird in Kapitel 4 ndher
betrachtet und mit Beispielen verdeutlicht.

Dieses vorletzte Kapitel hat allerdings nicht nur den Zweck, dass Beweisprinzip zu erlautern,
sondern dem Leser auch die Probleme die im Laufe meiner Arbeit auftraten auf zu zeigen.
Diese Probleme haben ausschliefdlich mit dem Weiterverarbeiten der berechneten Bernoulli
Zahlen und dem I mplementieren der bendtigten Programme zu tun. Denn diese beiden Punkte
und das Berechnen moglichst grof3er und moglichst vieler Bernoulli Zahlen haben auch die
meiste Zeit vereinnahmt. Dabel war es besonders argerlich, dass es mir, aus den in Kapitel 4
dargelegten Griinden, nicht mdglich war, die 60.000 mit Calchin' berechneten Bernoulli
Zahlen weiter zu verarbeiten.

In Kapitel 5 werden nun die von Herrn Prof. Dr. Gekeler aufgestellten Kongruenzen
vorgestellt. Leider konnte ich diese Kongruenzen nicht allgemein beweisen, sondern lediglich
im Rahmen von 20.000 Bernoulli Zahlen. Bei meinen Untersuchungen bin ich auch noch auf
einige neue Kongruenzen gestossen, die ebenfalls in diesem letzten Kapitel vorgestellt
werden. Auch diese Kongruenzen konnten lediglich fur die ersten 20.000 Bernoulli Zahlen
beweisen werden.

! Siehe hierzu [Kd3].



Die Geschichte der Bernoulli Zahlen

Die Bernoulli Zahlen wurden von Abraham de Moivre nach ihrem Entdecker Jakob Bernoulli
benannt.

Jakob Bernoulli stammt aus einer Gelehrtenfamilie, er studierte Philosophie, Theologie und
gegen den Willen seines Vaters auch Mathematik und Astronomie. Er wurde 1654 in Basel
geboren, hielt ab 1683 mathematische Vorlesungen in Basel, verfasste von 1689 bis 1704 flnf
Abhandlungen Uber die Reihenlehre, gab die , Geometrica’ von Rene Descartes neu heraus
und schrieb zahlreiche Beitrage fur die ,Acta Eroditorum” (die erste wissenschaftliche
Zeitung Deutschlands). Erst nach seinem Tod 1705 wurde 1713 sein Werk ,, Ars Conjectandi*
veroffentlicht, in diesem Werk tauchten die Bernoulli Zahlen zum ersten Mal auf.

Jakob Bernoulli berechnete Potenzsummen mit Hilfe der Bernoulli Zahlen und ist
Mitbegrinder der Wahrscheinlichkeitslehre.

Seit dieser Zeit spielen die Bernoulli Zahlen in fast jedem Gebiet der Mathematik eine
wichtige Rolle. In der Iwasawa Theorie werden sie bei den Eisensteinreihen benétigt, auch bei
der Betrachtung der Riemannschen Zetafunktion und Fermat’s letztem Theorem kdnnen
Bernoulli Zahlen hilfreich sein. Weitere Anwendungen findet man in der Kombinatorik und
bei den diophantischen Gleichung, der Potenzreihen Berechnung und zahlreichen weiteren
Gebieten der Zahlentheorie.

Inzwischen gibt es fir die Bernoulli Zahlen etliche Definitionen, schon bewiesene
Kongruenzen und auch Vermutungen.



1. Die p-adischen Zahlen

Es gibt mehrere Méglichkeiten eine Zahl auszudriicken: als reelle Zahl, als rationale Zahl...
Eine weitere Mdoglichkeit besteht in der Darstellung als p-adische Zahl. Hierfir sei im
Folgenden p eine beliebige aber feste Primzahl. Siehe auch [Kob] und [Mur].

1.1 Definition

Eine ganze p-adische Zahl ist eine formale unendliche Potenzreihe der Form
3G+ p+a,p’+..

mit 0£a <p firi=0,12,....

1.2 Bemerkung

Mit ¢, bezeichnet man die Gesamtheit der p-adischen Zahlen.

Will man nun die Restklasse einer grof3en Zahl modulo mehrerer Potenz einer festen Primzahl
berechnen, kann es sehr hilfreich sein, diese Zahl als p-adische Zahl auszudriicken. Denn wie
folgender Satz zeigt, kann man an Hand dieser Darstellung die Restklasse direkt ablesen.

1.3 Satz

Sei a durch die p-adische Zahl
a=g,+tap+a,p’+ap’t+..l ¢,

mit O£ a < p fur i =0,..., gegeben. Dann erhédlt man die Restklasse amod p"1 ¢/ p"¢
durch

a° a,+ap+a,p°+..+a,,p"" modp",

wobei O£ a < p furi =0,1,...,n- 1.

Induktionsanfang: die Behauptung ist Klar fur n=1.

Induktionsbehauptung: die Behauptung sei fur n-1 bewiesen.

Induktionsschritt: mit der Induktionsbehauptung , gibt es eine eindeutige
Darstellung



a=a +ap+a,p +..+a,,p" " +gp"
mit einer ganzen Zahl g. Ist g° a,,mod p mit 0O£a,_, < p, SO
ist &, , durch a eindeutig bestimmt, und es gilt die Kongruenz
des Satzes.

W

1.4 Definition

Jede rationale Zahl f :%, mit pJd, definiert eine Folge von Restklassen

s, = f mod p",

mit n=1,2,.... FUr diese gilt nach Satz 1.3

s =&, mod p,

s, =a,+a,pmod p,

s, =a,+a,p+a,p’mod p°,

mit eindeutig bestimmten und gleichbleibenden Koeffizienten a1 {0,1, 2,..,p- ]} wobei
i =0,1,2,.... Die Zahlenfolge

s,=a,+tap+a,p’+..+a p",

¥
mit n=1,2,... definiert eine p-adische Zahl § a,p“T ¢ .
k=0
Dieswird die p-adische Entwicklung von f genannt.
Definition

Der Bereich der ganzen p-adischen Zahlen kann durch die formalen Reihen

¥
a ap=a,p"+.+a,plra+apt..,
k=-m



wobei mi ¢ und O£ a < p ist, erweitert werden. Die Gesamtheit dieser Reihen wird mit

o bezeichnet. Ist f:%p‘mT o mit g,hi ¢ und (gh,p)=1 undist a,+ap+a,p’+..

die p-adische Entwicklung von % So wird f die p-adische Zahl

m+1

ap"+ap T+ . +ta,ta,,pt.l B

zugeordnet.

Die Addition und Subtraktion von p-adischen Zahlen geschieht &hnlich wie bei den
Dezimalzahlen, nur dass man anstatt von rechts nach links genau umgekehrt vorgeht.
Dazu hier nun eine Beispiel:

Additionin = :

(3+4¢5+205° +...)

+  (1+3B5+15° +...)
1

4+ 205+ 405 +...

Auch eine p-adische Norm kann definiert werden:

1.6 Definition

Sei a eine ganze Zahl, dann bezeichne ord a die hochste Potenz von p die a teilt (d.h. das

gréssten, sodass a® 0 (mod p")). Esgilt ord O=¥.

Rechenregeln

Fur a=aa, gilt ord,a=ord a +ord,a,, und fdr bz% sei ord,b=ord - ordd.

Diesist klar nach Definition.



Definition
Essa

'\l' p-ordpx' Xl O
0 , X=0

Fur x= pngé gilt also |x|p =p"
2

1.9 Proposition

Durch |x| ; wird eine Norm definiert.

Zu zeigenist: 1.) Esgilt |x|p =0 genau dann wenn x=0.

2.) Esgilt |xy|p :|x|p|y|p.
3) Esgilt |x+ y|p £|X|p+|Y|p-

Zu 1: Dies ist mit der Definition von |x|p direkt ersichtlich.

Zu 2: Hierzu muss eine Fallunterscheidung betrachtet werden.

Fall 1: Sei x=0 oder y=0 (also auch |x|p =0 oder |y|p =0).
In diesem Fall gilt xy =0, also per Definition |xy|p =0.

Fal 2. Sei x:% und yz%, aso ord, (x) =ord,(a)- ord,(b) und
ord,(y) =ord,(c)- ord,(d).

In diesem Fall ist xy:%,also

ord,(xy) =ord(ac)- ord,(bd) =ord a+ord c- ord b- ord d.
Somit ist die Aussage klar.
Zu 3. Auch hierzu wird eine Fallunterscheidung bendtigt:

Fall 1: Sei x=0 oder y=0 oder x+y=0 (also auch |x|p =0 oder |y|p =0 oder
|x+ﬁp:0)
Dann ist dies klar nach Definition.



Fall 2: Sel nun x:% und yz%, aso ord, (x) =ord,(a)- ord,(b) und

ord,(y) =ord,(c)- ord,(d).

ad +bc

Esgilt x+y= , somit ist

ord,(x+y) =ord,(ad +bc) - ord (b) - ord (d).
Esgilt
ord,(x+Yy) 3 min(ord,ad,ord bc) - ord,(b)- ord,(d)
=min(ord,a+ord,d,ord b+ord,c)- ord b- ord,d
=min(ord,a- ord b,ord c- ord,d)

=min(ord, x,ord,y).

Also |X+ y|p - p ord, (x+y) £ maX( p ord,x- ordpy)

:max(|x|p'|y|p)£|x|p+|y|p'
W

Im letzten Beweis wurde in 3.) eine weit strengere Ungleichung bewiesen, als eigentlich far
die Definition einer Norm nétig gewesen wére. Dies fuhrt zu:

1.10 Satz und Definition

Fur die p-adische Norm gilt
|X+ y|p £ maX(|X|p ’|y|p)

Eine Norm die obige Ungleichung erftillt, wird nichtarchimedisch genannt.

Siehe hierzu Teil 3 des Beweises zu 1.9.

Man kann ¢, auch anders einfuhren alsesin 1.2 geschah:

1.11 Bemerkung

Esgilt ¢, :{aT o ||ajp£]}.

10



1.12 Bemerkung

Fir a,bil o

aquivalent (a_—nb)T ¢..

1.13 Definitionen

- SN D P
Man definiert ¢ =jal-I ¢p§.
| a

gilt die Kongruenz a° b(mod p") genau dann wenn |a- b|p£ p" oder

Weiter wird eine p-adische Zahl, deren erste Ziffer ungleich O ist, mit p-adischer Einheit

bezeichnet.

11



2. Bernoulli Zahlen

Daes verschiedenen M églichkeiten bel der Einfihrung der Bernoulli Zahlen gibt, die
eventuell zu verschiedenen Vorzeichen fihrt, hier nun die in dieser Arbeit verwendetet
Definition:

2.1 Definition

Die Bernoulli Zahlen, in Zeichen B, mit ni ¥, werden durch die Potenzreihe

z _3 B«
= —Z7, <
e-1 ka:‘o k! |Z| »
definiert.
2.2 Satz
Da 1+§ eine gerade Funktion ist und B, =- % l&sst sich die Formel aus Definition 1.1
e -

folgendermal3en umformen:

ZZ +E:é¥. BZk ZZk
e-1 2 k:O(Zk)l
Beweis
t o + 10
Da 1+— das selbe ist wie g - und da man nun hier t durch —t ersetzen kann,
e - e -

bleibt der Wert in beiden Formeln gleich.

W

Mit dieser Definition haben die Bernoulli Zahlen mit geradem Index wechselnde Vorzeichen
und sind fur ungerade n>1 identisch Null. Siehe hierzu Satz 2.12.

2.3 Theorem
Fur jede ganze Zahl n3 2 gilt

n- l@no

8 Ge:BuBura = (21418,

12



Diese Rekursionsformel folgt direkt aus der Definition der Bernoulli Zahlen, es gilt namlich

2
x X 9 =(- %) x2 X 9
15 e
Dann folgt die Formel indem man beide Seiten von
coth® x=1- (cothx)'
vergleicht.
2.4 Lemma
Esgilt
m 13N +106

(M+DB,=-3 ¢ \ IB.

k0 7}

¥
Laut Definition gilt zil a ?‘ . |7 <2p. Multipliziert man nun beide Seiten mit
€ - k=0
¥ n ¥ m
e’- 1, so erhdlt man z=§ Z—é Bmz—l. Setzt man weiter beide Exponenten auf m+1, s0

n=1 N} meo

m an+10

erhdlt man fir m=0, dass B, =1 sein muR und dass sonst § ¢ k B(=0 gelten muss.

k=0 g

rg—l%n'*'lf)
Also folgt, dass (m+1)B,,=-g ¢ k B sein muss.

k0 %}

2.5 Définition

Analog zur Definition 2.1 werden mit |z|<2p die Bernoulli Polynome, in Zeichen B, (Xx),

definiert durch

§ z
=a E%(X)E-

e’ -1 k=0

13



2.6 Bemerkung

Wie man durch leichtes Nachrechnen direkt sieht, gilt:

B.(0)=B,,

d _
& Bn(X) - an-l(X)'

2.7 Theorem

Es gibt auch einen Zusammenhang der Bernoulli Zahlen mit der Summationsformel

S, (m)=3 k"

k=0

°n 16 +1- k
(m+1)sm(m):ag‘;‘:+ % k.
k=0 4]

Setzt man k=0,1,2,...,m- 1 in " —a kmg + und addiert dies dann auf, so erhélt man
m! g

¥
1+ +e? +..+e™ =34 S (n )—

m=0
Fur die linke Seite gilt

¥ k-1 ¥ j
— énkt éBt—
-1 t -1 =5 k% gt

K oeffizientenvergleich und Multiplikation mit (m+1)! liefert das gesuchte Ergebnis.

2.8 Bemerkung

Aus Theorem 2.7 folgt fir nl ¥, und mi ¥, dass

_ 1
Sm(n) _m(Bmﬂ(n) - Bm+1)

[vergleiche [Ir.&Ro.], S.230].

14



2.9 Satz

nl

Fir nT ¥, mit <:> 3 ak _( D*"n" und S (x) = < >gk _[S|ehe hierzu [Kel 1]. S.23]

gilt

n :-l k=p,p- 1|n}J
i) o y (modKk),
k-1

* 0, sonst b
n\ (-2
8, a<k> k+1
Beweis (vgl. auch [Kel 2])
Zui):
I_:L k = pU
i n
Die Fédlle k=12 sind klar. Da (k-l)!o% 2, k= py (modk) und (k-l)!|< >
% 0, sonstb k-3

bleiben nur noch die Félle k=4 und k= p>2 zu Uberprifen. Sei nun n3 2 eine gerade

Zahl.
ImFal k=4 gilt:

Wit Rt e

NunzumFal k=p>2:

3393" =3-32"+3"° -1+(-1)"° 0 (mod4).

Esgilt
n %1@ 16 | Bl }-:L p- 1|nj|.]
°ag | A-YI"cal"es(p)ei y (modp).
p-1 |:18 p I=1 i 0, sonst b

Siehe hierzu [Ir&Ro], Lemma 2, Seite 235].

Zuii):
Betrachte hierzu —/—— S () an der Stelle 0. Da 0__Xx & 9, folgt
X gk 1@ k+1gk o
S(x)_&/n\ 1 ax-16
=a — -

x G \k/k+1&k 4

Da S,(0)=0 und Ee 9— 1) it folgt
a

15



Mit 2.8 und |"Hospital gilt schlief3lich

1
n+1(X)_ Bn+1
lim =3  jjm N+ ( . )=Bn(0)=Bn.

x® 0 X xX® 0

2.10 Satz

Sei n eine gerade natlrliche Zahl und m eine nattirliche Zahl grosser 1. Dann gilt

S(m°mB.°- § (mod m).
Im

p
(p-Din

o3

&emao n+ n 1A
Es gt S(m)= a<> =8 maE- 10 rdls  (km)=1 dan gl
Ck+15 o2 \k-1/ K &

%0 0 (modm). Satz 2.9 besagt, dass k|< > fir alle k ausser k=p mit p- 1|n. Also

k-1
folgt fUr alle k, ausser eben k= p mit p- 1|n, dass

n s
maen 1200 (mod m).
k-1 k&p- 1y

pim pgp_ 1@
p-1n

von p und n ein Vielfachesvon p-1ig, ist mit Satz 2.9 die Gleichheit fir p=2 gegeben:

< ” >am19° (-o(-1)" -1 (mod p).
Y

n - 16
Somit bleibt nur S,(m)° § < >ma§n 0 (modm) tibrig. Da nun m ein Vielfaches
p-1

-1 &p-1y

Letztendlich erh@lt man also

16



Betrachtet man nun mB, und benutzt man die gleichen Argumente wie oben, so erhélt man:

n+ n n
meo 8| M- § MeCgros &0 (modm).
k=2 k- 1 k pjm p- 1 p p

p
p-1n p-1n

Also gilt die gesuchte Gleichheit.

2.11 Theorem

Es gibt auch fur gerade n eine Beziehung zwischen der Riemannschen Zetafunktion

¥
(z(s):é k®, sl £ Res>1) und den Bernoulli Zahlen, die schon seit Euler bekannt
k=1

ist:

2 ) =(-)" 0 B

Fur den Bewels dieses Theorems benétigt man folgende Tatsache aus der Analysis:

1 ¢ X
cotx==-29 ————.
X na:-lnzpz_ N

Dies kann in eine Potenzreihe um O entwickelt werden. Somit erhédt man

2m

2m*

3 X
xcotx=1- 2g z (2m)

m=1

Weiterhin gilt cosx = und sinx=—— . Damit gilt
2 ¥ (2ix)"
XCOt X = IX+— =1+Q Bn( ) :

e -1 =2 n!

Koeffizientenvergleich liefert nun

17



2 m 227
-——z(2m)=(-1 :
W
2.12 Satz
Fur die Vorzeichen der Bernoulli Zahlen gilt
E+]_
Sgn(Bn) = (_ 1)2 .
Beweis (vgl. [Iwa], S.13)
Dies folgt direkt aus Theorem 2.11. W

2.13 Theorem

Mit Hilfe der Funktionalgleichung von z (s) wird die Riemannsche Zetafunktion auf der

gesamten komplexen Ebene analytisch fortgesetzt, ausser einer einfachen Polstelle mit
Residuum 1 bei s=1:

7 (1- s)=2(2p)3cos§%sge(s)z (9, st £\{0}.

Dann kann (2.11) umgeformt werden zu

z (1- n):-i, nl ¥, n3 2
n

Fur eine ganze Zahl m gilt G(m) :(m- 1)!. Ist nun m3 2 eine gerade ganze Zahl folgt die
Behauptung direkt aus 2.11. W

Da z (n) gegen 1 konvergiert, seht man an Hand dieser Formeln, wie schnell die Bernoulli
Zahlen wachsen. Um dieses Wachstum zu verdeutlichen, hier eine einige Bernoulli Zahlen:

18



2.14 Beispiele

B, =1
1
BL:_'Eu
-l
1
B, =- L
1
B6=E,
1
B; =- 30"
5
By = o
691
Bo=- 25"
B =-c

bie grofite bisher berechnete Bernoulli Zahl ist die 2000000ste (siehe [Kel 3]):

1329775613657311363237415859...3131145227911472514209002960697

Bzoooooo =-
9601480183016524970884020224910
Wobel hier in der Mitte des Zahler mehr als 10 Millionen Ziffern fehlen!

Nun zu einigen wichtigen Eigenschaften der Bernoulli Zahlen:

2.15 Theorem (Clausen-von Saudt)

Sei n eine gerade ganze Zahl. Dann gilt

und es gilt

19



Da Satz 2.9 fur alle m>1 gilt, gilt dieser Satz auch fir m= p mit p prim. Somit gilt

-}--l |0-1In-f-J
pB, ° { y (modp).
10, sonst i

|

b

Also muss der Nenner quadratfrei sein und die gesuchte Form haben. Setzt man nun
m=denom(B,) und benutzt wieder Satz 2.9 so erhélt man:

mB, ° - (modm).
p-1i

o3

Durch m geteilt hat man al so:

(mod¢).

o
o
? Qo
ok

Theorem 2.15 zeigt, wie man den Nenner einer Bernoulli Zahl leicht berechnen kann.
2.16 Satz

Sei k eine gerade natiirliche Zahl, fir die k° O(mod p - 1) gilt. Dann ist (By+ 1/p)i ¢pi o .

Dies st eine direkte Folgerung aus Theorem 2.15.

2.17 Theorem (Kummer)

Sei j die Eulersche j -Funktion. Seien weiter n,m, p,el ¥ mit n, m gerade, p prim und
p- 1] n. Dann gilt folgende Kummer-Kongruenz

(1 1) (1 pm) 22 (mod pf)

mit N° m (modj (pe)).

20



Sei im folgenden t =ord,m, B, :U—m und n= p*"'. Sei weiter a eine positive ganze Zahl mit

(a,n) =1. Wegen Theorem 2.15 gilt p'|U,. Da p' sowohl mals auch U, teilt, erhdlt man
mit Hilfe von Satz 2.10 (fir genaueres siehe [Ir.&Ro.], S. 237ff), dass

(am-l)Bm mlpz’t l-m 1e Ja u e *
T Ja:,ll 8?3 (p) ()

Zuerst sl e=1.
Nun lasst man auf der rechten Seite digjenigen j weg, die durch p teilbar sind. Gilt also p| |

soist j**°1 (p). Ebenso ergibt sichaus pJa, dass a”*°1 (p). Also verandert sich

die rechte Seite nicht, wenn man m durch m’, mit m'® m (p- 1), ersetzt. Somit ergibt
sich

Wéhit man nun for a eine primitive Wurzel modulo p, und da p-1]m erhdlt man
a”-1°a"-190 (p). Somit folgt, dass

Ist nun e>1 dann ist es nicht ganz so einfach, da man diejenigen Terme die | enthalten die
durch p teilbar sind nicht so einfach beseitigt werden kdnnen. Man versucht also diese Terme
zu separieren und die so erhaltene Summe um zu schreiben:

p“-l s - N 91 -1 s - N pet'l_l ;. N
[o] .m_le Ja U O .m_le Ja l:l e m-1 [] .m_le Ia l:l

et a loe e+tLl(p )+p a ' e ey
j=1 Yo epP 0 i=1 ep "t

J:
(p.i)=1

Betrachtet man nun (*) und ersetzt e durch e- 1, so erhdlt man,

pti(at-1)B, e .
(m) oplalié:-lllgpie_?t‘lz (p)

Setzt man dies zusammen, so erhalt man

1- pm-l am- 1 Bm m- Py m- e * %
( )r(n ) 04 1Jé:.l J 1gpi+at-lﬂ (p ) ( )
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Gilt m'° m (j (pe)) und p]j, soist j™*° j™* (p°). Nun bleibt also die rechte Seite

von (**) unverandert modulo p®, wenn man m durch m', mit m'® m (j (pe)), ersetzt.

Macht man genauso weiter wie im Fall e=1 so erhdlt man das gesuchte Resultat.

W
2.18 Bemerkung (andere Version von Theorem 2.17)
Ist n 90,1 mod(p-21)und n>a sogilt:
B, .

Bio — D (mod p).

n n+p“(p-1
2.19 Bemerkung
Diese wichtige Kongruenz aus 2.18 bzw. 2.19 zeigt , dass

12 o p i ks
n n+kj (pr)

fir 2£n<j (pr): P (p-1 gil.
Bernoulli Zahlen tauchen auch in der Definition der  Eisenstein-Reihen

(E, =1- %késk_l(n)q”, mit s,.,(n)=4 d“* und gq=€*") auf. Somit erhdlt man mit
din

Aussagen Uber die Eisenstein-Reihen automatisch auch Aussagen Uber die Bernoulli Zahlen.

In den folgenden Kapiteln wird hauptséchlich folgende, sich aus den Eisenstein-Reihen

ergebende, , Variante" der Bernoulli Zahlen benutzt.

2.20 D€finition

Man definiere die Inversen Bernoulli Zahlen als C, ::2—k.
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3. lwasawa Algebra

Dieses Kapitel wird zu einem fir den weiteren Verlauf grundlegenden Satz fihren. Und hat
daher eine Schllssdlrolle. Da es nicht zum Verstéandnis beitragen wirde wurde hier auf einige
Beweise verzichtet und es wurden deshalb relativ viele Bemerkungen formuliert.

Zu diesem Kapitel vergleiche [Ser] und [GeK].

3.1. Die lwasawa-Algebrafirp?! 2

3.1.1 Bezeichnung

Ist n31, so bezeichnet U, die Untergruppe von ¢*p, die von den p-adischen Zahlen u mit
u® 1(mod p") gebildet wird.

3.1.2 Bemerkung

Ists= s+ sip+ p°+ ...T ¢ undul Uy 0 setzt man

S o
(D= &2
k=0€" @

3.1.3 Definitionen und Bemerkung

Man bezeichnet mit F die Algebra der Funktionenvon ¢, mit Wertenin ¢ .

Ist ul Uy, so bezeichnet f, die Funktion s® u®. Dief, (ul Uj) erzeugen einen
¢ ,-Untermodul L von F, der flr sich betrachtet eine Unteralgebra ist. Die f, formen nach

dem Satz von Dedekind Uber die Unabhangigkeit der Charaktere eine Basis von L, deshalb ist
es moglich, L mit der Algebra ¢ ,[U4] der Gruppe Uy zu identifizieren. Also schreibt sich ein

Element von L eindeutig in der Form

saf(s=§ 1.

ul U,

mit | ¢, wobei diel , fast alle Null sind.

3.1.4 Definition

Man definiert L als den Abschlul von L in F versehen mit der Topologie der gleichmaligen
Konvergenz.
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3.1.5 Satz
Die Elemente von L sind gleichstetig. Sind namlich fl F und n3 0 gegeben, so gilt:
s®s’ (mod.p") b f(9)° f(s) (mod.p™?.

Offensichtlich geniigt es, die Eigenschaft fir die Funktionen
W(9=8 & Ap'
k:0€" @

mit v = u - 1 zu zeigen. Denn mittels Linearitdt und Grenzibergang ergibt sich dann die
Behauptung fur alle fl L. Setze dazu s* = s+h mit hi p”¢p. Man zeigt die Kongruenz
koeffizientenweise, also unter der Benutzung der Implikation

1 h . .
gék gogfg (mod.p") " (k30)P f,(5)° f(s+h)  (mod.p™)
(%] (%]

Fur den Koeffizienten k = 0 gilt trivialerweise die linke Seite.
Setzefurk?® O

was mittels Betrachtung der Taylorentwicklung
f(s+ h) = f(s) + hf ’(s) +O(h?)

sofort die Behauptung fir alle Koeffizienten k impliziert.

3.1.6 Bemerkung

Zusitzlich stimmt auf L die Topologie der gleichmaiigen Konvergenz mit jener der
einfachen Konvergenz auf einem dichten Unterraum Uberein. Diese Topologie macht aus L
einen kompakten Raum.

3.1.8 Definition und Bemerkung

Sei L definiert alsdie Algebra ¢ [[ Ui]] = ki ¢ ,[ U/ Uy]. Dieseist isomorph zur
Algebra ¢ [[T ]] der formalen Potenzreihen in der Unbestimmten T . Der Isomorphismus

ergibt sich durch Wahl eines topologischen Erzeugers u = 1 + p von U, mit vy(p) = 1 und
durch Identifikation des Elementes fy aus ¢ [ Us] mit demElement 1+ T aus ¢ [[T ]].
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L ist kompakt in der Topologie, welche durch die Potenzen seines maximalen ldeals erzeugt
wird, sofern man L mit ¢ [[T ]] identifiziert, da nur endlich viele Restklassen von U,

existieren. Diese Topologie ist dann jene der einfachen Konvergenz der Koeffizienten. Die
topologische Gruppe L ist deshalb isomorph zu einem abzadhlbaren Produkt tber die Gruppen
¢ .

p

Die Algebren L und L enthalten beideL = ¢ »[U1] asdichte Unteralgebra.

3.1.9 Lemma

Es exitiert ein eindeutig bestimmter Isomorphismus e : L ® L topologischer Algebren,
dessen Einschrankung auf ¢ [U4] die Identitét ist.

Die Eindeutigkeit von e folgt aus der Tatsache, dald ¢ ,[U4] dicht inL liegt.
Um die Existenz zu zeigen, identifizieren man wie oben L mit ¢ [[T ]], indem man

einen topologischen Erzeuger u aus U; wahlen. Ist f=8a, T" ein Element von L, so definiert
man (f) als die Funktion

W f(u>-1)=4a ay(u>-1)"

Dies macht Sinn, dau™>1° 0 (mod p). Dann ist e ein stetiger Homomorphismus
von L nach F mit e(f,) = f,. Daraus folgt, dass e die Identitdt auf L ist. Mit der

Stetigkeit erhdlten man sogar e(L) = L.
Uberdies ist e injektiv und mit der Kompaktheit von L ein Homdomorphismus.

3.1.10 Zusatziche | dentitaten

Im Folgenden wird L mittels e mit L identifiziert. Wie gesehen, geschieht dies durch
Ubergang einer Folge in der Unbestimmten T zu einer Funktion von s durch Variablentausch

T=uw-1=vs+...+v"S/nl + ..., wobeiv=log(u).

3.1.11 Satz
JedesElement f* OvonL = ¢ [[T]] besitzt eine Weierstral3zerlegung:
f=p™(T+aT ™+ ...+ a)u)

mit1, 3 0, vp(a) 2 1unduinvertierbar inL.
Insbesondere ist die Anzahl der Nullstellen von f(s) endlichund £ 1 .
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Sei 0.B.d.A. 0t f nicht durch p teilbar, dann hat man die Ubliche Darstellung von f as
Potenzreihe f=4>0 aT mit Koeffizienten al ¢ . Setzenun| := min{i | p teilt nicht &;}. Man
kann f anhand von| zu

f=3ar+aaT

i=0 i>|
aufspalten. Setzt man zusétzlich

|
h=§aT',

i=0

so sucht man fir die Weierstral3zerlegung eine Funktion gi L, die der Gleichung f = gh as
Potenzreihe gentigt. Dadurch erhé@lt man folgende Identitéten fir die Koeffizienten:

ap=aghp alsoist bp= 1.

Folglich ist g eine Einheit. Somit it bj=0flr L £i £1 . Dann ergibt sich

bar=a1a ", b2= (@+2-a1bi1) a0’ usw.

Die Koeffizienten b; sind induktiv eindeutig durch die Koeffizienten a bestimmt. Also ist g
eindeutig bestimmt. Da fl L und die Koeffizienten by durch Linearkombinationen von
Koeffizienten von f von gleicher Ordnung bestimmt sind, und diese die entsprechenden
Kongruenzbedingungen fiir Iwasawa-Funktionen erfiillen, folgt gl L.

Zusammenfassend ist g damit eine der Potenzreihe f eindeutig zuzuordnende Einheit in L, die
f = gh erfullt. Mit der Identifizierung u(T ) = g ist der Bewels abgeschlossen. W

3.1.12 Lemma

Seienf, . .. f,, ... eine Folge von Elementen von L. Wir nehmen an, dal3 lim f,(s) fur jedes
Element s einer unendlichen Teilmenge Svon ¢ | exigtiert. Dann konvergieren die

fngleichmaiig auf ¢, gegen eine Funktion f, die wiederum zu L gehort.

Angenommen, die Aussage des Lemmas wére falsch. Dann existieren wegen der Kompaktheit
von L zwei Teilfolgen von f,, die gegen voneinander verschiedene Elemente /* und /*“ von L
konvergierten. Daraus wirde folgen, dal3 /* — f*“ = 0 auf ganz S wére und mit der
Voraussetzung einer unendlichen Nullstellenmenge, ist dies ein Widerspruch zur
Wel erstral3zerlegung. W
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3.2 Die lwasawa-Algebrafir p=2

3.2.1 Definition

Wiein 3.1 werden die U,, als Untergruppen von ¢*p , die durch die 2-adischen
Zahlenu© 1(mod.2") gebildet werden definiert.

3.2.2 Bemerkung

Wir haben dann
¢*p= Uy ={£1} x Uy,

und U, ist isomorph zu ¢ .

3.2.3 Definition

Falls ul U, so bezeichnet man mit w(u) seine Restklasse in {+1} und mit (u) seine
Restklasse bzgl. U,. Man definiert die Algebren L und L unter Benutzung der Gruppe Us.
Genauer ist L jetzt eine Algebra erzeugt von den Funktionen f: s a u® mit ul U..

3.2.4 Bemerkungen

Genau wie in Abschnitt (1) zeigt man, da sich der Abschlul3 L von L mit der
Iwasawa-Algebra

L =¢,[[Uz]]=bim ¢,[U/Un]

identifizieren l&asst. Deshalb ist dann auch L isomorph zu ¢,[[T ]]. Dieser Isomorphismus

ergibt sich wieder durch die Wahl eines topologischen Erzeugers u von U, und durch
Assoziation des Element f, von ¢,[U] mit 1+Ti ¢,[[T ]]. Die Ubrigen Resultate aus

Abschnitt (1) Ubertragen sich auf offensichtliche Weise auf den Fall p = 2.
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3.3 Charakterisierung der Elemente aus L durch ihre Reihenentwicklung

Wie soeben gesehen, kdnnen die zu L gehorigen Funktionen f als konvergente Taylorreihen

¥
der Form f(s) =é a,s" aufgefalt werden, wobei die Koeffizienten a, jeweils die ihnen
n=0
entsprechenden Kongruenzbedingungen erfillen missen. Um diese Kongruenzen bequem
aufzuschreiben, definieren wir die Stirlingzahlen erster Art:

3.3.1 Definition

Die Stirlingzahlen erster Art, in Zeichen ¢, (1 £ i £ n), werden durch die Identitét

8 6,Y' = Y(-1)(¥-2)..(n+ Dy=n ?9
ng

i=1

definiert.

3.3.2 Satz

Damit eine Funktion fi F zu L gehort, ist es notwendig und hinreichend, die Existenz
p-adisch ganzer Zahlen by, k=1 ... n mit den Eigenschaften

a) f(s):gbnp”s”/n! "si Z

n=0
b) v, (@ch)v,(n) "n31
i=1
zu zeigen. Ist p =2, so muR man in (a) p" durch 4" ersetzen.

3.3.3 Bemerkung

Dacm=1, ist (b) gleichbedeutend damit, zu sagen, dal? jedes der b, kongruent
(modn! Z ) zu einer Z -Linearkombination der bj fir j < nist. Esgilt:

Vp(bnpr/nt) 3 n-vp(n!) 3 n((p-2)/(p-1)), fallspt 2
Vo(bndn/nt) 3 2n-vy(n!) 3 n, falls p=2.

Esfolgt daraus, dass die f definierende Reihe auf einer p-adischen Kreisscheibe
mit echt gréf3erem Radius als die Einheitsscheibe konvergiert. A posteriori gilt also
damit, dass die Reihe auf ganz ¢, konvergiert, was der Formulierung in (a) einen

Sinn gibt.
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Nur der Fall p* 2 soll vorgefiihrt werden, dader Fall p = 2 analog abzuhandeln
ist.

(i) Die Entwicklung aus Abschnitt (1) T=vs+ ...+ V's'/nl + ... mit v, (V) = 1 zeigt, dass
sowohl T als auch alle Potenzen von T eine Entwicklung in der Form von (a) besitzt. Mit der
Linearitdt und mittels Grenzibergang folgt, dass dies fur jede Funktion f aus L <0 ist.
AulRerdem hangen die Koeffizienten b, = by(f) Setig von f ab. Hieraus |&’t sich schlief3en,

dass die Abbildung f a (bs(f)) ein Isomorphismus des kompakten ¢ -Moduls L auf einen
abgeschlossenen kompakten Untermodul S. des Moduls S = (¢ p)¥ der Folgen (bn) N30 ist.

Zu zeigen igt, dass § mit dem Untermodul S von S der durch die Kongruenzen in (b)
bestimmt wird, Ubereinstimmt.

(i) Jedes Element u aus U1 18% sich als exp(py) mit yi ¢ » schreiben. Daraus folgt

¥

u® =exp(pys) = é_ y'p"s" /n!

n=0

also gilt bn(fy) = y". Daher gehort die Folge der (y") zu S,.. Somit ist

> n &0
A Goy" =Y(y- D(y- n+D =nig
i=0 4]
eine p-adisch ganze Zahl. Dies zeigt, dass &cin y' durch n! in ¢, teilbar ist. Wegen der

Linearitdt und durch Grenzlbergang folgt daher , dass S in §, enthalten ist.
Esbleibt zu zeigen, dass § = S,. Dazu reicht es zu zeigen, dass die Folgen der Form (y") mit
yi ¢ » €inendichten ¢ -Untermodul von S, bilden.

(iii) Seim3 1und b, .. ., byl ¢, genligen den Kongruenzen aus (b) fir n £ m. Zu zeigen

ist, dassein fl L existiert, so dass bi(f) = b; fiir 0 £ i £ m, was den Beweis vervollstandigt.
Dazu wird eine Induktion Gber m benétigt. Der Fall m= 0 ist offensichtlich.

Mit der Induktionsannahme existiert dann ein gl L, so dass bi(g) = b; fir i £ m- 1. Es gilt
nun, ein hi L zu finden, so dass bi(h) = O fir i £ m- 1 und by(h) = bm— bm(g). Damit sind
samtliche bj = O fir i £ m- 1. Angesichts der Kongruenz aus Teil (b) folgt, dass by, von der
Formmizist, mit ZI ¢ . Wir setzen daher f = z(p/v)™ T™. Mit (i) folgt dann die Behauptung.

W

3.3.3 Korollar
Sei fl L, und seien die b, die entsprechenden Koeffizienten. Dann gilt:

bn © brpa  (mMod p) "n3 1
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Dies ist offensichtlich, falls die (b,) ale von der Form (y") sind, mit yi ¢ ,. Der dlgemeine
Fall folgt hieraus mittels Linearitét und Grenzibergang.

W
3.3.4 Bemerkung
Eine andere Eigenschaft von L ist:
Istfl L, dann (df/ds)T pL, fallsp® 2 und (df/ds)i 4L, fallsp = 2.
Beweis
¥ n
Sei f vorgegeben durch die Form f(S)=§ b.p" S—I Dann ist
n=0 n:
df _ g s™t 3 s" .
= = n = "1 L.
& gobnp (n-D! pgobnﬂp o
Der Fall (p = 2) verlauft analog. W

3.3.5 Definition

Eine Funktionf: X® ¢ o heilkt lwasawain X, wenn foa™ eine Iwasawa-Funktion auf ¢ o ist.

Es sei daran erinnert, dass jede Funktion fl L eine eindeutige Mahler-Entwicklung (siehe
hierzu Abschnitt (4)) besitzt. Diese ist von der Form

JORE: TR

n30

mit Koeffizienten dil ¢, mit d,® Ofirn® ¥ und

dnzé(-l)‘ggf(n-i).

3.3.6 Bemerkung

Mit Induktion erhélt man, dass fir alle fi L die Kongruenz d, © 0(mod p") efillt ist. Daraus
wiederum erhalt man die folgende Aquivalenz:

f(¢,)1 p'e, O f()°o(mod. p),i=0,1,...,r-1
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fur alle lwasawa-Funktionen f.

Seinun X =a+ pt¢p eine Restklasse. Wahle einen affinen Isomorphismusa : ¢, ® ¢ .
Diese Definition ist sinnvoll und unabhangig von der Wahl von a, denn es gilt:

3.3.6 Bemerkung

Sei f eine Iwasawa-Funktion auf ¢, dann gilt:
(i) Fir beliebige a, bl ¢, ists a f(as+ b) eine Iwasawa Funktion auf ¢ .
(i) f eingeschrénkt auf X ist eine Iwasawa-Funktion auf X.

Zu (i): Die Behauptung gilt fur die f,. Mit dem Argument der Linearitét und des
Grenzuberganges folgt die Behauptung fur alle Iwasawa-Funktionen.

Zu (ii): Nach Teil (i) ist die Definition der Iwasawa-Eigenschaft unabhangig von der Wahl
eines |somorphismus a. Deshalb ist die Zugehdrigkeit zur Klasse der lwasawa-
Funktionen auch invariant gegeniber 1nklusionsabbildungen und die Behauptung
folgt.

3.3.7 Definition

Man definiere die arithmetische Progressionen modulo (p - 1)p' als:

C={k k+ (p-Dp k+2(p-1p,..}1 k={4,6,8,...}

3.3.8 Definition

Eine Funktion f : C ® ¢ heist Iwasawa falls sie eingeschrankt auf C eine
lwasawa-Funktion f: X® ¢  bzgl. ihrestopologischen Abschlusses X = k + ptd:p in¢ st

3.3.9 Bemerkung

Sei f eine Iwasawa-Funktion auf C. Dann ist f © O(mod p") genau dann, wenn r aufeinander
folgende Elemente ky, ko = ki+ (p-1) p,, ..., k = ki + (r - 1)(p - 1) p' von C mit f(ky) © f(ko)
°..f(k)° 0 (modp") existieren. (Firr p = 2 erhalten wir ein entsprechendes Resultat durch
Ersetzen von p durch2 und vonr durch r“:= [(r+1)/ 2] .)

Dies st eine direkte Folgerung aus Gleichung (1) und Bemerkung (3.2.1,(ii)).

31



3.4. Charakterisierung der Elemente L nach ihren | ntegrationseigenschaften

3.4.1 Definition

Seienso, sil ¢, und fl F. Setze a, = a, (f) = f(so + nsy) und definiere
do, da, . .., dn, . .. dsdiefortgesetzten Differenzen der Folge (a,) wie folgt:

d,=0, d=a-a d,=a-2a+a, - 04, =Yg A

3.4.2 Satz
Seih=1+vy(s), fallsp? 2undh=2+vy(s), fallsp=2. 1 fl L, s0 gilt:
(@ d,°0 (mod.p™) "n30

B) V,(& 6, dp ™7 v, () "no 1
i=1

Es geniigt, Funktionen der Form f(s) = u® mit ul U; zu betrachten (bzw. ul U, falls p=2). Der
allgemeine Fall ergibt sich dann mittels Linearitét und Grenziibergang. Wir haben daher

a, = u®u™sowie d,_ = u® (u%- 1)". Dabei ist u™- 1ist von der Form p"y, mit yi ¢,.Also

gilt vp (dn) 3 nh, und somit ist (8) gezeigt.
Die Behauptung in (b) folgt aus

8 600" 20" (@ 6Y) =uyly- Do(y- ¥ =niu* £ 0 (modniz,).
i=1 i=1 "@
W
3.4.3 Korollar
Sei e, = d, p™, dann gilt: &, °© éwp1 (Mod p) fur allen3 1.
Beweis.
Analog zum Beweis von 3.3.2. W

3.4.4 Bemerkung

Es ig tatsachlich sogar so, dass Satz (3.4.2) die Elemente der IwasawaAlgebra L
charakterisiert. Genauer sei 55 = O und s, = 1, so dass a, = f(n) und die d, die Ublichen
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Interpolationskoeffizienten sind. Nach dem Kriterium von Mahler gilt dann fir stetige
Funktionen f, dal3d, ® Ofir n® ¥ . Daraus |83 sich f dann in der Form

f(s)= 8_ "sl Z

p

schreiben.

3.4.5 Satz

Sei f eine stetige Funktionin ¢, mit Wertenin & |, und seiend, a( 1)'§0f (n-1)

die Interpolationskoeffizienten. Damit f zu L gehort, ist es notwendlg und hinreichend, dass:
(@ d.°0 "n3o0

(b) V(& odp)e v sl

(Im Falle p = 2 ersetze man p” durch 4" in (a) sowiep’ durch 4™ in (b).)

Die Notwendigkeit folgt direkt aus Satz (3.4.2).

Fur dieandere Richtung sei p! 2. Essel S, die Menge der Folgen (bn) von p-adischen Zahlen
mit

Vo(@ Gh)e vp(nh)  "nel

Wie in Abschnitt (2) gesehen, bilden die Folgen der Form (y") mit yi ¢, einen dichten

Untermodul von S, bzgl. der Produkttopologie. Nach Voraussetzung gehdrt so auch die Folge
(dh p™) zu S,. Fiir jede Zahl m kann man deshalb endlich viele Elemente | ;, yi ¢ , wahlen, so

dass

dp"=31.y" "nEm.

i=1

Setze f,(9)=a 1,1+ py)".

i=1
Esist fl L (und auch fl L). AuRerdem zeigen die Definitionen von f,, und d, p", dass die
n-ten I nterpolationskoeffizienten von fr,, fir n £ m mit jenen von f Ubereinstimmen. Also gilt
fm(n) = f(n) fir n £ m, und die Folge der f, konvergiert punktweise gegen f ¥ . Da nun ¥

dicht in ¢ liegt, gilt schliefflich mit Abschnitt (1) f = M@r@ fm. Es folgt fl L, also die

Behauptung.
W
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3.5 Kongruenzen fir Bernoulli-Zahlen

3.5.1 Definitionen

Setze Bi/k := Ni/Dx mit ganzen Zahlen Ny, Dy, Dk > 0, fur die ggT (Nk, Dk) := (N, D) = 1 ist.
Dann ist auch Nx der Zahler von BW/2k. Sei nun p eine feste aber frei wahlbare Primzahl und
el

B.:=(1- p*')B,,
- 2K k-1)1
C. =—2"(1- C,

Unter der Regularitdtsannahme gilt

Cc° C; (mod.p'Y).

3.5.2 Satz

(p>2) Sei p>2einePrimzahl , hi k={4,6,8,...},Cl keneRestklasse modulo (p - 1)p!,
mit einer ganzen Zahl t3 0, und (h, p), (k, p) sowie (k + h, p) seien regulér fur alleki C, was
bedeutet, dass p kein Teiler der Zahlen By, By, By+n ist. FUr gegebenesr 3 1und 1 £ £ sei

k=min{Ki C|k3r+1}+(-1)(p-1)p-
Setzen wir weiter ko = k+h dann implizieren die Kongruenzen
Cw:n© Ck+ Cp  (mod. p)
fir k= ky, ko, . . ., ke dieselbe Kongruenz fir alleki C mit k3 r + 1.

(p=2) Sei hi k und C 1 k eine Restklasse modulo 2', mit einer ganzen Zahl t3 0. Fir
vorgegebenesr3 lund1£j£7r :=[ (r+1)/2] sei

ki=min{Kl C|k3 r+1} +(j- 1)2"
Setze weiter ky = k.+ h. Dann implizieren die Kongruenzen
Cun® Cc+ Cy (mod. Zr)

fir k= ki, ko, . . ., k- dieselbe Kongruenz fur alleki C mit k3 r + 1.



Angtatt C, zu betrachten kann man zu C; (ibergehen. Denn C; ist fiir jedeski C eine

p-adische ganze Zahl, die gleich 2z ,;1(1- k) ist (mit z , as p-adische Zeta-Funktion). Somit
ist die Abbildung k & C, eine Iwasawa-Funktion auf C. Die Behauptung folgt daher aus
Bemerkung (3.3.9) und aus der entsprechenden Version fur p = 2. W
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4. Beweisprinzip und Probleme

Da man haufig nicht nur Kongruenz modulo p" fir ein bestimmtes r beweisen will, sondern

fir mehrere verschiedene r's, ist es sinnvoll, sich geniigend Zahlenmaterial zu ermitteln. Dies
ist auch die erste Hirde.

Zur Losung des Problems benétigt man ein Programm, mit dem man schnellst moglich viele
und groRe Bernoulli Zahlen berechnen kann. Ein solches Programm ist Calchin® das von
Bernd Kellner geschrieben wurde. Im Gegensatz zu anderen bekannten Programmen, die
Bernoulli  Zahlen berechnen konnen (z.Bsp. Pari), benutzt Calchin nicht eine
Rekursionsformel fir Bernoulli Zahlen, siehe hierzu [Kel 3]. Dadurch ist es mdglich, grof3e
Bernoulli Zahlen in verhadltnismaldig kurzer Zeit zu berechnen.

Auf diese Weise wurde von mir ein Datenmaterial von 60.000 Bernoulli Zahlen erstellt.
Leider konnten die so erzeugten Zahlen nicht, in der von mir erwiinschten Weise, in Calcbin
weiter verarbeitet werden.

Zu dem war es mir nicht mdglich, diese 60.000 Bernoulli Zahlen mit einem anderen
Programm weiter zu verarbeiten. Die weiteren Berechnungen beruhten auf einer Datenbasis
von 20.000 Inversen Bernoulli Zahlen. Diese wurden mit Pari erzeugt. Pari hat den grof3en
Vorteil, dass mit diesem Programm alle weiteren Rechenschritte per Computer durchgefhrt
werden kdnnen. Um die recht unbequeme Ausgaberoutine von Pari einigermal3en beherrschen
zu konnen, wurden die berechneten Inversen Bernoulli Zahlen jeweils in einer eigenen Datel
abgespeichert. Fir die weitere Verarbeitung wurden von mir geschriebene Unterprogramme
von Pari zum Testen der Kongruenzen eingesetzt.

Der Nachteil von Pari ist, dass kein gutes Handbuch existiert. Zum Beispiel findet man
nirgends eine Beschreibung, wie man eine Zahl als p-adische Zahl ausdrickt.

Die p-adischen Zahlen haben jedoch den Vorteil, dass die gesuchten Kongruenzen viel
leichter zu erkennen sind.

Das néchste Problem, dass mit Hilfe des Pari Handbuches ungel6st bleibt, besteht in der
Zuordnung der gespeicherten Inversen Bernoulli Zahlen. Es blieb einfach unklar, wie man
sinnvoll auf die gespeicherten Daten zugreifen kann. Bei der Losung dieser Probleme war mir
der Pari Betreuer Karim Belabas behilflich (siehe hierzu [Pari]).

Mit Hilfe der oben erwahnten kleineren Programme, unter Verwendung von Satz 3.5.2 und im
Rahmen der 20.000 Inversen Bernoulli Zahlen konnten die von Herrn Prof. Dr. Gekeler
vermuteten Kongruenzen fur einige Exponenten bewiesen werden (siehe hierzu 5.1). Sieht
man sich diese Kongruenzen an, vermutet man, dass es vielleicht auch &hnliche Kongruenzen,
die nicht schon durch die Kummer Kongruenzen abgedeckt werde, auch fir andere
Primzahlen groler as 7 gelten. Also wurden mit Hilfe der vorliegenden Daten und den
geschriebenen Programmen solche Kongruenzen getestet. Diese Tests bewiesen fir die ersten
20.000 Inversen Bernoulli Zahlen die neuen Kongruenzen, die in 5.2 dargestellt sind.

Um das angewendete Beweisprinzip, das auf Satz 3.5.2 beruht, zu verdeutlichen, hier einige
Beispiele:

- p=2 r=11®r'=6
Setzt man t =0 so ergibt sich folgende Restklasse
C ={0,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24, ..... } . Also erhélt man folgendek's:

2 Siehehierzu [Kd 3]
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k,=12+0g2=12
k,=12+152=14
k,=12+242=16
k,=12+3)2=18
k=12+492=20
k,=12+5)2=22

Diese Kongruenzen sind folglich zu testen:

10
C76:26+12 ° C54=26 +C12 ?T'IOd 2 B
10
C78=26+14 ° C54:26 +C14 ?T'IOd 2 5
10
C8O=26+16 ° C64:26 +Cys g?nOd 2" 5
10
Csz=26+1s ° C64:25 +Cy ?T‘Iod 2" 5
10
C84:26+20 ° 064:26 +CZO ?T]Od 21 a
10
Cse=26+22 ° Ce4:26 +sz ?T’IOd 2 5

Dazu bendtigt man folgende Inverse Bernoulli Zahlen:

C 02 +25+2 Snod 229
& 5

C,° 2° Snod 219
& 5

C,°2'+22+2" +22+2°+2° g?nod 9
1]

C,02%+2 +2° Snod 219
& 5

C,° 2° Snod 229
& 5

C,0 2 +2 Snod 219
& 5

C, ° 2 +2° Snod 219
& 5

C,° 2° Snod 219
& 5



C,°2° g?nod om0

1]

CpO 2 +25+2° +2° 429 Fnod 29
& 5

C,° 2° Snod 229
& 5

C o2 +2° +2°+20 Snod 229
& 5

C, 02 +25+2 Snod 229
& 5

C,° 2° Snod 229
& 5

Co02 +2+2 +22+2°+2° Snod 229
& 5

C, 0 2% +2% +2° + 2 gfmd om0
1]

C,° 2° Snod 229
& 5

C,0 2+2' +2° +2° + 2 g?nod m9
1]

p=3, r=6
Wahlit man der Einfachheit halber t=0 so erhélt man als Restklasse
C ={0,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,....} . Es ergeben sich folgende k's:

k,=8+0g2=8

k,=8+132=10
k,=8+292=12
k,=8+3j2=14
k,=8+4y2=16
k,=8+512=18

Also sind folgende Kongruenzen zu testen:
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C62:2g33+8 ° Cs4=2@|33 +C8 (
C64=2g33+1o ° Cs4=2@|33 +C10 (
C66:2g33+12 ° Cs4=2@|33 +C12 (
C68:2g33+14 ° Cs4=2@|33 +C14 (
C7o:2g33+16 ° C54=2@|33 +Cl6 (
C72:2g33+18 ° Cs4:2@|33 +C18 (

Mit

C, ° 203+ 23" +3°
Cy ® 243
C,°23+3°

Cy, ©3+293 + 293* +3
C.° 23
Cp°3+24F +3

Cyp © F+3 +293°
C.° 23
C,° F+3

C,° 203 +2) 3 +243"
C,° 23
C, ° 293+ 243

Cp03+3F +3+3
Co © 243
Cp®3+3F +3 +243" + 243

C,° 23 +243
C,° 23
Co® 293

kann man diese Kongruenzen tberprifen.

3 3
2 0
e a
G 9

o)
S
e,

3
o)
o3
G,

3
o)
o3
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o)
S
©

o)
S
©
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a
©
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a
©
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a
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a
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o)
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o
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p=5 r=4
Wahlt man wieder t=0 und als Restklasse C ={ 2,6,10,14,18,22,...} so erhdlt man

k,=6+0y4=6

k,=6+134=10
k,=6+294=14
k,=6+3j4=18.

Es sind somit folgende Kongruenzen zu tesen:

o)
26=4y5+6 C20:4g5 +C6

30=4y5+10

(
wastCo |
(
(

0O O 0O 0O

(o} C +
(]

34=4¢5+14 C20:495 +C14
o C +

38=4y5+18 20=4y5 C18

Die dafur nétigen Inversen Bernoulli Zahlen sind:

C, 0 4+ 25 + 45° mod 5*
C,° 205° mod5*
C.0 4+ 45° mod 5*

Cy © 4+ 205+ 205” + 245°
C,p° 205
C,® 4+205 +25°

C, ° 4+ 445+ 25
C,p® 25
C,.° 4+45

Cy© 4+5+ 35" + 45°
C,° 205
Cg®4+5+5 +45°

p=7, r=3
Setzt man erneut t =0 und wahlt die Restklasse C ={6,12,18,24,30,..} so ergeben
sich folgendek’s:



k,=6+0y6=6
k,=6+176=12
k,=6+2(6=18

Somit sind diese Kongruenzen zu Uber prifen:

C48:697+6 © C42:6g7 +Cs ( mod 7° )
Coreyriiz ° Caey7tCo2 ( mod 7° )
C6o:6g7+1s ° C42:6g7 +Cpg (mOd 73) )

Dies geschieht mit Hilfe folgender Inversen Bernoulli Zahlen:

C, © 27 + 547° g?nod 720

%]

C, ° 272 Snod 722
& 5

c.oq7+37°  Zod 7°9
& 5

C,, ° 447 Snod 722
& 5

C,° 272 Snod 722
& 5

C,° 47+57°  Zod 7°9
& 5

C,, ° 647 + 72 Snod 722
& 5

C,° 272 Snod 722
& 5

C, ° 647 + 647" g?nod 79
4]



5. Kongruenzen fiir Bernoulli Zahlen

Es sei hier noch mal daran erinnert, dass C, :%k, mit als k-te Bernoulli Zahl, wobei k eine
gerade natlrliche Zahl ist.

Mit Hilfe des im vorigen Kapitel vorgestellten Beweisprinzip kdnnen einige Kongruenzen fir
C, , und somit fur Bernoulli Zahlen, bewiesen werden.

5.1 Erste Kongruenzen

Essel k3 6 eine gerade natirliche Zahl.

1. Fur 2£t £14 qilt:

C.,°C +C, (mod 2! )
2. Fur 1Et£8 qilt:

Crns © G *+Coy (mod3“3).
3. Fur O£t £5 qilt:

Croas ° Cc+Cp (mod 5“3).
4.Fir O£t £4 qilt:

Crogr ° Cc+Cyyy (mod 7“2).

Siehe hierzu Kapitel 4.

Obige Kongruenzen lassen die Vermutung zu, dass solche Kongruenzen auch fir weitere
Primzahlen gelten. Allerdings stellte sich heraus, dass zwar dhnliche Kongruenzen gelten,
aber lange nicht so scharfe und, dass die Kongruenzen stark von der Restklasse der k modulo
p-1 abhangt.

Im néchsten Satz sind einige dieser Kongruenzen fur C, aufgelistet. Weitere Kongruenzen

konnten nicht untersucht werden, da das vorhandene Datenmaterial nur die ersten 20.000
Bernoulli Zahlen umfasste. Vermutlich ist es mit gréf3erem Datenmaterial moglich, weitere
Kongruenzen dieser Art aufzustellen.
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5.2 Weitere Kongruenz-Vermutungen

Es sel k eine gerade natirliche Zahl grof3er als 6.

1)

2)

b)

d)

b)

d)

{0 mod10fl
Far k© i y gilt:
§4 mod 10'b
k+10g112 ° Ck +C10g112
Fur k° 2 (mod10) gilt:
Crusgnr ° G tCpype 7159720
Fur k° 6 (mod10) gilt:

Cruaonr ° G tCpype 7119790
Fur k° 8 (mod10) gilt:
k+10g112 ° Ck +C10g112 +95832
{0 (mod12)p
Far ko© j y gilt:
2 (mod12)p,
Ck+12913Z ° Ck +C12g132
Fur k° 4 (mod12)  gilt:
Ck+12g132 °C, +C12g132 +24167
16 (mod12) i
Far k© i y gilt:
§10  (mod12)y,
Crotzgr © G +Cpppp +10985
Fur k°8 (modl2)  gilt:
Ck+12g132 °C, +C12g132 +4394

(modll“).

(modll“).

(modll“).

(modll“).

(mod134).

(mod134 )

(mod134).

(mod 134).
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Fur k° 0 (mod16) gilt:

Craasnr © Cc+Chare (modl?“).

Fur k° 2 (mod16) gilt:
Crotpure © Ce +Craye 68782 (mod17*).

Fur k° 4 (mod16) gilt:
oz © Ci oy 73695 (mod17*).

Fur k° 6 (mod16) gilt:
oz © G +Croe 749130 (mod17*).

Far k° !8 (mod16) y gilt:

114 (mod16)y,

crare © G +Cppe +34391  (mod17*).

Fir k°10 (mod16)  gilt:
oz © i+ Coye 758956 (mod17*).

Fur k°12 (mod16)  gilt:
oz © i+ 763869 (mod17*).

Fur k° 0 (modi18)  gilt:
Cruaas © G+ Cigyer (mod194).

Fur k° 2 (mod18)  gilt:
Caner © CetCpye + 75449 (mod19?).

Fur k° 4 (mod18)  gilt:
st © Gt oy 76859 (mod19*).



5.)

d) Furk°6 (mod18)

e Fir k°8 (mod18)

fy Fur k°10 (mod18)

g) Fur k°12 (mod18)

h) Fur k°14 (mod18)

i) Fur k°16 (mod18)

a Firk°0 (mod22)

b) Fur k°2 (mod22)

c) Fir k°4 (mod22)

d) Fur k°6 (mod22)

e Fir k°8 (mod22)

gilt:

gilt:

gilt:

gilt:

gilt:

gilt:

gilt:

gilt:

gilt:

gilt:

gilt:

k+187192

k+187192

k+18719%

C

k+187192

k+187192

C

k+18719%

k+22¢23°

k+2223°

k+2223°

C

k+22923°

C

k+22923°

°C +C

0 C +C

°C +C

°C +C

0 C +C

°0C +C

°0C +C

22023

°0C +C

22923

°C +C

22923

°C +C

22923

°C +C

22923

187192

187192

187192

187192

187192

187192

+ 96026

+ 68590

+48013

+ 20577

+891676

+123462

+36501

+85169

+146004

+121670

(mod 19* ) .

(mod 19* ) .

(mod 19* )

(mod194).

(mod194).

(mod194).

(mod23“).

(mod23“).

(mod 234).

(mod23“).

(mod23“).

45



: 10 (mod 22):?

f) Firk° 16 (mod22)y gilt
%18 (mod 22)-&-)

Cromzs © Ce +C,py e +133837  (mod23').

g) Furk°12 (mod22) gilt:

o © Ci +Cpppp +170338 (mod23*).
{14 (mod22)§
h) Fur k°! ( )ygilt:
§20  (mod22)j,
Ck+22g232 °C + C22g232 +24334 (mod 23 )

5.3 Bemerkung

Diein 5.2 vorgestellten Kongruenzvermutungen gelten fr die ersten 20.000 Inversen
Bernoulli Zahlen.
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