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Einfiihrung

In den letzten Jahrzehnten riickte die Frage nach der Zahl der rationalen Punkte einer Kurve vom
Geschlecht g tiber einem endlichen Kérper Fy in den Fokus mathematischer Grundlagenforschung.
Dies ist einerseits auf intrinsisches mathematisches Interesse zuriickzufithren und andererseits ist
diese Frage durch vielversprechende Anwendungen in der Kodierungstheorie und Kryptographie
motiviert.

Unter einer ,, Kurve“ verstehen wir hierbei eine projektive, zusammenhéngende, glatte algebraische
Kurve. Bezeichnet Ny(g) die maximale Zahl von rationalen Punkten einer Kurve vom Geschlecht
g liber einem endlichen Kérper Fy, so blieb die Hasse-Weil Schranke aus den 1940er Jahren

Ng(9) < q+1+ 294,

welche urspriinglich von Hasse fiir Kurven vom Geschlecht ¢ = 1 und spéter von Weil auch fiir
g > 1 gezeigt wurde, lange Zeit das einzige bedeutende Ergebnis (siehe etwa [HJ08] Theorem
9.2). Hierbei bezeichnet |-| die floor-Funktion, also die grofite ganze Zahl, die kleiner gleich als
das Argument ist. Goppa erweiterte schliefilich den Anwendungsbereich dieses Forschungsgebietes
durch die Begriindung der algebraischen Kodierungstheorie (siehe [Gop88]). Zur Konstruktion von
yguten® Codes bendtigt man Kurven mit vielen rationalen Punkten. 1981 konnte Thara in [Tha81]
mit einem einfachen und eleganten Argument zeigen, dass

Vg +1)g2 +4(¢% - q)g—gJ

gilt. Fiir g > # ist diese Schranke schiirfer als die Weil-Schranke. Nicht nur in diesem Zusam-
menhang ist es besonders interessant, die Zahl
N,
Ay = limsup ﬁ
g—00 g
zu bestimmen. Offensichtlich ist A, < [2,/q] wegen der Hasse-Weil-Schranke. Die Arbeit von Ihara
([Tha81]) lieferte nun die asymptotische Schranke

Drinfeld und Vladut zeigten, dass schon

Ay <Vg—1

gilt ([TMO7] Theorem 3.2.1). Wir erhalten sogar Gleichheit, wenn ¢ ein Quadrat ist, wie Thara
nachweisen konnte (siehe [Tha81]).

Mit der Zeit gab es immer mehr Verotffentlichungen, die sich mit der Konstruktion von Tiirmen von
Kurven X;/F, beschiftigen, fiir welche die obere Schranke angenommen wird. Solche Serien von
Kurven (X;);eny nennt man ,asymptotisch optimal. Einen guten Uberblick iiber die Konstrukti-
on und die Eigenschaften von solchen ,asymptotisch optimalen“ Kurven kann man sich etwa in
[TMO07] ab Abschnitt 3.2.5 verschaffen. Die Kurven X; kann man als die Reduktion von speziellen



Drinfeldschen Modulkurven identifizieren, bei welchen es duflerst schwierig ist, das Geschlecht ex-
akt anzugeben oder auch nur abzuschitzen; einen Einstieg in die Konstruktion von Drinfeldschen
Modulkurven findet man in [Gek91].

Ausgangspunkt der vorliegenden Masterarbeit sind die Erkenntnisse der neuesten Veroffentlichung
von Ernst-Ulrich Gekeler [Gek14]. Die Arbeit von Ernst-Ulrich Gekeler liefert ein Konstruktions-
verfahren fiir ,,asymptotisch optimale“ Tiirme von Kurven X; vom Typ X™¥ iiber dem Korper
F,~ mit ¢" Elementen, welche limsup,_, )Zigj;) > 0 erfiillen; es ist N = [[;_, pi* € A. Hierbei

haben die Galois-Uberlagerungen X"™*(N) iiber P! /F,(T) Galois-Gruppen vom Typ G(N) = {g €
GL(r,F,[T]/(N))| det(g) € F;}/Z, wobei Z = [y die Gruppe der Fy- wertigen Skalarmatrizen
bezeichnet.

Die Geschlechter der Kurven X"*¥(N) sind ohne grofieren Aufwand zu berechnen, aber in der Re-
gel nicht interessant genug. Verwendet man Untergruppen von G(N) zur Konstruktion unserer
Kurven, ist es deutlich attraktiver, leider aber auch miihsamer, das Geschlecht auszurechnen. Hier
liegt der Ansatzpunkt der vorliegenden Masterarbeit. Es spielen dabei lediglich Kurven vom Rang
r > 3 eine vielversprechende Rolle. Der Fall r = 2 liefert Kurven mit wohlbekannten Geschlechtern.
Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Geschlechter von diesen Modulkurven ist jedoch schon im
GL(2)— Fall mustergiiltig fiir die Berechnung der Geschlechter von Kurven des Rangs r > 3; die
Situation r = 2 wurde von Ernst-Ulrich Gekeler im Rahmen des Oberseminars zur Algebra und
Zahlentheorie an der Universitéit des Saarlandes im November 2013 présentiert.

Betrachten wir nun Kurven vom Rang drei, d.h. fixieren wir fiir die Kurven X"*(N) die Parameter
zur = 3 und k = 2, so wird es uns gelingen, das Geschlecht der Kurve XS"Q (N) zu bestimmen.
Hierbei entsteht X_'*(N) durch das ,Herausdividieren® der parabolischen Untergruppe P(N) aus
X32(N). Die entsprechende Uberlagerung der projektiven Geraden Xg?(N) — X (1) = P (Cy)
ist keine Galois-Uberlagerung; somit kann die Riemann-Hurwitz-Formel zur Berechnung des Ge-
schlechts nicht direkt angewendet werden. Stattdessen werden wir die Riemann-Hurwitz-Formel auf
die galoisschen Uberlagerungen X32(N) — X (1) = P1(Cy) und X32(N) — X3*(N) anwen-
den; iiber diesen Umweg wird es uns gelingen, das Geschlecht der Kurve X%’Q(N ) zu berechnen.
Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist die Berechnung des Geschlechts g(XO’Q(N )) mit primérem
Fithrer N = p”, wobei p € A = F,[T] ein Primpolynom ist.

Die Losungsstrategie von Ernst-Ulrich Gekeler zur Bestimmung des Geschlechts von Xg’rfl(T")
konnen wir im Wesentlichen auf unsere Situation iibertragen, weshalb eine Orientierung an dieser
Vorgehensweise nahe lag. Im Unterschied zu den Rechnungen in der zugrunde liegenden Veroffent-
lichung ist der Grad d unseres Primpolynoms nicht mit d = 1 fixiert, sondern beliebig. Diese
verallgemeinerte Annahme erfordert die Beachtung von mehr technischen Details. Insbesondere
bei der Bestimmung der Verzweigungszahlen ag an den Spitzen ) = £(c0) treten hierbei in der
Situation d = 0 mod 2 zusétzliche Beitriige auf, was eine umfassendere Untersuchung nétig macht.

Im ersten Kapitel mit dem Titel ,, Ausgangssituation® fiihren wir zunéchst alle Begriffe ein, die
wir im weiteren Verlauf der Arbeit benttigen werden. Wir gehen hierbei kurz auf die 1 — 1 Korre-
spondenz zwischen algebraischen Kurven und Funktionenkérpern ein. Wir definieren die Riemann-
Hurwitz-Formel in der fiir uns passenden Form, also von der Perspektive algebraischer Kurven. Wir
setzen allerdings beim Leser Grundkenntnisse zu Funktionenkérpern und zur Verzweigungstheorie
algebraischer Kurven voraus. Daher werden wir in diesem Zusammenhang die meisten Begriffe
nur informell definieren und an der gegebenen Stelle auf die entsprechende Literatur ([Sti09] und



[Har93]) verweisen. Wir fithren in diesem Kapitel auBerdem den fiir die gesamte Arbeit zugrunde
liegenden lokalen Ring R und alle relevanten Gruppen vom GL(3)— Typ ein, sodass wir in den
folgenden Kapiteln mit der Berechnung der Verzweigungszahlen beginnen kénnen. Wir verwenden
hierbei das, in der Arbeit von Ernst-Ulrich Gekeler ([Gek14]) festgehaltene, Resultat, dass Ver-
zweigung hochstens an den Spitzen und elliptischen Punkten auftritt.

Das zweite Kapitel zur Spitzenverzweigung handelt von der Berechung der, zur Auswertung der
Riemann-Hurwitz-Formel nétigen, Verzweigungszahlen ag an den Spitzen £(00) = Q. Dies ist der
schwierigste und zugleich umfangreichste Teil der Masterarbeit. Die Berechnung der Verzweigungs-
zahlen an den Spitzen (also den Punkten iiber j = co) kann auf ein Eigenwertproblem iiber dem
lokalen Ring R zuriickgefiihrt werden. Insbesondere in der Situation d = 0 mod 2, wobei d den
Grad unseres Primpolynoms p bezeichnet, treten zusétzliche Komplikationen bei der Losung des
Eigenwertproblems auf.

Das dritte Kapitel, welches mit ,, Verzweigung an den elliptischen Punkten® tituliert ist, beschéftigt
sich mit der Bestimmung der Verzweigungszahlen an den elliptischen Punkten (also den Punkten
iiber 7 = 0). Dies ist a priori durch eine vergleichbare Rechnung wie im zweiten Kapitel moglich. Es
hat sich jedoch im Verlaufe der Arbeit herausgestellt, dass man mit gruppentheoretischen Uberle-
gungen vollig auf Matrizenrechnungen verzichtet kann. Wir wollen uns hierbei darauf beschrénken,
die zweite, elegantere Vorgehensweise zu préisentieren und dem Leser die ermiidende Matrizenrech-
nung vorzuenthalten.

Im wierten Kapitel mit dem Titel ,,Berechnung des Geschlechts“ werden wir nun die Ergebnisse
der beiden vorangehenden Kapitel benutzen, um die Riemann-Hurwitz-Formel auf die Galois-
Uberlagerung X (p") — Xo(p") anzuwenden. Am Ende des Kapitels erhalten wir, nach einigen
umfangreichen Aquivalenzumformungen durch Einsetzen aller Kardinalitiiten und Verzweigungs-
zahlen in Termen von der Zahl der Korperelemente g, dem Grad d unseres Primpolynoms p und
dem Exponenten r, eine komplizierte, aber explizite, Formel fiir das Geschlecht g(Xo(p")). Dies
ermdglicht eine computergestiitzte Auswertung der Formel zum Auffinden von interessanten Ge-
schlechtern g, was eine Verbesserung der untere Schranke fiir die maximale Zahl N,(g) von rationa-
len Punkten einer Kurve iiber dem endlichen Képer Fs verspricht. Auflerdem werden wir am Ende
des Kapitels das asymptotische Verhalten der Geschlechtsformel go(g, d,r) diskutieren. An dieser

Stelle werden wir im lokalen Fall eine, lediglich von der Zahl der Koérperelemente g abhéngige,
[{P€Xo(p")}|P ist rational iiber F 3}|

9(Xo(p"))
bezeichnet X (p") eine, beziiglich einer Primstelle q # p reduzierte, Kurve mit gleichem Geschlecht.

untere Schranke fiir den Grenzwert limsup,._, ., angeben; hierbei

Im fiinften Kapitel geben wir abschlieBend noch die globale Formel fiir das Geschlecht der Kurve
Xo(N) an; hier ist also N von der allgemeinen Form N = []7_, p;*. Die Formel wurde mit Hilfe des
Computeralgebrasystems GAP (Groups, Algorithms, Programming) implementiert. Wir werden
aber bei den meisten Ergebnissen nur Beweisskizzen angeben. Die globale Formel wird detailliert
in der Masterarbeit von David Geis [Geil5] entwickelt.



Literatur

Wie bereits erwéhnt, basiert die vorliegende Masterarbeit zum einen hinsichtlich des thematischen
Hintergrundes und zum anderen beziiglich der Losungsstrategie bei der betrachteten Problem-
stellung hauptsichlich auf der Verdffentlichung von Ernst-Ulrich Gekeler [Gek14]. Dariiber hin-
aus diente das Buch ,Algebraic Function Fields and Codes“ von Henning Stichtenoth [Sti09] als
einfithrendes Werk, um sich mit den wichtigsten Begriffen und dem nétigen Vokabular zu Funktio-
nenkorpern vertraut zu machen.

Wir 16sen uns jedoch bei der weiteren Vorgehensweise von der Perspektive der Funktionenkorper
und nehmen die vollig analoge Betrachtungsweise der entsprechenden algebraischen Kurven (siehe
[Har93]) ein.

Notation

Wir bezeichnen mit |X| die Kardinalitét der endlichen Menge X. Wir verwenden im weiteren Ver-
lauf die floor-Funktion |z]| := max{k € Z|k < z}. AuBerdem bedeutet a|b, dass a ein Teiler von b
ist. Ferner verwenden wir die iibliche Schreibweise a = b mod n < (a — b) € nZ fiir Kongruenz
und eine entsprechende Notation fiir kongruente Elemente in Ringen.

Auflerdem ist fiir eine Untergruppe H C G die Menge der linken Nebenklassen gegeben durch
G/H = {gH|g € G} und die Menge der rechten Nebenklassen schreiben wir wie iiblich als
H\G = {Hyg|g € G}.

Operiert die Gruppe G von links auf der Menge X, so bezeichnet G\ X die Menge der Bahnen und
entprechend X /G die Menge der Bahnen fiir eine Rechtsoperation der Gruppe. Wie gewthnlich be-
zeichnet G, = {0 € G|o(z) = x} die Fixgruppe eines Punktes x € X. Um eine méglichst kompakte
Notation fiir die auftretenden Rechnungen zu erhalten, schreiben wir auch {¢} fiir ein Représen-
tantensystem von linken Nebenklassen G/H (analog fiir rechte Nebenklassen), mit entsprechendem
Verweis auf die zugrunde liegende Gruppe G und Untergruppe H. In diesem Zusammenhang sollte
sich dem Leser erschlielen, dass durch Ausdriicke der Form £ = 1 bzw. £ # 1 ein Vergleich mit
dem neutralen Element der Faktorgruppe G/H (falls H C G Normalteiler ist) gemeint ist.
Dariiber hinaus verwenden wir die folgenden, in der algebraischen Zahlentheorie iiblichen, Bezeich-
nungen:

e R™*™ = Menge der m x n— Matrizen mit Koeffizienten aus R.
o [, = Korper mit ¢ Elementen der Charakteristik p.
e A =T,[T] ist der Polynomring in der Unbestimmten T iiber dem Kérper F.

e K., =F,((%)) ist der Kérper der formalen Laurentreihen iiber F,, wobei K := Fy(T) den
Kérper der rationalen Funktionen iiber F, bezeichnet.

S

e R(N) bezeichnet den Restklassenring A/(N), wobei A 3 N = [[;_; p;’ mit paarweise ver-
schiedenen Primpolynomen p; vom Grad d;. Wir setzen in der gesamten Masterarbeit stets
ein nichtkonstantes N voraus.

A

o (O, = K ist die Komplettierung des algebraischen Abschlusses von K,

Die weiteren Bezeichnungen werden im Verlaufe der Arbeit an der jeweils passenden Stelle ein-
gefiihrt.



1 Ausgangssituation

Wir betrachten die folgende Uberlagerung von projektiven, zusammenhéingenden, glatten algebrai-
schen Kurven iiber Ci. Dabei sind P(N) bzw. G(N) die unten beschriebenen Galois-Gruppen der
zugehorigen verzweigten Uberlagerungen.

X (N) —P(3)> Xo(N)

IR

—— P1(C)

Die Kurven X (N), Xo(N), X (1) sind hierbei die Modulkurven fiir diinn besetzte Drinfeld A- Mo-
duln mit Parametern r = 3 und k = 2, welche in der Arbeit von Ernst-Ulrich Gekeler [Gek14] in
Theorem A eingefiihrt werden. Fiir eine explizite Konstruktion der Kurven X (), Xo(N) verweisen
wir auf [Gek14]. Die abkiirzende Schreibweise bleibt nun fiir die gesamte weitere Arbeit giiltig.

e Die Kurve X (1) wird durch eine j— Invariante mit der projektiven Geraden P!(Cy,) identi-
fiziert.

e Wie bereits in der Einfithrung erwéhnt, bezeichnet die Gruppe Z = [ die Gruppe der
[F4- wertigen Skalarmatrizen. Z ist also das Bild von F}; in GL(3, R(N)):

0 0
Z = a 0]laely s, (1)
0 a

o O Qe

mit |Z] =q—1.

e Die Uberlagerung X (N) — X (1) ist galoissch mit Galois-Gruppe G(N) = Gal(X (N)|X (1)),
wobei G(N) gegeben ist durch

G(N):={g € GL(3, R(N))|det(g) € F,}/Z. (2)

e Die Uberlagerung X (N) — Xo(NN) ist galoissch mit Galois-Gruppe P(N) = Gal(X (N)|Xo(N)),
wobei P(N) gegeben ist durch

P11 ‘ P12 P13
P(N):=<g= 0 A Ip11 - det(A) € Fy; A € R(N)?>*%;p11,p12,p13 € R(N) p /Z
0

(3)

e Wir wollen an dieser Stelle darauf hinweisen, dass die Uberlagerung Xo(N) — X (1) nicht
galoissch ist.



Unser Ziel ist die explizite Berechung des Geschlechtes g(Xo(V)) fiir ein beliebiges, nichtkonstan-
tes N € A. Da die Uberlagerung der Kurven Xo(N) — X(1) nicht galoissch ist (!), kann die
Riemann-Hurwitz-Formel zur Berechnung des Geschlechts nicht direkt angewendet werden. Statt-
dessen werden wir die Riemann-Hurwitz-Formel auf die galoisschen Uberlagerungen

X(N) — X(1) 2 P(Cwx) und X(N) — Xo(N) mit Galois-Gruppen G(N) und P(N) anwen-
den; iiber diesen Umweg wird es uns gelingen, das Geschlecht der Kurve Xo(N) zu berechnen.
Das Hauptergebnis der vorliegenden Masterarbeit ist die explizite Berechnung des Geschlechts
der Kurve Xo(N) fiir einen priméren Fithrer N = p", d.h die Angabe des Geschlechts g(Xo(V))
in Abhéngigkeit von der Zahl der Koérperelemente ¢ des endlichen Kérpers F,, dem Grad d des
zugrunde liegenden Primpolynoms p und dem Exponenten r.

Bemerkung 1.

1. Wenn wir in der vorliegenden Masterarbeit von , Kurven* sprechen, so meinen wir, wie in der
Einleitung schon erwihnt, stets projektive, zusammenhéngende, glatte algebraische Kurven
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik p > 0.

2. Wir kommen im Verlaufe der Arbeit immer wieder auf die Berechnung der Geschlechter
von Kurven in obigem Sinne zuriick. Sprechen wir also von der Berechung von g(X(NV))
bzw. g(Xo(N)), so meinen wir die Berechnung der Geschlechter der zugehorigen Funktio-
nenkorper Coo (X (N))/Cs bzw. Coo(X0(N))/Cos im Sinne der Definition des Geschlechts
fiir Funktionenkorper (siehe [Sti09], Definition 1.4.15).

3. Wir verwenden stets die wohlbekannte Tatsache, dass die Funktionenkorper Coo (X (N))/Coo
und Coo (Xo(N))/Co die algebraischen Entsprechungen der geometrischen Objekte X (N)/X (1)
und Xo(N)/X(1) sind.

Theorem 1. (Riemann-Hurwitz-Formel)

Sei ¢ : X — Y eine verzweigte, galoissche Uberlagerung von Kurven iber einem algebraisch
abgeschlossenen Kiorper K der Charakteristik p > 0 mit Galois-Gruppe G. Fir einen K-wertigen
Punkt x von X bezeichnet Ox , den zugehorigen lokalen Ring, m, ein uniformisierendes Element
bei z, also einen Erzeuger des maximalen Ideals my im lokalen Ring Ox , bei x und G, C G die
Fizgruppe von x. Es sei

G..i = {0 € G| o operiert trivial mod wi*'}.

Dann gilt
Gy =Gp0DGg1D...0 G, ={1}

fiir hinreichend grofles r. Diese absteigende Kette von normalen Untergruppen heifst Verzweigungs-
filtrierung von G. Fiir ein Element 1 # o € G, sei

iz(0) == sup{iloc € Gy} + 1;

wir nennen i, die Verzweigungsfunktion. Damit definieren wir die Verzweigungszahl in x fir die
obige Verzweigungsfiltrierung durch
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Es bezeichnen g(X),g(Y) die Geschlechter der Kurven X,Y . Entsprechend ist e(X) = 2 — 2g(X)
und e(Y) =2 —2¢g(Y) die Euler-Charakteristik der jeweiligen Kurve. Dann gilt

e(X) = [Gle(Y) — 3 a. (4)

rzeX

Beweis. Eine fiir unsere Zwecke geeignete Formulierung vom Standpunkt der Kurven findet man
etwa in [Har93] Korollar 2.4. Nimmt man dagegen die Perspektive der Funktionenkérper ein, so
verweisen wir den Leser auf das Werk von Stichtenoth [Sti09]. O

Bemerkung 2. Wir halten fest, dass die folgende Kette von Aquivalenzen gilt:
a; #0& G, # {1} & ¢ ist verzweigt in z. (5)

Es ist ¢ also genau dann verzweigt in z, falls a, # 0 gilt. Dariiber hinaus ist G;0/Gy1 eine
zyklische Gruppe mit einer zu p koprimen Ordnung und G, ist p— Gruppe.

Definition 1.

1. Die Uberlagerung ¢ : X — Y heiit moderat verzweigt in z € X, falls G, o die triviale
Gruppe ist. Dann ist G, ; die eindeutig bestimmte p— Sylow-Untergruppe von G.

2. Wir nennen die Uberlagerung ¢ : X — Y zahm verzweigt in x € X, falls G1 schon trivial
ist.

Bemerkung 3. Wir iibernehmen hierbei die folgenden Feststellungen beziiglich der Verzweigung
der Kurven X(N) — X (1) und X(N) — Xo(N) als Grundlage fiir unsere weitere Vorgehens-
weise, wie in Theorem A ([Gek14]) der Arbeit von Ernst-Ulrich Gekeler festgehalten wurde.

e Die Definition von G, ; ist unabhéngig von der Wahl des Erzeugers 7, von m,. Weiter ist
G;,; C G Normalteiler fiir alle 7.

e Wir bezeichnen die Abbildung X (N) — X (1) mit ¢. Ein Punkt z € X (V) heifit elliptisch,
falls j(¢(x)) = 0 gilt. Ein Punkt 2 € X (N) wird Spitze genannt, falls j(¢(x)) = oo gilt.

e Die galoissche Uberlagerung X(N) — Xo(N) ist hochstens an Punkten 2 € X (N) mit
j(¢(x)) = 0 (elliptische Punkte) und an Punkten z € X(N) mit j(¢(z)) = oo (Spitzen)

verzweigt.

e Die Verzweigung an den elliptischen Punkten ist zahm. In den Spitzen liegt eine moderate
Verzweigung vor.

Wir erinnern daran, dass das Hauptziel dieser Masterarbeit die Berechnung des Geschlechts der
Kurve Xo(N) im lokalen Fall ist, also die Bestimmung von g(Xo(N)) in der Situation N = p".

Lokale Notation. Wir verwenden im weiteren Verlauf der Arbeit gegebenenfalls die Schreib-
weise eg(p") fiir die Eulercharakteristik der Kurve Xo(p") und go(p") fiir das Geschlecht der Kurve
Xo(p"). Mit Ausnahme von dem Kapitel, welches den globalen Fall abhandelt, ist fiir den restlichen
Teil der Arbeit die nachfolgende Notation giiltig:

11



p € A ist ein Primpolynom.

R := A/(p") wird vermdge der kanonischen Verkniipfungen von Restklassen zu einem endli-
chen, kommutativen Ring mit 1- Element.

e Es bezeichne d := deg(p) den Grad des Primpolynoms p € A.

e Dariiberhinaus verwenden wir die allgemein iibliche Schreibweise fiir die Einheitengruppe:
R :={aeR|IER:b-a=a-b=1}.

An dieser Stelle weisen wir darauf hin, dass der Exponent r unseres Primpolynoms p nichts mit dem
Rang r bei der Berechnung des Geschlechts X™"~(N) aus der Arbeit von Ernst-Ulrich Gekeler zu
tun hat. Dies sollte beim Verweisen auf diese Arbeit mit der entsprechenden Notation beim Leser
nicht fiir Verwirrung sorgen.

Bemerkung 4. Der von uns betrachtete Ring R = A/(p") ist ein lokaler Ring mit maximalem
Ideal (p)/(p"). Das maximale Ideal bezeichnen wir mit p. Wir schreiben dann ,,7“ fiir einen Erzeuger
des maximalen Ideals in R, also p = (7). Solange wir iiber dem festen Ring R arbeiten, schreiben
wir stets ,p* “ mit 0 < 4 < r fiir Potenzen unseres maximalen Ideals p im Restklassenring R.

Bemerkung 5. Wir verfiigen iiber eine ,verstiimmelte “ Bewertung auf R = A/(p") vermoge
vp: R—{0,...,7}
f o suplil f € p'}
mit den Eigenschaften
vp(a - b) = minfvy(a) + vy(b), 7}

vpla)=r ©a=0
op(a+b) = min{uy(a), vy (8)}.

—~ o~
o g O
=

Damit bemerken wir insbesondere wegen R = R* U p:

vp(a) =0 a€ R (9)
vp(a) >0 acp. (10)

Ist f € R beliebig, so ldsst sich f in der Form f = un® mit 0 < k < r und u € R* schreiben.

Bemerkung 6. Wir nutzen im Laufe der Arbeit wie folgt aus, dass wir {iber einem lokalen Ring R
mit maximalem Ideal p arbeiten: Bei nahezu allen Rechnungen gehen wir zum Restklassenkorper
R/p = [Fga iiber und folgern mit bekannten Tatsachen iiber endlichen Kérpern unsere Ergebnisse.
Dann verwenden wir je nach Situation eine geeignete Version des Lemmas von Hensel (Lemma 1)
oder des Lemmas von Nakayama (Lemma 2), um die Resultate iiber R/p nach R zu liften.

Lemma 1. (Lemma von Hensel fiir vollstindige lokale Ringe) Sei R ein vollstindiger, lokaler
Ring mit maximalem Ideal p und sei R/p der entsprechende Restklassenkorper. Fir f(T) € R[T]

sei f(T) € (R/p)[T] das Bild von f unter dem Ringhomomorphismus R[T] — (R/p)[T], in-
duziert durch den kanonischen Ringepimorphismus R — R/p. Falls sich [ faktorisieren lisst zu
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f(T) = g(T)h(T) mit teilerfremden, normierten Polynomen g(T), h(T) € (R/p)[T], so existieren

eindeutig bestimmte, normierte Polynome g(T), h(T) € R[T], sodass g(T), h(T) gerade die Bilder
von g(T), h(T) unter dem Ringhomomorphismus R[T] — (R/p)[T] sind.

Beweis. Wir verweisen auf die entsprechende Literatur zur kommutativen Algebra. Einen Beweis
der fiir uns passenden Version des Lemmas von Hensel findet man etwa im Manuskript [Hoc12]. O

Korollar 1. Das Lemma von Hensel in der Form von Lemma 1 gilt fir den im Rahmen dieser
Masterarbeit betrachteten Ring R.

Beweis. Der hier betrachtete Ring R ist nach Bemerkung 4 lokal mit maximalem Ideal p. Unser
Ring R ist offenbar auch vollstandig, da p” = {0} gilt. O

Lemma 2. (Lemma von Nakayama fiir lokale Ringe) Sei R ein lokaler Ring, p sein maximales
Ideal und R/p der Restklassenkorper. Weiter sei M ein endlich erzeugter R— Modul. Dann ist
{z1,...,xn} ein minimales Erzeugendensystem fiir den R— Modul M genau dann, wenn {Z7, ..., Ty }
eine Basis des R/p-Vektorraums M/p ist.

Beweis. Diese Version des Lemmas von Nakayama ist etwa im Vorlesungsskript von Dr. Thomas
Markwig bewiesen ([Marl3] NAK 3). Eine geeignete Darstellung des Lemmas von Nakayama und
eine gute Ubersicht zu Henselschen Ringen findet man aber auch in [Eis04]. O

Beobachtung 1. Wir konstatieren: Fiir die kurzen exakten Sequenzen

0 prtt p’ p/p Tt ——0 (11)
von endlichdimensionalen F;— Vektorrdumen gilt fiir alle 0 < j <r —1:
7| = ¢"" .

Dies schen wir wie folgt ein: Es gilt [p7 /p/*!| = |R/p| = |A/p| = |F ] fiir alle 0 < j < r — 1. Fiir
J = 0 ergibt sich die kurze exakte Sequenz von F;— Vektorrdumen

0 p R R/p 0. (12)

Wir wenden die Formel fiir die alternierende Summe der Dimensionen von Vektorrdumen auf die
kurze exakte Sequenz (12) an und erhalten dimp p = d(r — 1). Somit ergibt sich: |p| = ¢%"~V. Es
lassen sich nun iterativ die Grofien der pj fiir alle 2 < j < r — 1 aus der kurzen exakten Sequenz
(11) bestimmen. Wir vermerken:

|R*| = ¢V (g" - 1), (13)
Lemma 3. Fir eine Gruppe H C GL(n,F,) sind dquivalent:
(i) H ist zyklisch mit |H| = ¢™ — 1.

(ii) H ist Bild einer Einbettung vp : Fyn — GL(n,F,). Dabei ist B eine Basis des Fy— Vektorraums
Fgn und tg(X) ist die Darstellungsmatriz der Multiplikation mit X in Fon beziglich der Basis B.
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Beweis. (1) = (ii). Es sei H =< a >. Zunéchst ist zu zeigen, dass das Minimalpolynom p,(T") €
F,[T] von a tiber Fy irreduzibel vom Grad n ist, also mit dem charakteristischen Polynom x, von
a iibereinstimmt. Dies ist ausfiihrlich in [Geil5] begriindet.

Es sei A\ ein Eigenwert von a. Wir bemerken nun, dass das charakteristische Polynom der Dar-
stellungsmatrix my, welche die Multiplikation mit dem Element A € Fyn = F,[T]/(x,) beziiglich
einer Basis B des F;— Vektorraums Fg» realisiert, mit y, {ibereinstimmt. Also sind a und my
konjugiert: 3A € GL(n,F,) mit a = AmyA~!. Damit ist A bereits eine primitive (¢" — 1)—te Ein-
heitswurzel. Vermoge der Abbildung A — AmyA~! ist dann eine Einbettung Fyn — GL(n, Fy),
wie gewiinscht, gegeben.

(ii) = (i). Die ist klar wegen der Invarianz der Ordnung unter dem injektiven Gruppenhomomor-
phismus ¢p : Fy. — GL(n,F,). O

Bemerkung 7. Eine Gruppe, die den dquivalenten Eigenschaften von Lemma 3 geniigt, heifit
Cartan-Gruppe. Je zwei Cartan-Gruppen sind konjugiert. Im Folgenden werden wir Cartan-Gruppen
in GL(n,F,) verwenden mit n = 2 oder n = 3. Fiir solche n wihlen wir jeweils eine feste Cartan-
Gruppe, die wir mit Car(2) bzw. Car(3) bezeichnen.

Wir benétigen fiir die weiteren Rechnungen die Gruppen

a 0 0
Z = 0 a Olacl,,, (14)
0 0 a
G = {g € GL(3, R)|det(g) € F;}/Z, (15)
P11 ‘ P12 P13
P = 0 lp11 - det(A) € Fy; A € R¥*?; piy,pia,pis € Ry /2, (16)
0
al|l b ¢
Goo = 0 la € Fy; b,c € Ryy € Car(2) » /Z, (17)
0 Y
q-— 1 q2 -1 q2dr .
mit |Goo| = ( ); — ) = (¢* — 1)g%, (18)
alb c
U= 0la 0 |laeFy; bce R /Z, die p— Sylowuntergruppe von G, (19)
010 a
-1 2dr
q—1
¢’ —1
C = Car(3)/Z mit |C| = o =¢ +q+1 (21)

Die Cartan-Gruppen Car(2), Car(3) wurden in Lemma 3 und der anschliefenden Bemerkung ein-
gefiithrt. Obwohl wir geméf8 Lemma 3 nicht an die Auswahl eines Minimalpolynoms gebunden sind,
werden wir fiir die Rechnungen im zweiten Kapitel die Cartan-Gruppe Car(2) explizit durch die
Wahl eines Minimalpolynoms realisieren. Wegen der Lokalitédt von R nutzen wir im weiteren Ver-
lauf stets aus, dass det(A) € R* < det(A) Z0 mod p gilt.
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Bei der Gruppe G' = G(N) handelt es sich um die Galois-Gruppe der Uberlagerung X (N) — X (1)
im lokalen Fall, also fiir priméiren Fithrer N = p”. Ebenso ist die Gruppe P = P(N) hierbei die
Galois-Gruppe der Uberlagerung X (N) — Xo(N) in der lokalen Situation N = p". Weiter gilt: Es
gibt einen Punkt ,,00 von X (N) iiber j = oo mit Fixgruppe G, wie oben definiert (siehe [Gek14]
Theorem 8.2) und einen Punkt ,e* von X (V) iiber j = 0 mit Fixgruppe C. Da G = G(p") transitiv
auf den Spitzen (den Punkten iiber j = 0o) mit Fixgruppe G, und auf den elliptischen Punkten

(den Punkten iiber j = 0) mit Fixgruppe C von X (p") operiert, gilt: |{Spitzen von X (p")}| = %

und |{elliptische Punkte von X (p")}| = %

P11 ‘ P12 P13

Lemma 4. Fir P = 0 A Ip11 - det(A) € Fi; A € R**?; pu,pia,ms € Ry /Z C
0

G ergibt sich: |P| = (¢** — 1)(q% — 1) ¢?dr—1),

Beweis. Wir bestimmen zunéchst [{(p11, A)[p11 - det(A) € R*}|. Hierzu reduzieren wir modulo p.
Bekannte Resultate fiir GL(2,Fya) liefern uns unmittelbar: [{A|det(A) € Fr,} = (¢*¢ — 1)(¢** —

q?) = ¢%(¢** — 1)(¢% — 1). Wir liften nun wieder nach R, indem wir jeden Parameter in der 2 x 2—
Untermatrix A mit |p| multiplizieren.

Wir haben dann fiir p1; gerade ¢ — 1 Wahlmoglichkeiten, sodass die stérkere Determinantenbedin-
gung pi1 - det(4) € [y erfiillt ist. Die Parameter p12, p13 € R sind, unabhéingig von der Bedingung,
frei wihlbar. Wir erhalten somit nach ,,Herausdividieren“ der Gruppe Z

g—1 qd q2d -1 qd -1 q4d(r—1)q2dr . .
‘P‘: ( ) ( q)(_l ) :(q2d_1)(qd_1)q3d q3d( 1). (22)

O

Definition 2. Aus Griinden der Zweckméfigkeit fiir die weiteren Rechnungen definieren wir den
projektiven Raum iiber unserem lokalen Ring R wie folgt:

P"(R) : = {(ao, ...,an) € R"™" : Y Ra; = R}/ ~, (23)
i=0
wobei

(ao,...an) ~ (bo,...7bn) (24)
S Jue R tua; =b; Vi=0,...,n. (25)
(26)

Lemma 5. Fir unsere lokale Situation erhalten wir:
HPW(R)‘ _ qdn('r'—l)(qdn + qd(n—l) 4o+ 1) =i¢, (27)

Wir extrahieren nun die folgenden Fille:
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1. PY(R) ist die ,projektive Gerade® iiber R, mit
e1 = (¢ +1)g?—1.

2. P2(R) ist die ,projektive Ebene® iiber R, mit
€9 = (q2d 4 qd 4 1)q2d(7"71)'

Beweis. Die Bedingung an (ao, ..., a,) in (23) bedeutet: Wenigstens eines der a; (0 < i < n) liegt
in R*. Setzen wir dasjenige a; mit kleinstem Index 7 vermége (24) auf 1, so ergibt sich:

RS(1) := (1,b1,b2,...,b,), bi€R V1<i<n

RS(2) := (e1,1,bg,..,b,), c1€p, b eR V2<i<n
usw.

RS(n) := (c1,¢2,..5¢n,1), c;€p V1<i<n.

~ o~~~
W W NN
= O ©
— N N N

Wir summieren nun {iber das disjunkte System von Représentanten auf und erhalten

n—-1 ) ) dn(r—1)(,d(n+1) _ 1
qur(n—z)qdz(r—l) — q (C;] ) — |Pn(R)| (32)
i=0 ¢ -1
O
Bemerkung 8. Wir benotigen die folgenden Identifikationen.
G/P = G/P ———>P*(R)
G//P/
. . . ¥k %
Hierbei ist G = GL(3, R) und entsprechend G D P = {|{ 0 * x|}. Auerdem ist G' = {g €
0 = =

GL(3, R)|det(g) € F;} und somit P’ = P N @' Die Bijektionen der Nebenklassenmengen sind
kanonisch definiert und die rechte Abbildung wird in folgendem Lemma beschrieben.

Lemma 6. Wir identifizieren die Menge der linken Nebenklassen G/P mit der ,projektive Ebene
tber R, wie folgt:

¢0:G/P =5 G/P =5 PX(R) (33)

o o

* x| = (a:b:c) (34)

Dabei stehen an den mit x gekennzeichneten Stellen beliebige Fintrdige aus R.
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Beweis. 1. Wohldefiniertheit.

3 a’ * % . . . a * * L . P11 * * ~ .
Sei [ o « « | in der gleichen Nebenklasse wie (b * ) Dann existiert ein ( 0 *) € P mit:
¢ % x C * >k * ok
a x x a *k * P11k * pria  x ok
b ox x| =|b  x|-[ 0 % x|=/|pub * = (35)
d x * c k% 0 x = pnc * %

a  x x
€R*
o(| 0 * x|)=(pura:pub:pnc)’'=" (a:b:c).
d x %

Damit ist die Abbildung ¢ wohldefiniert.

2. Injektivitét.

Es sei
a a’
e(| b ) =(| V' ) (36)
c c
Dies ist dquivalent zu
(@:b:c)=(a :b :¢) (37)
& Jue R (dV, ) =u(a,b,c). (38)
Damit ergibt sich aber offenbar:
a ua * a U
b =|ub x x| =10 0 )
d uc * c * 0
wobei <§ z z> € P gewiihlt wird. Also gilt schon (g; : :) = (g Z z) € G/P.

3. Surjektivitit.
Offensichtlich finden wir zu jedem Tupel (a : b : ¢) € P?(R) eine passendes Element ((é Z

* ¥ ¥

)e

O

G / P, indem wir unsere frei withlbaren Parameter geeignet wiihlen.
Bemerkung 9.

1. Eine analoge Identifikation ist auch mit rechten Nebenklassen P\G méglich; dies ist bei der
Bestimmung der Verzweigungszahlen an den elliptischen Punkten von Bedeutung.
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2. Wegen der obigen Isomorphie ergibt sich |G| = e2|P|. Dies folgt auch direkt durch Vergleich
von G mit SL(3, R), wie in [Gek14] 11.1.2 zu schen ist. Die Strategie, zunéichst die Kardinalitét
von P zu bestimmen, war jedoch hier eingéngiger, weil das Prinzip der Reduktion modulo des
maximalen Ideals p von R mit anschliefender Liftung, welches grundlegend fiir die gesamte
Arbeit ist, zur Anwendung kommt.

18



2 Spitzenverzweigung

Wir wollen im nachfolgenden Abschnitt die Verzweigung der Uberlagerung X (p") — Xo(p")
an den Spitzen berechnen. Mit den Parametern r = 3 und k¥ = 2 gemifl der Ausarbeitung von
Ernst-Ulrich Gekeler existiert eine ausgezeichnete Spitze von X (p”), die wir mit ,,00* bezeichnen,
sodass die Fixgruppe von co in der verzweigten Uberlagerung X (p") — X (1) gerade die Gruppe
Goo = Goo(p"), wie zuvor definiert, ist. Dies rechtfertigt die Schreibweise G, ([Gek14] Theorem
8.2 mit anschliefender Bemerkung). Diese Resultate sind Grundlage der weiteren Rechnungen.

Bemerkung 10. Da G(p") transitiv auf den Spitzen von X (p") mit Fixgruppe G, operiert,
erhalten wir:

1. Die Spitzen von X (p”) stehen in kanonischer Bijektion zu G/Gw. Ist {¢} ein Repriisentan-
tensystem fiir G/G o, so gilt:
G/Goo —> {Spitzen von X(p")}. (39)
§ — £(0) (40)
2. Die Spitzen von Xo(p”) stehen in Bijektion zu P\G/G, also
P\G/Goo —> {Spitzen von X,(p")}. (41)
Bemerkung 11. Ist {z} ein Reprisentantensystem fiir G/P und {y} ein Reprisentantensystem
fiir P/G oo, so ist {{} = {z -y} ein Reprisentantensystem fiir G/G.
{v} {=}
—~_
UcG,CPCG (42)
—_——

{&={zv}

Lemma 7. Ist {¢} ein Reprisentantensystem fir G/Goo 50 ist $Goo 1= EG o€ Fizgruppe zur
Spitze £(00) = Q; mit § = x -y ist dann G = “(YGuo). Fiir die Verzweigungszahlen ag von Q
der Uberlagerung X (p") — Xo(p") an den Spitzen erhalten wir:

ag=|PN SG|+|PN *U|-2. (43)

Beweis. Wir miissen zeigen: *Go, = Gg.
Es sei g € G. Dann gilt:

9(Q)=Q (44)

& g(£(00)) = €(0) (45)
& g€ (00) = 00 (46)
&gt e Gy (47)

& g€ € €Gae (48)

& g€ &G, (49)
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also erhalten wir Gg = $Goo. Ebenso leicht rechnen wir unter Beachtung von Bemerkung 11 nach,
dass

*Goo = EGoE™! (50)
= (2 y)Goo(z )~ (51)
= (2 y)Gooly™ -a7") (52)
= a(y Gy~ o™ (53)
= "("Gx) (54)
gilt. Die Formel fiir die Verzweigungszahlen ag erhalten wir unmittelbar aus der Verzweigungsfil-

trierung bei j = oo. Es liegt eine moderate Verzweigung vor, d.h. die zweite Verzweigungsgruppe
Goo,2 st trivial (siehe [Gek14] (8.3.2) und Theorem 8.4). O

Fiir nachfolgende Rechnungen und Lemmata ignorieren wir bei der Schreibweise von Elementen aus
U, G, P C G fiir gewohnlich die Gruppe Z. Hierbei meinen wir aber immer die entsprechende
Nebenklasse.

Bemerkung 12. Wir kénnen die, in Bemerkung 7 eingefiihrte, Cartan-Gruppe Car(2) durch
die Wahl eines Minimalpolynoms f(T') € F,[T] explizit konstruieren. Hierzu wéhlen wir f(T') =
T? — KT — L € F,[T] irreduzibel. Damit hat die Cartan-Gruppe Car(2) die Gestalt

Y11 L2
Car(2) = o1 € Fy, (71, 0,0)}, 55
ar(2) {<721 - +K721) 711,721 € Fg, (711,721) # (0,0)} (55)

wobei wir fiir char(F,) # 2 annehmen kénnen, dass K = 0 gilt.

Beobachtung 2. Ein h € YG., = yGy~ " ist von der Form mit a € Fy und

b',c € R. Hierbei lduft 4" € GL(2, R) durch eine konjugierte Gruppe von Car(2) C GL(2, R). Man
iiberzeugt sich leicht, dass

a12a22 — az1011L — aza12K

= + =: + 56
Y11 = Y11 det( 1) Y21 Y11 T Q1721 ( )
p —a12a22 + az1a11L + arra K
= =: + 57
Yoo = Y11 + det(A) Y21 =: Y11 + Q221 (57)
La?, — d?, + a11a12K
/ 11 — 012 T a11012
= = 58
M2 det(A) Y21 =: 1721 (58)

2 2
, a5y — a5 L — agsag; K
= =: 59
Y21 det(A) Y21 =t B2y21 (59)
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gilt. AuBlerdem erhalten wir

1
b= det(A) {a(a21p13 — agp12) + pu1(aeb — azic) + 71 (azepi2 — a21p13) (60)
+ 721 (a22p13 — a21p13 K — a21p12L)} (61)
1
d = dot(A) {a(alzpu —anp13) — pri(aic — a12b) + yi(aipis — aizpi2) (62)
+ v21(—a12p13 + a11p13K + a11p12L)}; (63)
P11 P12 P13
hierbei sind die Elemente aus {y} von der Form ( 0 a1 ars ) Wir erhalten die Gestalt von YG
az1 a2

unmittelbar durch Nachrechnen.

YCar(2)—— GL(2, R)

o~
GL(2,R/p)

Wir bemerken, dass YCar(2) vermoge k wieder auf eine Cartan-Gruppe in GL(2, R/p) projiziert
wird.

Bemerkung 13. Es erweist sich im Nachfolgenden als zweckméfig, das folgende Représentanten-
system {z} fiir G/P zu fixieren.

1 0 0 ) u 1 0 _ u 1 0
{z}={|v 1 O)jv,weR}U{|1 O Of|luepweR}U{[v 0 1| |u,vep} (64)
w 0 1 w 0 1 10 0
—=: RS(1) URS(2) URS(3) (65)

Um eine korrekte Notation zu gewihrleisten, erweist es sich aulerdem als sinnvoll, ein beliebiges
Représentantensystem Y fiir P/Go, zu fixieren. Insbesondere schreiben wir im Nachfolgenden

auch kurz .,z € RS, falls z € RS(1) U RS(2) U RS(3). AuBerdem bezeichnen wir mit ,y* im
Nachfolgenden stets Elemente aus unserem Reprisentantensystem Y.

Bemerkung 14. Wir verwenden die disjunkte Aufteilung G, = G&) U Gg)), wobei

a b c

GO =S(0 ~;1 0 (66)
O 0 Y11

GQ) =G \GY (67)

Auflerdem sei x € RS und y € Y. Dann erhalten wir mit dieser Aufteilung:

|G oo Jalls z=1

| (VGoo)l {|Pm GO+ PN *(vGP)| Ltalls x#1
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Gilt z = 1, so ist die Behauptung wegen YG., C P klar. Wir werden im Nachfolgenden feststellen,
dass die Kardinalitdt des Schnittes P N w(ngi)) unabhéingig von y ist. Aulerdem werden wir
zeigen, dass PN ’”(yG(()%)) fiir x # 1 nur bei geradem Grad d unseres Primpolynoms p nichtleer ist.
Lemma 8. Wir erhalten |P N JE(ngi))| =|PnN ””Gg)|. Fir g € G kénnen wir also y = 1
annehmen und gemdfS Satz 1 abzdhlen.

Beweis. Ist g € Gg), so erhalten wir fiir Yg mit den Bezeichnungen wie in Beobachtung 2 unmit-
telbar 4/ = . Man iiberzeugt sich nun mit der expliziten Gestalt von V', ¢’ aus Beobachtung 2 und
mit einem genaueren Blick auf die Abzéhlargumente aus Satz 1, dass der Schnitt P N ’”(ng))

lediglich von x abhéngt, wir also y = 1 setzen konnen. O

Satz 1. Firx € RS(1) mit den Koordinaten v, w sei k(v,w) := min{v,(v),vy(w)}. Dann erhalten
wir fir den Beitrag |P N ng)L
(g —1)g™ Jfalls k=0
qr+2k) Jalls 1<k < g
1PN QY| = { g alls L <k<r—1 (69)
(@ =1 falls k=1
(q—1)g%  ,falls =€ RS(2)U RS(3).

s}

a b c
Beweis. 1. Ist 1 # 2z € RS(1), so erhalten wirmit g= |0 1 0 | € s
0 0 Y11

fge P& <U) ist Eigenvektor von v zum Eigenwert a’ := a — (vb + wc) (70)
w

& (a— (vb+we) —7) - (Z) _ (8) in R2, (71)

wie eine leichte Rechnung zeigt.

a) Es gelte (z)) % (8) mod p. Es sei O.B.d.A. v #0 mod p. Wir suchen eine Losung der

Gleichungen

(@' —m1)v =2w (72)

(a' —y)w = y21v (73)

Wegen v12 = 721 = 0 ergibt sich unmittelbar v = (‘6/ (3/) . Unsere Cartan-Matrix -y ist

nun durch o’ € F} eindeutig festgelegt. Mit a € F}; konnen wir ¢ € R frei wihlen, denn
wegen v Z 0 mod p erhalten wir

—wc—vb=d —acl, (74)

we+a —a

Sbh=— (75)

v
Also b ist dann bei Wahl von a € F; und ¢ € R festgelegt. Wir erhalten folglich nach

,Herausdividieren“ der Gruppe Z: |P N IG&” = (q*ql# = (q—1)g%.
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b) Es sei nun (;’}) = (8) mod p. Wir schreiben v = w17 und w = upm! mit uy,us € R*
und k,l > 0. Wegen 712 = 21 = 0 nehmen unsere Eigenwertgleichungen die Gestalt

(' —411) =0 mod p"*k (76)

(@' —~11) =0 mod p"* (77)

an. Wir nehmen nun O.B.d.A an, dass v,(v) = k < [. Damit geniigt es die erste Kon-
gruenz zu betrachten:

a =1 modp"* (78)
& a— (vb+we) =y mod p Tk, (79)

also ergibt sich v = (¢ 2). Wir erhalten demnach die Gleichung

vb+we=0 mod p"* (80)

& pP(urb + uaep! %) =0 mod p" k. (81)

Wir wéhlen nun ¢ € R beliebig und unterscheiden Fille fiir k = vy (v) < vy (w).
i. Es sei zunéchst 1 < k < %

S urhb+usep ¥ =0 mod pm2 (82)

&b= f%cpl*k mod p" 2k (83)
Uy
Offenbar gibt es nach obiger Kongruenz nach Wahl von ¢ € R fiir b gem&fl Beobach-
tung 1 gerade g(r—(r=2k) = ¢2dk Wahlmoglichkeiten. Also ergibt sich |PN 2G| =
dr 2dk

(¢=1)q¢""q™™" _ _d(r+2k)
q—1 =4 )

ii. Esseinun § <k <r—1. Wir erhalten nach obiger Kongruenz keine Einschréinkung
fiir b. Also folgt unmittelbar [P *GY)| = @=DE™ — g2dr,
In beiden Fillen wurde beim Abzéhlen wie gehabt zum Schluss die Gruppe Z = Fj
beriicksichtigt.

2. Ist x € RS(2) URS(3) und g € G wie zuvor, so folgt
*ge P b=0und y9; =0 (84)

nach einer leichten Rechnung. Wir kénnen den Parameter ¢ aus R frei wihlen; bei der Wahl
einer diagonalen Cartan-Matrix v, sowie a € F} erhalten wir also nach , Herausdividieren®

der Gruppe Z: |PN ”(ng))\ = (q_q%)jqdr = (q—1)q?".

O

Beobachtung 3. Gilt d =1 mod 2, so ist PN “"(ng)) = (). Dies machen wir uns wie folgt klar:
Ist g € Gg,i), so iiberzeugt man sich mit h = ¥Yg leicht, dass die Konjugation mit 1 # x € RS(1)
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auf das Eigenwertproblem (70) mit Parametern v € YCar(2) und a := a — (vd’ + wc’) fiihrt. Eine
einfache Rechnung zeigt, dass v und v’ das gleiche charakteristische Polynom haben. Dann ist aber
@ Nullstelle des irreduziblen (weil v nichtdiagonal ist!) charakteristischen Polynoms x., = x~. Es
ergibt sich nach Reduktion modulo p

X~(@) =0 mod p (85)
~a € Fpe, (86)

mit Fg2 C Fa. Dann muss aber fiir den Grad d unseres Primpolynoms p offenbar schon gelten:
d=0 mod 2. (87)

Die Konjugation mit € RS(2) U RS(3) liefert die Bedingung S = 0, wie in Satz 2 zu sehen
sein wird. Die Rechnungen in Lemma 10 werden zeigen, dass diese Bedingung fiir d = 1 mod 2

nicht erfiillt sein kann. Um eine iibersichtliche Darstellung zu erreichen, verwenden wir daher im
Nachfolgenden die Funktion

(83)

0 ,falls d=1 mod 2
w(d) =
1 ,falls d=0 mod 2.

Satz 2. Es sei x € RS wie zuvor. Auflerdem sei y € Y. Dariiber hinaus bendtigen wir die, in
Beobachtung 2 eingefiihrte, Hilfsgrife So. Es gilt mit xo € RS(2) U RS(3):

S Y pn @) =w@{yl- > P0G (39)

1£zERSyEY 1#£z€RS(1)

+{RS(2) U RSB)H - Iy € V1B = 0} - [P0 = G2) L (90)
=w(@{ Y] 2R gl — 1)g™ (91)

+1{RS(2) U RSB} - [y € Y152 = 0} - ala — o™ }. (92)

Beweis. Wir betrachten nun g € Ggi). Ist h = Yg von der Form mit a € Fy,

b, € Rund Yy =+ € GL(2, R), so fithrt die Konjugation mit 1 # 2 € RS(1) auf das Eigenwert-
problem (70) mit Parametern a, b, ¢’ und +/. Gilt nun (Z) = (8) mod p, so hat das Eigenwertpro-
blem keine Losung, denn das Argument nach (79) zeigt, dass eine Losung nur fiir ein diagonales
~" existiert, d.h. fiir g € G, Die R/p- linear unabhéingigen Eigenvektoren ('), (:222) %0 mod p

w1
spannen Eigenrdume < (;’)11 ) >p/p und < (;’]22) >p/p liber R/p auf, welche sich unter Beachtung
der fiir uns passenden Version des Lemmas von Nakayama (Lemma 2) zu zwei Eigenrichtungen

nach R liften, sodass wir gerade

[{(v,w) € R?| PN *(*GD) # 0}| = 2| R (93)
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v
w

erhalten. Wir kénnen nun wie in Satz 1 mit ( ) 2 (8) mod p annehmen, dass O.B.d.A v Z 0
mod p gilt. Dann erhalten wir analog zu (74) und (75):

—wc —vb' =d' —acT, (94)

wce +a —a

sV = (95)

v
Also ist dann b bei Wahl von a € I, durch ¢’ € R festgelegt. Wie man sich mit Beobachtung 2 leicht
iiberzeugt, stehen die Parameter V', ¢ iiber invertierbare Eintrige aus P so mit den Parametern
b,c in Zusammenhang, dass wir bei Auflésen nach V', auch stets nach b,c auflésen konnen.
Daher tritt der Beitrag |P N ’”(ng%))\ fiir 1 # « € RS(1) unabhéngig von y auf. Bei Wahl einer
nichtdiagonalen Cartan-Matrix v, a € Fy und ¢ € R ergibt sich nach ,,Herausdividieren® der
Gruppe Z und Aufsummieren iiber alle 1 # x € RS(1), fiir welche der Schnitt |P N m(ng)H
nichtleer ist, sowie alle (frei wihlbaren) y € Y, also die Behauptung.

Es sei wie gehabt h = ¥g mit g € G, Die Konjugation mit zy € RS(2) URS(3) liefert

Th e Péel =0und vl =0 (96)
< b =0 und (721 = O) V (52 = 0) (97)

(2)
9= — 0 und o = 0 (98)

Der Beitrag |P N I(”Gg))\ tritt also unabhingig von 2o € RS(2) U RS(3) auf. Die explizite
Gleichung fiir b = 0 zeigt, dass wir einen der Parameter b oder ¢ aus R frei withlen und bei der Wahl
einer nichtdiagonalen Cartan-Matrix v von g € Gg), sowie a € [y, stets nach dem jeweils anderen
Parameter auflosen konnen. Damit erhalten wir also wiederum nach ,, Herausdividieren“ der Gruppe

Z und Aufsummieren iiber alle (frei wihlbaren) zo € RS(2) U RS(3), sowie alle zuliissigen y € Y
(d.h. diejenigen y, fiir welche die Hilfsgrole 8y verschwindet!), die Behauptung. O

Wir miissen nun noch die Anzahl der Nebenklassen « € RS(1) abzéhlen, fiir welche die Werte aus
Satz 1 auftreten.

Lemma 9. Es sei x € RS(1) mit Parametern v,w wie gehabt. Fir die Hilfsgrife
ni = [{(v,w) € R?| min{vy(v),vy(w)} = k}| ergibt sich dann:

1 Jfalls k=r
= . 99
Tk {(q2d _ 1)q2d(r7k71) ,falls L 7& r ( )

Beweis. Wir miissen ny, = {(ur®, a)|a € p¥} U {(a, un*)|a € pF+1} abzihlen. Mit der Uberlegung
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ur® = u/7" < u—u' =0 mod p"F fiir k # r, ergibt sich:

e = [pF[ - [RY /TR  [pE R e (100)
= |R*/p" "] (Io®[ + [p"+1)) (101)
_ (W . (qd(rfk) _i_qd(rfkfl)) (102)
_ (qd(r—k) _ qd(r—k—l)) . (qd(r—k) + qd(r—k—l)) (103)
— 2Ar=k) _ 2d(r—k=1) (104)
= (" = 1)L, (105)

Fir k = r gilt offenbar v,(v) = vy(w) = r & (v,w) = (0,0), also ny = 1. Man kann sich zur
Bestédtigung der obigen Formel auch leicht davon iiberzeugen, dass ZZ=0 n = ¢>% gilt. O

Korollar 2. Wir werten nun als Zwischenfazit die Summe S := Z;;(l) ng(|PN ng)| +|Pn *UJ)

aus:
r—1
§=Y"m(Pn *GY|+|Pn “U|) (106)
k=0
= (q+ 2L£J)(q2d —1)qGr=2) 4 22" (2= La =D ), (107)

Beweis. Es erweist sich trotz der Fallunterscheidung aus Satz 1 fiir k(v, w) = min{v,(v), vp(w)}
als zweckméfig, unsere Summe in die folgenden Bereiche von k aufzuteilen. Wir entnehmen die
Werte fiir die jeweilige Verzweigung aus Satz 1.

1. k =0 liefert den Beitrag (¢*? — 1)g4(3r=2)+1,
2. Fiir 1 < k < | %] erhalten wir durch Auswerten der Summe den Beitrag 2| %] (¢%? —1)g?*7=2.

3. Im Bereich [%] +1 < k <r — 1 ergibt sich der Wert 2¢2%" (¢?*("=L2]-D —1).

Aufsummieren der Einzelbeitrage in den jeweiligen Bereichen fiir k liefert den Wert fiir S. O

Wir erinnern den Leser daran, dass der Schnitt P N *o (ng)) bei Konjugation mit xg € RS(2) U
RS(3) genau dann nichtleer ist, wenn die in Beobachtung 2 eingefiihrte Hilfsgrofle 82 verschwindet.
Wir zdhlen im nachfolgenden Lemma nun die Anzahl aller Nebenklassen y € Y ab, sodass die
Bedingung 3, = 0 erfiillt ist.

Lemma 10. FEs sei § = (p(l)1 55 gi;) € P. Es sei weiterhin ¥ € YCar(2) konjugiert zu einem

0 a21 a3z
. o 2 B Lo~
]:e‘;iigae:;ihilieEZa;:KE Car(2) (mit Minimalpolynom f(T) = T° — KT — L € F,[T]). Mit 31 =

det(A) Y21 = 52721, erhalten wir

{7 € P|B2 = 0} = 2(¢* — 1)2¢q?g*4 "D g2, (108)
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Dann gibt es

2(qd _ 1)2qdq3d(r71)

1
q2_1 ( 09)

Nebenklassen y € Y mit By = 0 (Hierbei gelten die Bezeichnungen aus Beobachtung 2).

Beweis. Wir fithren eine Fallunterscheidung nach der Charakteristik durch. Wie schon bemerkt,
kénnen wir fir char(F,) # 2 annehmen, dass K = 0 gilt. Wir nehmen O.B.d.A an, dass a1z, a1 €

R* und formen unsere Bedingung By =0 geeignet um. Um eine {ibersichtliche Notation zu erhalten,
ignorieren wir fiir die nachfolgenden Rechnungen die Tilde bei den so gekennzeichneten Eintrégen
Dij, 0i; aus P.

B2 =0 (110)

S a2y —aiL=0 (111)
& a3y = a3 L (112)

& a9y = +an VL (113)

Wir reduzieren modulo p und kénnen unsere Rechnung auf die Bestimmung von

ai1 @12 aiil @12 % . . . .
{ <a21 :l:\FLagl)Hdet <a21 :tﬁagl) € I}, }| beschranken. Offensichtlich haben wir a2, a2 €

IFZd und einen frei wihlbaren Parameter aq; € Foa. Wir liften nun nach R, indem wir jeden der
Parameter a1, a12, as; mit |p| multiplizieren.

Wir haben dann fiir p;; gerade ¢ — 1 Wahlmoglichkeiten, sodass die stéirkere Determinantenbe-
dingung erfiillt ist. Die Parameter pi2,p13 € R sind, unabhéngig von der Bedingung, frei wéhlbar.
Wir erhalten somit nach ,,Herausdividieren* der Gruppe Z

(q _ 1)(qd _ 1)2qdq3d(r—1)q2dr
q—1

~ 2 rT— T
{7 € P|B2=0}| = =2(q"* — 1)2¢%¢* Vg, (114)

G operiert kanonisch von links auf der Menge {§ € P|fy = 0}. Mit |Goo| = (¢> — 1)¢?*" ergibt
sich dann die Behauptung.
Es gelte nun char(F,) = 2. Wir kénnen wiederum O.B.d.A annehmen, dass a2, as1 € R* gilt und

formen unsere Bedingung fy = 0 geeignet um.

By =0 (115)
54 052 — a%lL —agpa1 K =0 (116)
SR (G22y2 ) D2 g 1 (117)
a21 a21
o222 ¢ Fg2 (118)
a21

Wir bemerken, dass das irreduzible Polynom f(T) = T? — KT — L € F,[T] in F,2 zwei einfache
Nullstellen A, X" hat (endliche Kérper sind vollkommen). Folglich gilt:

(aga = Aaz1) V (az2 = Nasgi) (119)
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Also gibt es bei Wahl von as; genau zwei Moglichkeiten fiir die Wahl von ags. Damit kénnen wir
vorgehen wie in der Situation char(F,) # 2. O

Beobachtung 4. Mit den Werten |P N *(YG)| und [P N #(YU)| (siehe Satz 1 und Satz 2) und
den HilfsgréBen kénnen wir nun die Verzweigungszahlen ag an den Spitzen {(c0) = @ angeben
und durch Aufsummieren den Beitrag zur Riemann-Hurwitz-Formel

SN PN (UGl + PN F(PU) =T

zeRS yeY

berechnen. Wir teilen I' gem#B des Repriisentantensystems RS(1) U RS(2) U RS(3) in drei Teil-
summen I' = T'; 4+ 'y + I's auf und verwenden die, in Beobachtung 3 eingefiihrte, Hilfsfunktion
w(d).

Ti= Y Y PN (YGu)l+ PN “(*U)] (120)
z€RS(1) yeY
=Y |Gl + U+ > 1PN *GY|+ P “Ul+w(d)|Pn “(*GQ) (121)
1#£2€RS(1)
r—1
=Y (qmd" +> (PN *GY |+ PN "U|) +w(d)2|R*[q(q — 1)61‘“’) (122)
k=0
= [Y[(¢*7" + 8 + w(d)2|R*|q(q — 1)¢™") (123)
d _ 1 2d _ 1
_ (q q2)(q1 ) (qd(ﬁr—3)+2 + qd(4r—3)8 +w(d)2(q . 1)<qd . 1)qd(6r—4)+1) (124)

Wir summieren nun iiber Reprisentanten vom Typ RS(2).

Ly= ), D IPN*(YG)[+|PN “(“U)| (125)
zERS(2) yEY

= [{z € RS@} (V11PN “GY|+ [P “U) +w(d)l{y € V|8 = 0}[|PN “(*G2)]) (126)

= [{z € RS2} (|Y]¢" " + w(d){y € Y82 = 0}a(q — 1)¢™") (127)

=q"q" Y <(q *ql _21d D) g1y ) 20 ;323?3“”) q(q - 1)qd’”> (128)

_ (¢* —q12)( g -1 <qd(7r—4)+1 +w(d) 2;3; i)qd(ﬁr—3)+1) (129)

Analog summieren wir iiber Reprisentanten vom Typ RS(3).

3 = [{z € RS@)} ([Y]¢"*" +w(d){y € Y]z = 0}]a(q — 1)g™") (130)
_ (qd _q]-2)(_qzld — 1) <qd(7r5)+1 + w(d) 2;31 1) d(6r4)+1) (131)
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Wir erhalten die Verzweigung an den Spitzen, indem wir die Einzelsummen I'; wieder zu I" zusam-
mensetzen, also

(¢" = 1(¢* -1) d(Tr—5)+1/ d d(6r—3)+2 d(4r—3) d(6r—3)+1
r— e (q (@4 +1)+q +q S+ w(d)2(q — 1)q )
(132)

Damit lasst sich nun eine etwas unhandliche, aber explizite, Formel mit Parametern ¢, d, r fiir die
Verzweigung an den Spitzen angeben. Es ergibt sich nach einigen Umformungen:

d __ 2d __ r
r = (C= =0 (g4 1) + (o + 215 ) - 1) (133)
+¢1er=3) (q2 + 2”4 — 1) 4 w(d)2q(q - 1)) } (134)
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3 Verzweigung an den elliptischen Punkten

Um die Riemann-Hurwitz-Formel auf die Uberlagerung X (p”) — Xo(p") mit Galois-Gruppe P
anwenden zu konnen, bleibt nun noch die Verzweigung iiber 7 = 0, also den elliptischen Punkten,
zu berechnen. Wie in Bemerkung 3 festgehalten wurde, ist die Verzweigung der Uberlagerung
X(N) — X(1) an den elliptischen Punkten zahm. Bei der Uberlagerung X (N) — X (1) wird
die Fixgruppe der elliptischen Punkte (also der iiber j = 0 verzweigten Punkte) durch die, im
Anschluss an Bemerkung 7 eingefiihrte, Gruppe C' = Car(3)/Z beschrieben.

Lemma 11. Ist {¢} ein Reprisentantensystem fiir G/C so ist C := foil Fizgruppe des ellip-
tischen Punktes £(e) = Q. Dann gilt fir die Verzweigungszahlen ag der Uberlagerung X (p") —
Xo(p") an den elliptischen Punkten:

ag =|Pn ¢C|—1. (135)
Wir miissen also den Beitrag 3y cc /o (1PN £C| — 1) berechnen.

Beweis. Analog zur Spitzenverzweigung rechnet man nach, dass ¢C' einen elliptischen Punkt Q =
&(e) fest ldsst. Die Verzweigung in den elliptischen Punkten (also iiber j = 0) ist zahm (siehe
[Gek14] Theorem A). O

Beobachtung 5.
1. |[PN &C| héngt nur von n € P\G/C ab.

2. Die Doppelnebenklassen P\G/C sind gegeben durch die Bahnen von C beziiglich der Rechts-
operation auf P\G. Sei {n} ein Représentantensystem fiir P\G/C. Damit ergibt sich insbe-
sondere:

o(gpnici-1= > > (IPnfc|-1). (136)

ceG/C neEP\G/C E~n

3. ¢ € C lasst Pn fest genau dann, wenn ¢ € m' PN C. Also bestehen die Nebenklassen PnC
aus ok vielen Klassen aus P\G. Also ergibt sich

|PN nC|
pc= |J P& (137)
1<i< 1pey
[P||C]
PnC| = . 1
[PnC]| Pn | (138)

Somit erhalten wir:
P]
PN &C|—1)= ‘7Pm"0—1 139
> (PnfCl-1= Y prom(PnC)-1) (139)
§eG/C n€EP\G/C

Dabei ist die Grofle der Stabilisatorgruppe in C' von Pn € P\G gleich der Grofle der Stabi-
lisatorgruppe in P von nC € G/C, also |’7_1PO Cl=|Pn "C|.
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Lemma 12. Die Bahnen von P2(R) —» P\G (man beachte Bemerkung 9) unter Operation der
Gruppe C von rechts haben ¢*> + q + 1 viele Elemente, mit Ausnahme des Falls d = 0 mod 3, in

welchem es drei Bahnen der Linge 1 gibt.
Beweis. Die Rechtsoperation der Gruppe C auf P?(R) ist kanonisch definiert.
P?(R) x C — P*(R)
((a:b:c),y)— (a':V : ()

Wir haben offensichtlich die folgenden Korrespondenzen fiir ein m € P?(R):

ImC| = +q+15 |Cnl =1
ImC| =15 [Col = ¢® + g+ 1.

Wir berechnen also die Fixgruppe eines Punktes m € P?(R).
» = “. Sei m € P2(R) fest gewihlt.
1#v€Cyp
Sm-y=m
S V:d)=(a:b:c)
wobei (a’ : V' : ¢') gegeben ist durch:

a' = a1 + bya1 + ey31
V' = amiz + by + cys2
¢ = av13 + byas + ¢33

Nun gilt aber:
(@t :c)=(a:b:c)

<:>3)\ER*'(CL b' d)= )\(abc)
< (a,b,c) - (AE —7) =

& (a,b,c) € Kern()\E -7)

< (a,b,c¢) ist Eigenvektor von v zum Eigenwert A € R*.

(140)
(141)

(142)
(143)

(144)
(145)
(146)

Wir betrachten das Problem nun modulo p, d.h. wir gehen iiber zu R/p = Fa. Wir schrei-
ben m fiir die Restklasse bei Reduktion modulo p und entsprechend A. Dann gilt nach obigen

Voriiberlegungen offenbar:

1#7607n
= 3 X € R/p:m € Eig(y, \).
MXEF(IB

31

(155)
(156)
(157)



denn das charakteristische Polynom Y, eines Elementes v € C zerfillt iiber F s vollstdndig in
paarweise verschiedene Linearfaktoren. Dann muss aber fiir den Grad d unseres Primpolynoms p
wegen R/p = [F,a schon gelten: d = 0 mod 3. Da x,(7T') € F,[T] mit deg(x,) = 3, so gilt dies fiir
genau drei m € P?(R/p). Wegen des Lemmas von Nakayama (Lemma 2) gibt es also auch genau
drei m € P?2(R) mit |Cy| = ¢® + ¢ + 1.

» <= “. Es gelte nun umgekehrt d = deg(p) =0 mod 3. Nutzt man aus, dass die Gruppe C' =< € >
zyklisch ist, so geniigt es, den Erzeuger ¢ der Gruppe C' mit nichtdiagonaler Cartan-Matrix zu
betrachten; die Eigenvektoren von v € C sind genau die Eigenvektoren von e. Dann gibt es genau

drei paarweise verschiedene A1, Ay, A3 aus R/p, sodass
(a,b,c)e = Nj(a,b,c) modp (1<j<3). (158)

fiir einen Vektor (a,b,c) € R? mit (a,b,c) # (0,0,0) mod p. Zu jedem der paarweise verschie-
denen, reduzierten Eigenwerte \; von e gibt es, gemifl des Lemmas von Hensel (Lemma 1), eine
wohlbestimmte Liftung zu einem A; € R, sodass €(a, b, ¢) = \(a, b, ¢) gilt, wobei (a, b, ¢) € R3, mit
(a,b,¢) = (a,b,¢) mod p.
Zu jedem dieser \; (1 < j < 3) gehort somit genau ein Eigenvektor (a, b, ¢), der bis auf Skalierung
mit R* eindeutig bestimmt ist. Also C' lisst (a : b: ¢) fest, was zu einer Bahnléinge 1 fiihrt.

O

Korollar 3. Der Beitrag der elliptischen Punkte Ty zur Riemann-Hurwitz-Formel ist im lokalen
Fall gegeben durch

0 Jfalls d 20 mod 3
Ten=19,1P|, 2 s d= d (159)
3|—C‘(q +q) ,falls d=0 mod3
2
q° +1
=¢Y(d)3———, 160
vt (160)
wobei die Hilfsfunktion v definiert ist durch
0 ,falls d#0 mod3
p(d)i= Q0 el a7 (161)
1 ,falls d=0 mod 3.

Beweis. Wir verwenden die Aussage von Lemma 12 und erhalten mit den Voriiberlegungen (Be-
obachtung 5) die Behauptung. O
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4 Berechnung des Geschlechts

Wir erinnern den Leser daran, dass unser Ziel die Berechnung des Geschlechts go (p") durch zwei-
fache Anwendung der Riemann-Hurwitz-Formel auf die folgenden Uberlagerungen von Kurven ist.

X(p") —Prp")= Xo(p")

Lemma 13. Bei Anwendung der Riemann-Hurwitz-Formel auf die Galois- Uberlagerung
X(p") — X(1) = PY(Cy) ergibt sich fir die Eulercharakteristik

e(@) = (@ +¢* + 1)V (P = 1) (¢" — 1) L 2 (162)
PHa+1l (¢ =1
und somit fiir das Geschlecht
1 _ 1 @ +2
Ty — 1—Z= 2d d 1 5d(r 1) 2d _ 1 d _ 1 3dr _ . 163
g(") 5@+ 4"+ 1)g (q )(¢" —1)q Frirl (@ -DgF (163)

Beweis. Wir nutzen aus, dass ¢g(X (1)) = g(P'(Cy)) = 0 gilt und wenden dann die Riemann-
Hurwitz-Formel an.

"y G G|

(") = 26| — 15 (G| +1U1 = 2) = (Z2(a* +0) (164)
G el

= 161~ G (U1 +2) = (1 +a) (165)

Mit einigen weitere Aquivalenzumformungen bringt man die Formel fiir die Eulercharakteristik auf
die Gestalt

) 1 q2d7' +2
e(p”) = |G — 166
(p) ‘ |<q2+q+1 (q21)q2dr> ( )
Nach Ausschreiben der Kardinalitdt von G in Termen von g, d,r folgt die Behauptung. O

In den vorangehenden Kapiteln haben wir alle Berechnungen durchgefiihrt, um die Riemann-
Hurwitz-Formel auch auf die Uberlagerung X (p”) — Xo(p") anwenden zu kénnen. Es ist iiber-
sichtlicher, zunéichst mit der Euler-Charakteristik e(p™) bzw. eo(p”) zu arbeiten. Wir erhalten also
mit g(X(1)) = g(P(Cx)) = 0 offenbar

€(0") = 2] = 7 (Gl + U] = 2) = (G +0) (167)
= Ples@") = Y (PN *Goo| +|P N U ~2) = Ta. (168)
£€G /G
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Wir fassen geschickt zusammen, indem wir ausnutzen dass G/P = p? (R) und somit insbesondere
G| _ . o ") aufls
€2 gilt. Wir kénnen dann nach eg(p”) auflosen.

] =

Yy __ o |G| o @ 2
|P|60(p ) *2|G| |G |(|GOO|+|U|) |C|(q +Q)+F+Tell (169)

1 P +q ) I Ta
(AN 1— _ — 170
) = (1= 55~ Fdy) * et 1o
2 r T.

_ 62(q + ) +— 4 ell (171)

(*=1)(¢>+q+1) [P |P|

Wir verwenden die explizite Darstellung von I' und den Wert fiir T);. Damit kénnen wir einige
Terme kiirzen und formen weiter um.

e2(q + 2) 1

B S PR AR ) I P P ) {072 (ata” + D + @+ 205 )00 - 1))
(172)
+ "0 (g2 4 20 1)+ w(d)2g(g - 1)) |+ w(d>37q2ﬂj I (173)

Wir setzen nun noch die Kardinalitéit e; = (¢*? + ¢? + 1)¢>*" Y fiir die , projektive Ebene® in die
Formel ein und fassen weiter zusammen.

(¢ +2)(¢* + ¢ + )¢V 1 { d(r—2) ( d T g2d
N =— r +1) 4 (g+2]5 -1)
eo(p") - tat1) Z 19 a(a” + 1) + (¢ +2[5])(a )
(174)
2
. +q
+ 2+ 24D Z 1) fw(d)2q(g — 1)+ p(d)3— L 175
¢+ 20 )+ w(d)2qla ~ 1)} +9(d3 57 (175)
Wir erhalten somit insbesondere eine explizite Formel fiir go(p") = 1 — % in Abhéngigkeit von
der Zahl der Korperelemente ¢, dem Grad d unseres Primpolynoms p und dem Exponenten r:
(g +2)(¢* +¢* + 1)g*¥ Y 1 dr—2) (( d T2
=1+ - {(T)( +1)+(q+2| —1)
(176)
g 3(¢> +4q)
+¢® +2(240= 151D 1) 4 w(d)2 —1}— d)—m———. 177
7 +2(q )+ w(d)2q(q — 1) w()Q(q2+q+1) (177)

Bemerkung 15.

1. Wir konstatieren, dass die so entwickelte Formel fiir die Eulercharakteristik eq(p”) und das
Geschlecht go(p") mit der von Ernst-Ulrich Gekeler bestimmten Geschlechtsformel fiir die
Kurve X3*(T™) in der speziellen Situation d = 1 iibereinstimmt (siche [Gek14] 11.13.3).

2. Fiir r = 1, also im Korperfall R = IF,a, entnehmen wir demnach

(@+2)(* +q¢*+1) ¢ +¢*+ g+ w(d)2q(qg—1)
(@®-1(¢*+q+1) ? -1

3(¢*> +q)
¢ +q+1

+9¥(d) (178)

€p) = —
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als Formel fiir die Eulercharakteristik unserer Kurve und verfiigen somit auch iiber die ent-
sprechende Gechlechtsformel

(@+2)( +¢*+1) ¢+ +q+wd2g(g—1)
2(¢* —1)(¢*+q+1) 2(¢2 - 1)

3(¢* +q)
22 +q+1)
(179)

go=1 —(d)

Bringt man den Ausdruck unter einen Bruchstrich und fasst Terme im Zahler zusammen, so
ergibt sich keine wesentliche Vereinfachung mehr.

3. Wir erhalten fiir das Geschlecht go(p") mit dem Grad d unseres Primpolynoms p und dem
Exponenten r insbesondere ein Polynom in ¢ mit rationalen Koeffizienten; die Eulercharak-
teristik ist sogar ein Polynom in ¢ mit ganzen Koeffizienten; dies ist ausfiihrlich in [Geil5]
begriindet.

4. Wir reduzieren unsere Kurve X (p") fiir eine Primstelle q # p, wobei q eine Stelle des Grades
eins ist, die p nicht teilt; wir erhalten dann eine Kurve Xy(p”) mit gleichem Geschlecht
g(Xo(p™)) = g(Xo(p")) (siehe [Gek14], 10.3). Im Nachfolgenden bezeichnen wir mit Xo(p™)
die beziiglich q reduzierte Kurve. Diese Kurve ist iiber dem Koérper F, = A/q definiert und

liefert eine nichtgaloissche Uberlagerung von X (1) =p! (F,) (siche [Gek14], 10.3.1).

Bemerkung 16. Fiir unsere reduzierte Kurve Xo(p") erhalten wir als Zahl der elliptischen Punkte
(also der iiber j = 0 liegenden Punkte) E(p") offenbar

Jfalls d#0 mod 3

{7
q+q+1+3qq+q—(i]-1 Jfalls d=0 mod 3,

(180)

wobei alle elliptischen Punkte von Xo(p") rational iiber F s sind (siehe [Gek14], Proposition 10.4).
Hierbei wurde e; = [P?(R)| in Lemma 5 definiert.

Lemma 14.
1. Fird-r <2 ergibt sich stets go(q,d,r) = 0.

2. Fiir die an der Stelle q (mit q # p vom Grad eins) reduzierte Kurve Xo(p™) ergibt sich:

. [{P € Xo(p")}|P ist rational iber Fys}| -1
lim sup 22 :
r—o0 9(Xo(p)) q+2

(181)

Beweis. Wertet man die Formel fiir go(q, d,r) in der Situation (d,r) € {(1,1),(1,2),(2,1)} aus S0
erhiilt man das Nullpolynom; also ergibt sich (1). Wir betrachten zunéchst den Ausdruck m

90 1 (¢+2)(* +¢*+1) 1 (r—2) r
= - 1 2| =
@201 T 2d0-) T (@2 1) (@t q+1) gdr-D2(g2 1) {q ( (@ +1)+ (¢ + L2J)(q
(182)
iz 3(¢*> +q)
2 4 9(gPr -zl g 2q(q—1)} — 1
+4q" +2(q ) +w(d)2q(q )} w(d>q2d(7._1)2(q2+q+1) (183)
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Wir bemerken, dass der erste, der dritte und vierte Summand in unserem Ausdruck qzd%’% fiir
r — oo verschwinden. Entscheidend fiir die Asymptotik ist offenbar nur der zweite Summand. Es
ist also

(¢ +2)(¢* +q¢" +1)

: 9o
1 = : 184
oo 2401 (@ —1)(@ +q+ 1) (184)

Damit erhalten wir

P € Xo(p")}|P ist rational iiber F E(p" P2
lim sup UL € Xo)}P ist rational dber Fys}| -\, B@) o ) 2&. (185)
r—o0 9(Xo(p")) rooo gy roeo (¢ + g+ 1)go
Hierbei gilt
P2(R 2d di1q 2d(r—1)
TN o €10 B el e S | (186)
r—oo (@2 +q+1)go oo 2 +q+1 90
_ 4’ +1 2 - 1)@ +at1) (187)
P+qg+1 (¢+2)(¢®?+q4+1)
2
q —1
_9 188
q+2 (188)
und es folgt (2). O
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5 Die globale Formel
Wir rufen dem Leser die von uns betrachtete Uberlagerung von Kurven in Erinnerung.

X(N) —Pm)= Xo(N)

Wir wollen in diesem Kapitel kurz auf die Globalisierung eingehen, also die Formel fiir das Ge-
schlecht der Kurve X(N) mit A > N = [];_, p;* angeben. Fiir die meisten der hierzu bendtigten
Aussagen werden wir allerdings nur Beweisskizzen angeben. Eine ausfiihrliche Entwicklung der
globalen Formel findet man in der Masterarbeit von David Geis ([Geil5]). Wir betrachten in der
globalen Situation die Gruppen U(N) C Go(N) C P(N) C G(N), wobei die entsprechenden Ma-
trixeintrige diesmal aus dem Ring R := R(N) = A/(I]_, p;’) stammen; dieser zerfillt in die loka-
len Komponenten A/([T5_, p}*) — [I;_, A/(p7) =: TI;_, Ri. Es zerfillt G := G(N) —» |J yer
in die lokalen Bestandteile mit Eintrégen aus den jeweiligen lokalen Ringen R;. Eine leichte Uberle-
gung liefert ebenso den Zerfall der Gruppen P := P(N) = [, Piund U := U(N) =5 ., U
in die lokalen Bestandteile.

Bemerkung 17. Wir weisen nochmal darauf hin, dass nur in diesem Kapitel die Bezeichnung
R fiir den Ring A/(I];_, p;’) gilt. Ebenso gelten lediglich im Nachfolgenden die Bezeichnungen
U C Gs C P C G fiir entsprechende Gruppen mit Eintrdgen aus dem ,globalen*“ Ring R. Diese
Schreibweise, mit der Zerlegung in die lokalen Komponenten R =, [1;_, Ri, kollidiert zwar mit
der zuvor festgelegten lokalen Notation, war aber naheliegend und stimmt mit der Notation in
[Geil5] iiberein. Dies sollte den Leser nicht weiter irritieren.

Bemerkung 18. Analog zu Bemerkung 13 fixieren wir ein Reprisentantensystem {x} = RS(1) U

RS(2) U RS(3) fiir G/P mit Eintriigen aus dem ,globalen* Ring R. Ebenso fixieren wir ein Re-
prisentantensystem Y fiir P/Gs. Am kompliziertesten stellt sich die Bestimmung der Verzwei-
gungszahlen in den Spitzen heraus. Das Hauptproblem liegt hierbei in der Berechnung des Schnit-
tes PN ?(YGw), mit x € RS und y € Y. Hierbei verwenden wir wie gehabt die Aufteilung
Gg)) U Gg)). Wir bemerken, dass sich x € RS aus lokalen Komponenten z; zusammensetzt, wobei
{z;} = RS;(1) URS;(2) URS;(3) ein Représentantensystem von G;/P; —» P2(R;) ist. Wir kénnen
jedoch Y nicht aus lokalen Représentantensystemen zusammensetzen(!). Die abkiirzende Schreib-
weise ,x € RS“ bzw. ,z; € RS;“ ist hierbei analog zur, in Bemerkung 13 festgelegten, Notation zu
verstehen.

Lemma 15. Es sei x = (x1, ...,x5), wobei x; € RS; fiir alle 1 < i <'s. Auflerdem seiy € Y. Dann
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gilt:

[P (U =P Ul =]]IRn0 “Uil (189)
=1
P GO = PN *GU| =alx) [ 1P “Uil. (190)
i=1

Hierbei ist die Hohe hg, fir alle 1 < i < s definiert durch
hg, (z) = min{v, (v;),vp(w;)}, falls x; vom Typ RS;(1), (191)

wobei v;, w; die lokalen Fintrdige in Matrizen vom Reprisentantensystem des Typs RS;(1) sind.
Dann ist die Funktion a(x) gegeben durch

1 Jfalls Jie {1,...,s} mit0 < hg,(z) <r;
a(x)=Sg—1 ,fals Y1<i<s: hg,(z)e{0,r} oderxz; € RS;(2) U RS;(3) (192)
und (hgy, ..., AR,) # (11, .0y T's).
Beweis. Die Aussage ist in einer etwas allgemeineren Fassung in [Geil5] bewiesen. Als zentral beim
Beweis stellt sich die Verwendung des chinesischen Restsatzes heraus. Hiermit lassen sich die lokalen

Losungen in allen R; vermoge des gewiinschten Produktes zu einer Losung in R zusammensetzen.
O

Bemerkung 19. Fiir die kompakte Notation der globalen Formel verwenden wir die Hilfsfunk-
tionen (1 <14 < s):

(2 — | Ti | — . (3r;—2) Ti
pi = @B CrmLF I (2 1) diGr 2)L§J —|Ry)? (193)

vi := (|P?(Ri)| = |Ril*)|Ri| + o, | Ri| + | Ril*. (194)

Hierbei beschreibt die Hilfsgrofie ng, die Menge aller Elemente vom Typ RS;(1) aus R; mit Hohe
Null, ist also gegeben durch ng, := (¢?% — 1)g?%(ri—1),

Es bleibt nun noch der Zusatzbeitrag auszurechnen, also die Menge G zu betrachten. Hierzu
fixieren wir ein nichtdiagonales v € Car(2).

Lemma 16. Fs sei 1 # x € RS und y € Y. Wir erinnern daran, dass P lokalisiert, also es
gilt P — [I;_, P;. Es sei By, := {§ € P|B2;, = 0}| = 2(¢% — 1)2q% 3% =D g2ridi | Hierbei
bezeichnet ﬁ;]. die in Beobachtung 2 eingefiihrte Hilfsgrofie beziiglich eines R, auf welche in Lemma
10 zuriickgegriffen wurde. Dann erhalten wir

(PN (G| = A, (195)
wobei A gegeben ist durch
A= I1 | Pyl R - 11 |P| IR || Ry | + |R;[%) + By, |Ry (IR g™ 7Y + g*H (1),
j: dj=1 mod 2 j: d;=0 mod 2
(196)
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Beweis. Es sei wiederum auf die Masterarbeit von David Geis ([Geil5]) verwiesen. Der Zusatzbei-
trag A kommt hierbei, entgegen der Intuition, auf nichttriviale Weise zu Stande. O

Bemerkung 20. Aus technischen Griinden wurde die Identitdt « = 1, also (hg,,...,hg.) =
(r1,...,7s), zuniichst nicht beriicksichtigt. Offenbar gilt aber |[P N *(YGy)| = (¢° — 1)|R|?, falls =
global die Identitét ist.

Wir verfiigen nun iiber die einzelnen Beitrége |P N x(yG&)ﬂ und |PN ””(ng))\, miissen allerdings
noch iiber alle z = (z1, ...,z5s) € RS und y € Y aufsummieren. Dies liefert

YN IPA TG+ P rU) = > Y [P t((GYH UG+ [P0 T U)| (197)

z€RS yeY zeRS yeY
=> > [P0 rGD)+|Pn “(U) (198)

zERS yeY
+ ) > [P0 G (199)

zERS yeY
=:01 + 02. (200)

Beobachtung 6.

1. Esergibt sich fiir den Standardbeitrag oy mit diagonalen Cartan-Matrizen und x = (1, 22, ..., Ts),
wobei x; € {RS;(1),RS;(2),RS;(3)}:

o1 = Z ZH )+ 1)|[PN “i(vU,)| (201)

z=(x1,..., Ts)YyEY 1=1

+1)) H |P;n = (V)| (202)

z=(x1,..., Ts) yeY i=1

> (@) + ) 1P . (203)
=1

z=(x1,...,T5)

I
M
2

Nach Vertauschen von Summen und Produktzeichen und weiteren umfangreichen Vereinfa-
chungen folgt durch Verwenden der eingefiihrten Funktionen p; und v;:

|P\ (o1
7=t Zuz [Tvi TTOR2 (R = BB  + g2 t3=0 (204)
j<t Jj>1
+(q2dj 71)qd](37“j72)(1+ L%J)+q2‘R|2+QHW *q‘R|2. (205)
1=1

2. Der Zusatzbeitrag oo mit nichtdiagonalen Cartan-Matrizen und = = (21, z9, ..., x5) wie ge-
habt, wobei z; € {RS;(1),RS;(2),RS;(3)}, berechnet sich zu

o= MU mieE TT (BI@IEIE R+ (206)

2 _ 2
(¢ = DIR| j: d;=1 mod 2 j: d;=0 mod 2

By, 1R (|1 Rjla® 27D 4 2570)) — |P||RJ2}; (207)
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dies ist ausfiihrlich in ([Geil5]) begriindet.

Die Verzweigungszahlen an den elliptischen Punkten lédsst sich, im Gegensatz zur Spitzenverzwei-
gung, vergleichsweise einfach auch in der globalen Situation angeben.

Lemma 17. Der elliptische Beitrag Tey; ist im globalen Fall gegeben durch

Sﬂ 2 ) . .=
T”::{B H(@+a) falls ¥1<i<s:di=0 mod3 o0
0 , sonst.
— SB 2
=V(dy,...,ds)3 |C|(q +q), (209)
wobei die Hilfsfunktion ¥ definiert ist durch
1 lsV1<i<s: d;=0 ds3
U(dy,...,ds) = { Jalls V1 <i<s mo (210)
0 ,sonst.

Beweis. Wir konnen das ,Bahnenlemma“ (Lemma 12) aus dem dritten Kapitel fiir die Operation
der Gruppe C auf P\G =, p2 (R) analog iibernehmen, indem wir beziiglich eines p; reduzieren,

also zum Restklassenkorper R/p; =Ry /p; iibergehen. Somit erhalten wir in jedem der R;/p; drei
Ausnahmebahnen, die sich dann zu 3° Ausnahmebahnen in R zusammensetzen. O

Damit haben wir nun alle Ergebnisse zusammengestellt, um die Riemann-Hurwitz-Formel auch
global auf unsere Uberlagerung X (N) — Xo(N) anwenden zu konnen. Wir arbeiten wieder aus
Griinden der Ubersicht zunichst mit der Eulercharakteristik e(Xo(N)). Indem wir ausnutzen, dass
9(X(1)) = g(P}(Cw)) = 0 gilt, erhalten wir nach einigen Umformungen

G G P
IPIECE(N) = 2] = 2 (Gl +10) = 2N+ ) 4 0, )P T2 + )+ 01+
(211)

Bemerkung 21. Wir verfiigen nun bei Auflgsen nach e(Xo(N)) mit g(Xo(N)) =1 — M
iiber eine explizite Formel fiir das Geschlecht der Kurve Xo(N). Dies gestattet insbesondere die
computergestiitzte Auswertung. Hierzu wurde das Computeralgebrasystem GAP (Groups, Algo-
rithms, Programming) verwendet (siehe Anhang). Eine Auflistung von interessanten Geschlechtern

ist in der Masterarbeit von David Geis zu finden ([Geil5]).

Die vorliegende Masterarbeit macht deutlich, mit welcher Komplexitidt das Ausrechnen der Ge-
schlechter von Kurven des Typs X"*(N) bei der Wahl von k = r — 1, schon in der speziellen
Situation r = 3, verbunden ist.
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Numerische Auswertung der Riemann-Hurwitz-Formel

In Lemma 13 wurde eine explizite Formel fiir das Geschlecht g(p”) angegeben. Die Uberlegungen
in Kapitel 2 und Kapitel 3 liefern die, in Kapitel 4 ausgearbeitete, explizite Formel fiir go(p")
mit Eingabewerten ¢, d, r. Die lokale Formel hat hierbei noch eine verhéltnisméfig iibersichtliche
Gestalt.

In Kapitel 5 wurden dann die Ergebnisse der Masterarbeit von David Geis ([Geil5]) verwendet,
um eine globale Formel fiir das Geschlecht g(Xo(N)) fiir N = [[}_, pi* zu bestimmen. Zur Aus-
wertung mit Hilfe des Rechners wurde das Computeralgebrasystem GAP (Groups, Algorithms,
Programming) verwendet.

Insbesondere erschien es, angesichts der umfangreichen Umformungen beim Ausarbeiten der loka-
len Formel, angebracht, deren Richtigkeit auch numerisch zu bestétigen.

GAP-Code fiir g(Xo(p")).

floor:= function(r)
if r mod 2 = 0 then
return r/2;

else

return (r-1)/2;

fi;

end;

omega:= function(d)
if d mod 2 = 0 then
return 1;

else

return O;

fi;

end;

psi:= function(d)
if d mod 3 = 0 then
return 1;

else

return O;

fi;

end;

glokal:= function(q, d, r)
local s1, s2, s2_2, s3;
sl:= ((q+2)*(q~(2*d)+ q~d+ 1)*q~ (2%d*(r-1)))/(2*(q"2-1)*x(q"2+q+1));
s2:= q~(d*(r-2))*(q*(q~d+1)+(q+2*floor(r))*(q~ (2xd)-1))
+ 72+ 2x(q” (2*d*(r-floor(r)-1))-1)+ omega(d)*2*xqx(q-1);

s2_2:= 82/(2%(q"2-1));
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s3:= psi(d)*(1/2)*3%((q~2+q)/(q 2+q+1));
return 1+ sl- s2_2- s3;
end;

Durch Eingabe von glokal (g, d, r) erhalten wir nun das Geschlecht der Kurve X((p") in Abhéngig-
keit von der Zahl der Koérperelemente des endlichen Kérpers F,;, dem Grad d des Primpolynoms p
und dem Exponenten 7.

GAP-Code fiir g(Xo(N)).

gglobal:=function(arg)

local q, s, d, r, i, phi, drei, epsilon_1, epsilon_2, group, ring, inf, U, e, P, dell,
zeilel, zeile2, floor, j, prodl, prod2, sum, prod3, beta2, zul, zu2, zu,

zeile3, enull, gnull, eps2, rlok, p, nnull, k;

= argl1];

= arg[2];
arg[3];

s:= Length(r);
phi:= 1;
drei:= 1;
epsilon_1:
epsilon_2:
ring:= 1;
floor:=[];
prodl:=[];
prod2:=[];
sum:= 0;
prod3:= 1;
beta2:=[];
rlok:=[];
eps2:=[];
nnull:=[];
p:=[1;
zul:= 1;
zu2:= 1

H Q.0
o

I
=

’

dell:= 0;

for i in [1..s8] do
phi:=phi*q~(d[1]*(r[i]-1))*(q d[i]-1);
od;

for i in [1..s8] do
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ring:= ringxq~(d[i]l*r[il);
rlok[il:= q~(d[il*r[i]);
od;

for i in [1..s] do
epsilon_1:= epsilon_1*(q~d[i]+1)*q~(d[i]l*(x[i]-1));
od;

for i in [1..s] do

epsilon_2:= epsilon_2#*(q~(2*d[i])+q~d[i]+1)*q~ (2*d[i]*(r[i]-1));
eps2[il:= (q~(2+d[i])+q d[il+1)*q~ (2*d[i]*(r[i]-1));

od;

group:= phi“2*ring~3*epsilon_1l*epsilon_2;

inf:= (q"2-1)*ring~2;
U:= ring™2;
e:= 2xgroup - (group/inf)*(inf+U-2) - (group/(q~2+q))*(q~2+q);

for i in [1..s] do

if ((d[i] mod 3 = 0)=true) then
dell:=dell+1;

fi;

od;

if dell = s then

dell:= 1;
else
dell:= 0;
fi;

P:= phi®2*ring~3*epsilon_1;

zeilel:= 2*group - (group/inf)*(inf+U)- (group/(q~2+q+1))*(q~2+q)
+ dellx3"s*(P/(q 2+q+1))*(q"2+q) ;

for i in [1..s] do
nnull[i] :=(q~(2%d[1]1)-1)*q~ (2*d[i]*(r[1]1-1));
od;

for i in [1..s] do

if ((r[i] mod 2 = 0)=true) then
floor[i] := r[il/2;

else

floor[il:= (r[i]l-1)/2;
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fi;

od;

sum:= 0;

for i in [1..s] do
prodi[i]:=1;
prod2[i] :=1;

od;

for i in [1..s] do
for j in [1..i-1] do

prodl[i]:= prodl[il*((eps2[j]l-rlok[j]"2)*rlok[jl+ rlok[jl*nnull[jl+ rlok[j]~2);

od;

for j in [i+1..s] do

prod2[i]:= prod2[i]l*((eps2[jl-rlok[j]l~2)*rlok[jl+ q~(2*xd[jl1*(2*r[jl-floor[jl-1))

+ (q~(2%d[j1)-1)*q~ (3*d[j1*r [j1-2*d [j1) *(1+floor [j1));
od;
od;

for i in [1..s] do
sum:=sum+ (q~(2*d[i]*(2*r[i]-floor[i]-1))- rlok[i]"2

+ (q~(2%d[i])-1)*q~ (3*d[i]*r [i]-2%d[i])*floor[i]) *prodl [i] *prod2[il;

od;

for i in [1..s] do
prod3:=prod3*((eps2[i]l- rlok[i] 2)*rlok[i]+ rlok[i] "2+ nnull[i]*rlok[i]);
od;

zeile2:= (P/inf)*(2%sum+ ring~2%q~2+ g*prod3 - g*ring~2);

for j in [1..s] do
beta2[jl:= 2x(q~(d[j1)-1)"2*q~(d[j1)*q~ (3*d[jI*(r[jI1-1))*q~ (2*xd[j1*r[j1);
od;

for j in [1..s] do
plil:= (@7 (2*d[j1)-1)*(q~d[j1-1)*q~ (3*d [jI1*(x [j1-1))*q~ (3*d[j1*r[j]1);
od;

for j in [1..s] do

if ((d[j] mod 2 = 1)=true) then
zul:= zul*p[jl*rlok[j]~2;

fi;
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if ((d[j] mod 2 = 1)=false) then
zu2:= zu2*(p[jl*(2*(q~d[jl1-1)*q~ (d[jI*(r[j1-1))*rlok[jl+ rlok[jl~2)
+ beta2[jl*rlok[jl*(q~ (2*xd[jl1*(r[jI1-1))+ q~(d[jl*(xr[j1-1))*rlok[jl1));
fi;
zu:= zul*zu2;
od;

zeile3:= ((g*(q-1))/((q"2-1)*ring~2))*(zu-P*ring~2);

(zeilel + zeile2 + zeile3)/P;
(2-enull)/2;

enull:
gnull:

return gnull;
end;

Die Eingabe von gglobal(g, [d1, ...ds], [r1,...,7s]) mit den gewiinschten Werten fiir die Zahl der
Korperelemente g und der vektoriellen Darstellung der Grade d; der Primpolynome p; mit Expo-
nenten r; liefert nun das Geschlecht der Kurve Xo(N).

Die Eingabe von gglobal(q, [d], [r]) und glokal(q, d, ) ermdglicht nun insbesondere einen Vergleich
der Formel fiir das Geschlecht der Kurve X (V) in der lokalen Situation N = p” mit der expliziten
Formel fiir den lokalen Fall N = p" (festgehalten in (176) und (177)). Beim Test auf Kongruenzen
modulo 6 des Grades d unseres Primpolynoms p wurden keine Abweichungen festgestellt.
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