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Einfiihrung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Lokalisierung der Nullstellen einer
bestimmten Familie analytischer Funktionen, den Eisensteinreihen zu Hauptkongru-
enzuntergruppen von SLa(Z).

Was heifit es die Nullstellen einer analytischen Funktion zu lokalisieren? Kénnten wir
die Nullstellen ausrechnen, so wére dies definitiv eine Art der Lokalisierung, allerdings
sind unsere Funktionen dafiir zu kompliziert. Da wir also die Nullstellen nicht exakt
berechnen koénnen, so kénnen wir vielleicht wenigstens gute Approximationen liefern -
und zwar in dem Sinne, dass wir ein (moglichst kleines) Gebiet angeben, in der genau
eine Nullstelle der Funktion liegen muss. Finden wir solch ein Gebiet zu jeder Nullstelle
und sind diese Gebiete disjunkt, so haben wir die Nullstellen der Funktion isoliert.
Dies werden wir in der vorliegenden Arbeit fiir die gegebene Familie von Funktionen
versuchen, allerdings werden wir nicht ganz dort ankommen. Alles, was wir anzugeben
vermogen, ist ein grofies nullstellenfreies Gebiet, sowie isolierende Gebiete zu einigen
Nullstellen, aber nicht allen.

Die zu untersuchende Familie von Funktionen, die Eisensteinreihen zu Hauptkon-
gruenzuntergruppen I'(N) von SLa(Z), kommen aus der Theorie der Modulformen. Sie
sind die einfachsten Beispiele fiir eine Modulform, denn sie sind ganz elementar be-
schreibbar. Die klassische Eisensteinreihe Ej(z) zu einem k € N, k > 3 gerade, ist eine
analytische Funktion auf der oberen Halbebene H = {z € C | Im(z) > 0}. Sie ldsst sich
schreiben als

Ei(z)= Y  (cz+d)™*
(c,d)eZ?
(c,d)#(0,0)
Wir werden verallgemeinerte Eisensteinreihen betrachten. Sei dazu N € N, u € (Z/NZ)?\
{(0,0)} und k € N, k > 3. Dann ist die Eisensteinreihe Ef': H — C zur Hauptkongru-
enzuntergruppe I'(N) gegeben durch

EBi(z)= Y (cz+d)"
(c,d)€Z?
(C,d)ENﬂ

Diese Funktionen sind elementar beschreibbar, aber kompliziert, sodass sich die Frage
nach ihren Nullstellen als nicht trivial herausstellt.

Die klassische Arbeit zu den Nullstellen von Eisensteinreihen (Rankin und Swinnerton-
Dyer [RSD70]) zeigt, dass im Fundamentalbereich alle Nullstellen der klassischen Ei-



sensteinreihe Fj(z) auf dem Einheitskreis liegen und dort gleichverteilt sind. Zudem
erlaubt sie isolierende Intervalle auf diesem Kreis zu allen Nullstellen anzugeben.

Dieses Resultat wurde in verschiedene Richtungen verallgemeinert: Zu einen liefern
[Ran82, Get04] weitere Modulformen zu SLg(Z), deren Nullstellen (fast alle) auf dem
Einheitskreis liegen. Des Weiteren zeigt [Noz08] eine gewisse Separationseigenschaft der
Nullstellen von Ej(z) und Ej112(z): Jede Nullstelle von Ej(z) liegt zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Nullstellen von Ej112(z). Aulerdem kann man auch zu k = 2 eine
klassische Eisensteinreihe definieren, [EBS10] behandelt deren Nullstellen. Die inter-
essanteste Richtung fiir uns ist die Untersuchung von Nullstellen von verallgemeinerten
Eisensteinreihen. Hier untersuchen alle bisherigen Arbeiten Eisensteinreihen zu , klei-
nen® Untergruppen oder kommensurablen Gruppen I' von SLo(Z), also Gruppen von
kleinem Level |I'\ SL2(Z)|: [GLST10] erweitert die Verteilungseigenschaften der klassi-
schen Eisensteinreihen auf dem Einheitskreis auf bestimmte Eisensteinreihen zu I'(2),
[MNSO07] isoliert die Nullstellen der Eisensteinreihen zu I'fj(2) und I'j(3) und [Shi07]
lokalisiert fast alle Nullstellen der Eisensteinreihen zu I'j(5) und I'jj(7). Zudem unter-
sucht [Hah07] bestimmte Untergruppen I' von SLg(Z) mit Genus 0. Fiir die Nullstellen
der zugehorigen Eisensteinreihen werden kleine Obermengen angegeben.

Bemerkenswerterweise konnen die meisten der obigen Arbeiten als Verfeinerung der
Argumente von [RSD70] angesehen werden. Die vorliegende Arbeit fillt nicht in diese
Kategorie.

Eigene Resultate

Wir wihlen eine etwas andere Stoffrichtung als die zitierten verwandten Artikel. Wir be-
trachten die Eisensteinreihen zu allen Hauptkongruenzuntergruppen I'(N) von SLy(Z)
gemeinsam, nicht nur die zu ,kleinen“ Gruppen. Dafiir miissen wir in Kauf nehmen,
dass die Aussagen, die wir bekommen, um einiges schwécher sind als in den zitierten
Féllen. Wir kénnen beispielsweise nicht zu allen Nullstellen isolierende Gebiete angeben
und nur fiir grofle Gewichte & Aussagen treffen.

Die Grundlage dieser Arbeit ist folgende einfache Beobachtung: Betrachten wir die
Eisensteinreihe EY an der Stelle z und sei ein Summand von E}(z) vom Betrage her
echt grofler als alle anderen Summanden. Erh6hen wir nun k, so bleibt dieser Summand
maximal und der Abstand zu den restlichen Summanden vergrofiert sich sogar noch.
Man rechnet nach, dass damit fiir geniigend groBes k' dieser Summand grofieren Betrag
hat als die Summe der restlichen Summanden, sodass Eg, in z keine Nullstelle haben
kann. Dies liefert Resultate fiir alle z auflerhalb einer Ausnahmemenge, in der min-
destens zwei Summanden von EJ(z) betragsméBig maximal sind. Dieses erste einfache
Resultat wird in Kapitel 3 ausgefiihrt.

Die Schranke fiir k, die man auf diese Art erhélt, ist nicht uniform in z. Allerdings
lésst sie sich uniform machen, wenn wir ein Stiick von der Ausnahmemenge weg gehen,
sodass wir ein grofies nullstellenfreies Gebiet von E}' bekommen. Es stellt sich sogar
heraus, dass das iibrige Gebiet, in das wir die Nullstellen eingeschlossen haben, ein
Volumen hat, welches mit kK — oo gegen 0 geht. Kapitel 5 beinhaltet diese Resultate.

Innerhalb dieses kleinen iibrigen Gebietes, einer Umgebung der Ausnahmemenge,
wollen wir nun in Kapitel 6 die Nullstellen isolieren. Dazu betrachten wir die zwei
grofiten Summanden, berechnen die Nullstellen der Summe dieser beiden exakt und



wenden den Satz von Rouché an, um auch die Nullstellen von E,? zu isolieren. Dies
wird uns aber nur dort gelingen, wo der drittgrofite Summand klein genug ist; in Um-
gebungen von Punkten, in denen dies nicht der Fall ist, werden wir nichts iiber die
Nullstellen aussagen kénnen.

Im folgenden Kapitel 2 werden wir die benttigten Grundlagen beschreiben, die in
den spéteren Kapiteln vorausgesetzt werden. Die restlichen Kapitel sind wie folgt ge-
gliedert: Kapitel 3 fithrt das erste einfache Resultat aus, welches nullstellenfreie Punkte
fiir geniigend grofles k garantiert. Um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen, redu-
zieren wir die Lokalisierung der Nullstellen von E}* auf die Lokalisierung der Nullstellen
in einem geeigneten kleineren Gebiet in Kapitel 4. Zudem liefert dieses Kapitel einige
technische Lemmas. In Kapitel 5 werden wir die Aussage aus Kapitel 3 uniformisieren
und damit ein grofles nullstellenfreie Gebiet finden. Kapitel 6 beschéftigt sich mit dem
Isolieren von Nullstellen innerhalb einer Umgebung der Ausnahmemenge.



Grundlagen

2.1. Funktionentheorie

Die zu untersuchenden Funktionen sind analytisch, also Gegenstand der Funktionen-
theorie. Daher werden wir in dieser Arbeit ein profundes Wissen iiber das Rechnen
mit komplexen Zahlen stillschweigend voraussetzen, ebenso wie grundlegende Aussa-
gen iiber Reihen von komplexen Zahlen und analytische Funktionen. Einzig einen Satz
iiber analytische Funktionen wollen wir herausstellen und seine Rolle bei der Lokalisie-
rung von Nullstellen erldutern.

Dazu wenden wir uns kurz von den komplexen Zahlen ab und betrachten die Lo-
kalisierung von Nullstellen im Fall einer stetigen reellen Funktion f. Finden wir zu f
reelle Zahlen a < b so, dass f(a) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen haben, so ga-
rantiert der Zwischenwertsatz, dass f im Intervall [a, b] mindestens eine Nullstelle hat.
Ist f eine schwer zu bestimmende Funktion, so reicht es eine gute Approximation h zu
finden so, dass h(a) und h(b) unterschiedliche Vorzeichen haben, und so, dass man den
Rest abschitzen kann durch |f(x) — h(z)| < |h(z)| fiir © € {a,b}. Dann haben sowohl
h als auch f eine Nullstelle in [a,b]. Um alle Nullstellen einer solchen Funktion f zu
isolieren reicht es, disjunkte Intervalle [a1,b1], ..., [an, by] anzugeben so, dass f(a;) und
f(b;) unterschiedliche Vorzeichen haben fiir 1 < ¢ < n, sofern man die Anzahl n an
Nullstellen von f kennt.

Als komplexes Analogon zu dieser Technik kann der folgende Satz angesehen werden.
Er findet sich in den meisten Lehrbiichern iiber Funktionentheorie (siche z.B. [FB06]).

Satz 2.1 (Satz von Rouché). Seien f und g analytische Funktionen auf einem
einfach zusammenhdngenden Gebiet G C C und ~ eine geschlossene Kurve in G,
welche jeden Punkt in ihrem Inneren Int(y) genau einmal umliuft. Sei zudem fir
alle z € Bild(v):

9(2)| <[ (2)]-

Dann haben die Funktionen f und f + g im Inneren der Kurve v gleich viele Null-
stellen (mit Vielfachheit gezihlt). Auf dem Bild von ~ haben beide Funktionen keine
Nullstelle.

Wie kann man diesen Satz zur Lokalisierung von Nullstellen benutzen? Sei eine zu



untersuchende analytische Funktion F(z) gegeben. Wir benétigen eine gute Approxi-
mation H(z) von E, deren Nullstellen leicht zu berechnen sind. Sei v eine geschlossene
Kurve, die in ihrem Inneren genau eine Nullstelle von H enthélt und allen Nullstellen
von H moglichst fern bleibt, sodass |H| auf Bild(«;) grof ist. Nun wenden wir den Satz
von Rouché auf f = H und g = F — H an. Ist H eine gute Approximation von F, so
sollte |E — H| klein sein, sodass die Voraussetzung des Satzes erfiillt ist. Dann erhalten
wir, dass die Kurve v in ihrem Inneren auch genau eine Nullstelle von E enthalt, wir
haben also eine Nullstelle von E isoliert.

Dieser Satz erlaubt im Allgemeinen sogar noch stiarkere Aussagen als die Technik fiir
stetige reelle Funktionen, da er Aussagen iiber die Anzahl an Nullstellen ermdoglicht,
nicht nur iiber deren Existenz.

2.2. Modulformen

Das andere Gebiet, aus dem wir einige Aussagen benétigen, ist die Theorie der Modul-
formen. In diesem Abschnitt wollen wir dem Leser einen Uberblick iiber das im Rest
dieser Arbeit hierzu benotigte Wissen liefern. Dieses kann in den ersten Kapiteln von
[DS05] oder [Miy06] nachgelesen werden.

Beginnen wir mit der Modulgruppe, der Gruppe der 2 x 2-Matrizen mit ganzzahligen
Koeffizienten und Determinante 1,

SLo(Z) = {<CCL Z) | a,b,c,d € Z, ad—bc:l}.

Diese Gruppe und ihre Untergruppen werden uns hauptséchlich interessieren. Zur Mo-
dulgruppe und N € N betrachten wir die Hauptkongruenzuntergruppe

- e (¢ o O}

Dabei ist = als eintragsweise Aquivalenz zu verstehen, also a =y 1, b=y 0, .... Es ist
I'(1) = SLy(Z). Die Gruppen I'(N) kénnen wir gut handhaben, beispielsweise wissen

wir, dass <(1) ];[) € I'(N) ist und wir kennen den Index von I'(N) in SLa(Z):

Proposition 2.2. Zu N € N ist

sta(@/r)| =TT (1- ).

p|N

Dabei geht das Produkt iber alle Primteiler von N.

Sei im Folgenden I' C SL9(Z) eine Untergruppe so, dass es ein N € N gibt mit
['(N) CT. In dieser Arbeit brauchen wir streng genommen nur den Fall I' = T'( V).



Zu einem Element der Modulgruppe erhélt man einen Automorphismus der Rie-
mannschen Zahlenkugel C = C U {o0}, die lineare Transformation

a b az+b N
<c d)(z)_cz—i—d’ 2t

Dies bedeutet fiir ¢ # 0, dass —d/c auf oo abgebildet wird und oo auf a/c, und fiir
¢ =0, dass 0o auf oo abgebildet wird.
Die obere Halbebene ist

H = {z € C|Im(z) > 0}.

Es operiert SLy(Z) auf H und v € SLa(Z) ist sogar ein Automorphismus von H.
Wir betrachten nun holomorphe Funktionen auf H. Dazu definieren wir den Opera-

b) € SLy(Z) als

tor |, zu Gewicht k fiir eine Funktion f: H — C und v = (CCL d

(fli)(2) = (cz+d)Ff(y(2), z € H.

Nun nennen wir f: H — C schwach modular von Gewicht k beziiglich T, falls fiir alle
v €Tl und z € H gilt

(fle7)(z) = f(2).

Solche Funktionen sind also unter linearen Transformationen in I' nicht invariant, aber
fast: Wir kennen den Faktor, um den sie sich veréndert, und er ist eine einfache Funk-
tion.

Insgesamt ist zu k € N eine Funktion f: H — C eine Modulform mit Gewicht k zur
Gruppe T, falls

(i)  f holomorph auf H,

(ii) f schwach modular von Gewicht k beziiglich I und

(iii) f|xy holomorph an oo ist fiir alle v € SLy(Z).

Dabei miissen wir noch definieren, was holomorph an oo heiflen soll, allerdings spielt
diese Eigenschaft im Weiteren keine Rolle, daher wollen wir ihre Definition hier nur

skizzieren und nicht weiter darauf eingehen. Es ist (é ]Y) € I'(N) C T, also ist ein

f, welches (i) und (ii) erfiillt, periodisch entlang der reellen Achse,

f(z+N) = f(2), z € H.
Daher kénnen wir f(z) schreiben als g(e*™#/N) mit einer holomorphen Funktion g
auf dem Einheitskreis ohne 0. Wir nennen nun f holomorph an oo, falls sich g an 0
holomorph fortsetzen lésst.
Die wichtigsten Modulformen zu I'(N) sind die verallgemeinerten FEisensteinreihen



vom Gewicht £ € N

Ef(z)= ) (cz+d)F,
(c,d)€Z?
(e,d)=u

mit ¥ € (Z/NZ)? von Ordnung N. Man sieht sofort, dass diese Reihe nur fiir & > 3
absolut konvergiert, sodass wir sie ohne Probleme umordnen koénnen. Gilt dies, so
rechnet man leicht nach, dass folgende Transformationsformel gilt.

Proposition 2.3. Fir alle v € SLy(Z), z € H gilt

(Biley) (2) = B (2).

Fiir v € T'(N) ist wy = @, also entspricht diese Aussage der schwachen Modularitét
von E}. Fiir sonstige v bekommen wir Relationen zwischen verschiedenen EY, B} .

Es ist nicht ganz unaufwendig nachzuweisen, dass E} die dritte Eigenschaft einer
Modulform erfiillt. Dies kann der geneigte Leser in [DS05] nachlesen.

Zu I' betrachten wir die Modulkurve

V() :=T\H={I'z|zeH}.

Diese kann durch geeignete Kartenumgebungen zu einer Riemannschen Fléche gemacht
werden. Wir verzichten hier auf deren Angabe, da sie fiir die weitere Arbeit irrelevant
sind.

Eine solche Modulkurve kénnen wir durch ein Modell in H angeben: Sei dazu 7: H —
Y (') die natiirliche Projektion m(z) = I'z. Sei D C H zusammenhéingend mit 7|p sur-
jektiv und 7| injektiv, wobei D das Innere von D bezeichnet. Dann nennen wir D einen
Fundamentalbereich von I'. Wir erhalten Y (I') aus D durch geeignete Identifikation von
Randpunkten von D. Ein solcher Fundamentalbereich existiert immer (zumindest fiir
solche I', die wir betrachten).

Auf H gibt es eine Metrik ds? und ein Maf} dv, die invariant unter SLy(Z) sind,

dx? + dy?
ds?(z) = ————=,
(2) )2

dxd
dv(z) = z2y.

Mithilfe des MaBles dv kénnen wir der Modulkurve Y (T") ein Volumen zuordnen, ndmlich
als Maf} eines Fundamentalbereiches D. Man kann zeigen, dass diese Definition un-
abhéngig vom gewéahlten Fundamentalbereich ist. Ist nun M C H invariant unter I', so
koénnen wir M ein Volumen in Y (") zuordnen,

Volyry(M) := / dv(z).

DM

Die Riemannsche Flache Y (I') kann man kompaktifizieren, indem man geeignete
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Punkte hinzufiigt. Man erhélt diese Kompaktifizierung explizit als
X(T):=T\H",

mit H* := HU Q U {oo} und geeigneten Kartenumgebungen. Dabei operiert I' auf
QU {oo} und wir nennen I'\ (Q U {oc}) die Spitzen von T

Wir bemerken, dass jedes v € SLa(Z) ein Homéomorphismus von H* auf sich selbst
ist.

Zu einer Menge M € H sei M der Abschluss von M in H*. Wir nennen M\ H die
von M sichtbaren Spitzen und setzen M* := M U (M \ H).
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Nullstellenfreiheit auf3lerhalb
der Ausnahmemenge

In der ganzen Arbeit sei N > 2, % € (Z/NZ)? von Ordnung N und k € N, k > 3.
Wir untersuchen die Nullstellen der Eisensteinreihen zur Hauptkongruenzunter-
gruppe I'(N),

Ei(z)= > (cz+d)™"
(c,d)€Z?
(e,d)=u

Dabei und in der ganzen Arbeit meinen wir mit = die Aquivalenz modulo N,
falls nichts anderes angegeben wird.

Die Voraussetzung, dass uw Ordnung N hat, ist ganz natiirlich: Im anderen Falle
haben fiir @ = (1, u2) die ganzen Zahlen uq, 9, N einen gemeinsamen Faktor g > 1.
Nach Herausteilen dieses Faktors erhalten wir eine Eisensteinreihe zu I'(N/g), die von
E} nur um den Faktor g* abweicht, die also insbesondere die gleichen Nullstellen wie
E} hat. Es kam E} also eigentlich von einer Eisensteinreihe zu kleinerem N’ her.

Die Voraussetzung N > 2 ist allerdings eine echte Einschrankung. Hierdurch verlieren

wir die klassischen Eisensteinreihen Elio,o) zu I'(1), welche aber gut untersucht sind,

sowie die Eisensteinreihen E,go’l),E,gl’O) und E,gl’l) zu I'(2). Diese sind mit unseren
Methoden nicht ohne Weiteres handhabbar, zumindest ergeben sich weitere technische
Schwierigkeiten. Wir verweisen auf die Arbeit [GLST10], welche die Nullstellen der
letzteren Eisensteinreihen untersucht und grofftenteils isoliert.

In diesem Kapitel besprechen wir ein erstes einfaches, aber wichtiges Resultat: Zu
jedem Punkt z auBerhalb einer Ausnahmemenge X" hat E keine Nullstelle in z fiir k
grof} genug. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass wir dabei das k nicht uniform
in z wahlen konnen. In den spéiteren Kapiteln dieser Arbeit wollen wir diesen Satz
daher verbessern hin zu einer uniformen Aussage und Aussagen zu Umgebungen der
Ausnahmemenge X%,

Zuerst definieren wir die Ausnahmemenge X%, die wir meinen: X% ist das Gebiet, in
dem kein Summand von E}' einen echt grofieren Betrag als alle anderen Summanden
hat, in dem also mindestens zwei Summanden den gleichen, maximalen Betrag haben.
Um dies leicht hinschreiben zu kénnen (und weil sie spéter von eigenem Interesse sein

12



0.51

Abbildung 3.1: Diese Abbildung zeigt die Mengen A(;)&g) (») und A9\ A(;)&g) ()
fir N =5, g = 1 und a = 1.3. Eingezeichnet sind auch die von
Proposition 4.2.(ii) und (iii) geforderten Kreise B,/ (—d/c) (o) und

Ba\g/c|(_d/c) ()

werden) bedienen wir uns der folgenden Mengen. Wir betrachten das Summandengebiet
A in der der zu (¢, d) gehdrige Summand von E} maximal wird (dies ist unabhéngig

von k). Zusétzlich betrachten wir das Gebiet A(>C’Oii ), in dem der zu (¢, d) gehorige Sum-
mand (cz + d)~! betragsmiiliig um mehr als einen Faktor o grofer ist als jeder andere

Summand. Dann lisst sich ¥ als Vereinigung aller A& \ A(>C’1d) schreiben. Zudem
definieren wir grofere Mengen ¥% D X% fiir & > 1, denen bei der Uniformisierung in
Kapitel 5 Bedeutung zufallen wird.

Die Mengen A4 und A(>C’Ofi ) sind in den Abbildungen 3.1 und 3.2 zu sehen. Zur
Visualisierung haben wir uns der spéter bewiesenen expliziten Darstellung in Proposi-
tion 4.2 bedient.

Definition 3.1. Zu (¢,d) =u und o > 1 definieren wir
ACD =z eH||cz+d ™ > | z+d|™" fir alle (¢,d) =1}, und
A(>C’Ofl) ={zeH||cz+d ™ >aldz+d|! fir ale (c,d) # (¢,d) =u}.

(©d) ¢in Summandengebiet. Dann sei

7, =0\ [J ALY
(e,d)=u

= (J Ald\ AL,
(e,d)=u

Dabei nennen wir A

Die Ausnahmemenge ist dann X% := ¥%,.

Es sei angemerkt, dass die explizite Darstellung in Proposition 4.2 zeigt, dass A1)
bereits in [Cum10] untersucht wurde. Dort wird gezeigt, dass AV N {z € H | 0 <
Re(z) < N} ein Fundamentalbereich von T'(N) ist.

Nun zeigen wir, dass in jedem Punkt z auBerhalb der Ausnahmemenge X% keine
Nullstelle von E} liegt fiir k& grof genug: In solch einem Punkt ist genau ein Summand

13
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Abbildung 3.2: Diese Abbildung zeigt die gleichen Objekte wie Abbildung 3.1 fiir N =
10, g =1 und o = 1.3.

zu einem (¢, d) maximal. Dies wird durch das Potenzieren mit einem geniigend grofien
k verstirkt, sodass sogar |cz + d|~% > |E¥(z) — (cz + d)7*| gilt. Das bedeutet aber,
dass E}(z) # 0 ist.

Satz 3.2. Sei z € H\ X%. Dann ist E}'(z) # 0 fir k grof genug. Die Schranke fiir
k ist dabei nicht uniform in z.

Beweis. (i) Wir benétigen eine einfache Aussage iiber die Summanden von E},
némlich

limsup |cz+d|~! =0.

|e|+|d|—o0

Zum Beweis dieser Aussage unterscheiden wir ob |c| beschrénkt ist oder nicht: Ist |c]
beschriankt, so auch |cz|, aber |d| — oo. Daher geht |cz + d| gegen unendlich, also
auch |cz +d| = \/(cy)2 + (cz +d)? > |cx +d|, und |cz + d|~ geht gegen 0. Ist |c|
unbeschriinkt, also |c| — oo, so geht auch |cy| gegen unendlich, also |cz + d|~! gegen
0.

(ii) Wegen z ¢ X% ist genau ein Summand von E}' maximal, sagen wir der zu (co, dp),
d.h., |eoz 4+ do|™t > ez +d|7! fiir alle (co,do) # (c,d) =u. Wir betrachten

lcz+d|7!
Y= sup =
(cosdo)#(cd)y=a |0z + do| ™

Wegen (i) bekommen wir den gleichen Wert iiber einen geniigend groien endlichen Be-
reich (co, dp) # (¢, d) = uwmit |¢|+|d| < C: Auflerhalb dieses geniigend grofien Bereiches
hat jeder Summand |z +d| ™! kleineren Betrag als |’ z +d’|~! fiir ein beliebiges festes
(c,d') mit (co,dp) # (¢,d") = u. Also brauchen wir das Supremum nur iiber endlich
viele Werte zu betrachten. Da aber genau ein Summand von E maximal ist in z, sind
all diese endlich vielen Werte |c 2z +d|~!/|co z + do| ! echt kleiner als 1. Es folgt v < 1.
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(iii) Nun betrachten wir

lcz+d|*
=y,
(condo)ledy=a 107 T ol

Fiir k& > 3 konvergiert E}' absolut, daher ist p; < oo. Zudem ist

Pr+1 < Y Pk,

fiir p, < 00, da fiir jeden Summanden von py, die Ungleichung |c z-+d|~!/|co z+dg| ™! < v
gilt. Zusammen mit v < 1 ergibt sich nun pg < 1 fiir k£ grof genug.

(iv) In diesem Fall ist

|co 2 + do| 7* > > ez +d|7,
(co.do) A (c.d)=u

daher ist E}(z) # 0.
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Untersuchung von
Summandengebieten

Wir wollen die im letzten Kapitel definierte Ausnahmemenge genauer untersuchen,
allerdings werden wir dies durch die Untersuchung von Summandengebieten A% errei-
chen. Von diesen werden wir eine einfachere Darstellung finden sowie einige grundlegen-
de Eigenschaften zeigen. Dies verschafft uns ein klareres Bild von Summandengebieten
und der Ausnahmemenge. Zudem werden wir die hier gezeigten Eigenschaften in den
Beweisen der kommenden Kapitel verwenden.

Unser Vorgehen in diesem Kapitel ist wie folgt: Zuerst zeigen wir eine Reduktion,
die die Untersuchung von A©® auf A(%9) zuriickfiihrt. Alle Eigenschaften, die uns in-
teressieren, werden durch diese Reduktion beibehalten. Dann leiten wir eine explizite
Darstellung des Summandengebiets A(®9) als Komplement von einer Vereinigung von
Kreisen in der oberen Halbebene her. Auch zu A(;)&g) finden wir eine explizite Dar-
stellung. Dies liefert uns insbesondere eine Darstellung von X% als die Vereinigung
der Rénder der A© was die Untersuchung der Summandengebiete statt der Aus-
nahmemenge rechtfertigt. AnschlieBend bestimmen wir die Spitzen, die von A9 aus
sichtbar sind, die also in (A(Oﬁg))* C H* liegen. Wir schliefen das Kapitel mit einer

unteren Schranke fiir die Imaginérteile der Punkte in Ag&g ) ab.

4.1. Reduktion

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Reduktion, die die Untersuchung von A& auf
die Untersuchung von A(®9) zuriickfiihrt fiir ein ¢ € N. Dafiir bendtigen wir zuerst, dass
es eine lineare Transformation in SLa(Z) gibt, die (¢, d) auf (0, g) abbildet. Dann nutzen
wir das Prinzip der Transformationsformel (E}|;7)(z) = E,ZTV(Z) (Proposition 2.3), um
zu zeigen, dass eine lineare Transformation in SLy(Z) die Mengen A(¢® und X% nur

linear transformiert.

Proposition 4.1. Es gelten

(i) Sei (c,d) € Z2, (c,d) # (0,0). Dann emistiert ein v € SLa(Z) und g € N mit

(c,d)y = (0,9).
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(ii) Sei (¢,d) =u, o > 1 und v € SLa(Z). Dann gelten
AleD = ypledr
NENE

A
<a = Vxgq

Beweis. (i) Sei g € N der grofite gemeinsame Teiler von ¢ und d. Dann existieren
b,d € Zmit b c+d d=g. Wir setzen o’ = d/g, ¢ = —c/g. Damit ist o’ d’ — b ¢/ =
dd/g+bc/lg=g/g=1,also ist

a b
v = <CI d/> S SLQ(Z).

Nach Konstruktion ist (¢, d)y = (0, g).

h
(ec+gd, fc+ hd) gilt:

(ii) Seiy = <; f> Es ist z € A©®7 genau dann, wenn fiir alle (¢, d’) = (¢, d)y =

l(ec+gd)z+ (fet+hd)| ™ > ‘c’z—i—d/‘*l.

Da v invertierbar ist, konnen wir (¢, d’) = (¢, d”)~ schreiben, wir erhalten
(ectgd)z+ (fet+hd)| > (e +gd)z+ (f"+hd")| .

Dies kann man als lineare Transformation schreiben und vereinfachen zu

-1 -1

ez+ f
gz+h

nez+ f
C

d//
:<:+h+

c )

was aber nichts anderes ist als

leyz+d|™t > | vz + d”|71 .

Also ist z € AleD7 genau dann, wenn vz € AleD).

Die Aussage iiber A(jgf) folgt analog. Wegen ¥% , = Ue,a)=z Aled) \A(>C’O‘f) folgt damit
auch die letzte Aussage.
O

Zusammen zeigen die beiden Aussagen von Proposition 4.1, dass wir uns auf den Fall
(c,d) = (0,g) beschrinken koénnen. Die expliziten Darstellungen und Eigenschaften,
die wir in den folgenden Abschnitten zeigen werden, {ibertragen sich also leichtens auf
allgemeines (¢, d).
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4.2. Explizite Darstellung

Wir leiten nun explizite Darstellungen der Mengen A(9) A(;)&g) und X% her. Dazu
machen wir eine Fallunterscheidung nach g > N/2 oder g < N/2.

Der dritte Fall, g = N/2, ist aus folgendem Grund uninteressant: Hat @ € (Z/NZ)?
Ordnung N, so auch jedes (¢, d) = u. Die Reduktion in Proposition 4.1 ist ordnungser-
haltend, weshalb wir auch bei einem (0, g) von Ordung N landen. Wir kénnen uns also
auf (0, g) der Ordnung N in (Z/NZ)? beschrinken. Es hat aber (0, N/2) die Ordnung
2, was nach unserer Voraussetzung echt kleiner als NV ist, dieser Fall fillt also weg.

Fiir den Fall g > N/2 zeigen wir, dass A9 Jeer ist. Im Fall g < N/2 ergeben sich
interessantere Muster. Wir geben eine explizite Darstellung fiir A9 und Ag)&g) als
Komplement einer Vereinigung von Kreisen in H an. Dabei bezeichnen wir mit B,.(z)
die offene Kreisscheibe mit Radius 7 > 0 um den Punkt z € C und mit B,(z) die
abgeschlossene Kreisscheibe.

Diese Darstellung ermdglicht uns unter anderem die Abbildungen 3.1 und 3.2 zu
generieren.

Proposition 4.2. (i) Firge N, g > N/2 ist A09) = ().

(ii) FirgeN, g < N/2und 1< a< N/g—1 haben wir die folgenden expliziten
Darstellungen

AOD =\ ] Byg(—dfo),

(c,d)=(0,9)
c#£0
MG =B\ | Bay(-dfe).
(c,d)=(0,9)
c#0

(i1i) In (i) reicht es sogar, die Vereinigung iber alle (c,d) = (0,g) mit 0 < |c| < g—;
zu bilden.

(iv) Fir g= N/2 und N > 2 ist (0,g) von Ordnung kleiner als N.

Beweis. (i) Fir g > N/2 ist |g — N| < |g|, also ist der Betrag des Summanden zu
(0,9), nimlich |g|~!, kleiner als der Betrag des Summanden zu (0,g — N), nimlich
|g — N|~1. Dies ist unabhiingig von z € H, es folgt die Behauptung.

(ii) Fir g < N/2ist [g+ JN| > N —g > g fiir alle j € Z, j # 0. Damit ist der
Summand zu (0, g) maximal unter allen Summanden zu (0,d), d = g. Zudem ist fiir
a < N/g — 1 die Bedingung N — g > «a g erfiillt, sodass der Summand |g|~! zu (0, g)
sogar um einen Faktor a gréfler ist als die Summanden zu (0,d), g # d = g. Dies gilt
unabhéngig von z € H.
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Betrachten wir nun einen Summanden zu (c¢,d) = (0, ¢g) mit ¢ # 0. Dann ist fiir z =
r+iyeH

g/ ™" > lez +d|™
< 91? < (cy)® + (cx +d)?
Sy’ +(z+d/o)* 2 |g/c]*.
Die Punkte z € H, fiir die die erste Zeile gilt, liegen also auflerhalb der offenen Kreis-
scheibe B,/ (—d/c). Insgesamt ergibt sich die behauptete Darstellung von A9 Fiir
A(>Oc’xg ) ergibt eine analoge Rechnung, dass z auflerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe

Ea‘ g/¢|(—d/c) liegen muss, es folgt die behauptete Darstellung.

(iii) Wir zeigen, dass fiir |c| > g]—; jede Kreisscheibe By, (—d/c) bereits in einer
Kreisscheibe zu einem betragsmifig kleineren ¢ = a enthalten ist.

Sei dazu (¢, d) = (0, g). Wir suchen (a,b) = (0,g) mit 0 < |a| < || so, dass

Byg/e|(=d/c) € Big/q(—b/a).

Man sieht, dass wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit ¢ > 0 annehmen konnen,
sonst andern wir das Vorzeichen von ¢ und a.

Wir schreiben (¢,d) = (¢ N,d' N + g), (a,b) = (¢’ N,b/ N + g) und h := g/N. Dann
gilt obige Kreisinklusion genau dann, wenn

Bipe((—=(d" 4+ h) /") C Bjpor| (= (b + h)/d").

Dies ist aber adquivalent dazu, dass der Abstand beider Mittelpunkte hochstens die
Differenz der Radien ist, also

h

h

cl

c a’ —ld

U /
d+h_b+h'<

Nach Durchmultiplizieren mit |a’| und |¢/| vereinfacht sich dies zu

ld'd —b'cd + h(d = )| < || — |hd|. (4.1)

Wir betrachten den Bruch ‘Ci—/l. Ist s := ggT(d', ') > 1, sosetzen wir o’ := ¢/ /s, b/ :=d' /s,
d/
5 e
wegen ¢ > % > N, also ¢ > 1, auch d' # 0 impliziert), so existiert (d')~!(mod ). Sei
0 < r < ¢ ein Reprisentant davon.

was obige Ungleichung ebenso erfiillt wie |a| < |c|. Ist dagegen & bereits gekiirzt (was

Wir betrachten nun zwei Fille:

a) r < — 5-: In diesem Fall setzen wir o’ :=r und b’ so, dass a’d’' — b'¢ =1 gilt.
Dies geht wegen o’ = (d’')~!(mod ¢’). Es ist also 1 < a’ < ¢/ und Ungleichung (4.1)
vereinfacht sich zu

|h(d —d') — 1| < h(d —d),
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was genau dann erfiillt ist, wenn
2h(c —ad') > 1,

und dies ist wegen @’ =7 < — ﬁ erfiillt.
b) r > ¢ — 5-: In diesem Fall setzen wir o’ :=r — ¢, also negativ. Wiederum finden
wir b/ so, dass a’d’ — b'¢’ = 1 gilt. Ungleichung (4.1) wird zu
|h(2¢ — 1) — 1| < hr.

Die eine dieser zwei Ungleichungen, h(2¢'—r)—1 < hr, ist wegen der Voraussetzung

des aktuellen Falles erfiillt. Fiir die andere, 1 — h(2¢ —r) < hr, ist schon ¢ > 3,

2 .
also ¢ > %’ hinreichend.

Wir haben also gezeigt, dass jede Kreisscheibe By, /. (—d/c) mit |c[ > g]—: bereits in einer
Kreisscheibe Bjy/q(—b/a) mit |a| < |c| enthalten ist. Damit kann man die Vereinigung
in der Darstellung von A(%9) wie angegeben einschriinken.

Die gleiche Einschrinkung kann man fiir A(;)&g) treffen, da B, (z1) C B,,(z2) bereits
Bur, (21) € Bar,(22) impliziert fir a > 1 (und ri,72 > 0, 21,22 € C).

(iv) Wurde vor Proposition 4.2 diskutiert.
O

Auf obiger Darstellung aufbauend kénnen wir direkt Darstellungen der Ausnahme-
menge Y% ablesen. Diese rechtfertigt die Untersuchung der Summandengebiete A&
statt der Ausnahmemenge 3%.

Korollar 4.3. Es ist

Eu — U V(C,d) aA(OMg(c,d)).
(e,d)=u

Dabei sind ~y(c,qy und g(c.q) die zu (c,d) gehorigen Objekte aus Proposition 4.1 (i).

Beweis. Aus Proposition 4.2 folgert man sofort A(%:9) \A(>0ig) = OA9) Wenden wir
zusitzlich die Reduktion aus Proposition 4.1 an, so erhalten wir die Aussage. ]

4.3. Sichtbare Spitzen

Wir wollen nun (A(C’d))* betrachten, also die von A(©?® sichtbaren Spitzen bestimmen.
Dazu beobachten wir zuerst einmal, dass zusétzlich zu Proposition 4.1 auch

( A(ad))* _ ( A(c,dw)*
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gilt, da v € SLy(Z) auf H* ein Homéomorphismus ist. Es reicht also wiederum, sich auf
den Fall (0,¢g) zu beschrinken. Nach Proposition 4.2 ist klar, dass auch (A(O’g))* leer
ist fiir ¢ > N/2. Fiir g < N/2 zeigen wir folgenden Satz.

Satz 4.4. Sei g € N, g < N/2. Dann ist

« N
(A(O,g)> \H—{oo}u{]; |p,qu,0<q§29}-

Beweis. Aus Proposition 4.2 folgern wir fiir den Abschluss A(©:9) von A©9) in H*, dass

A0D =1\ ) Bige(—d/e).

(c,d)=(0,9)
c#0

Da alle auftretenden Kreisscheiben Radius < |g| haben, sieht man sofort, dass oo €
( A(O,g))*‘

Betrachten wir nun g €Q,q>0,geT(p,q) = 1. Sei (¢,d) = (0,g), wir kénnen es
also schreiben als (¢,d) = (¢'N,d' N +g). Dann ist 2 € By (—d/c) genau dann, wenn

=+

d
AENR
q c c

was wir vereinfachen zu
cl
qp+d’+§,‘<‘]‘i]’. (4.2)

Sei g > %, also insbesondere p #, 0. Sei weiter 7 ein Reprisentant von p~! € Z/qZ.
Setzen wir ¢ := —r, dann ist c/Tp =5 — % fiir ein s € Z. Wir setzen d' := —s und

bekommen

1
9_'49
N q N

)

was wegen q > % erfiillt ist. Solche Spitzen sind also im Inneren eines herausgeschnit-
tenen Kreises enthalten, also nicht in (A(Oﬁg))*.
Sei andersherum 0 < ¢ < %. Dann ist CITP + d” ein Vielfaches von %. Ist dieser Wert

gleich 0, so ist Ungleichung (4.2) nicht erfiillt, denn ‘%’ < |%‘ gilt nicht. Sonst ist
dieser Wert mindestens %, aber dann ist

dp
q

9
N’

g 1 g 29
a8 B
* +N‘q NI— N

und dies ist nicht echt kleiner als §;, also ist Ungleichung (4.2) wiederum nicht erfiillt.
Es folgt, dass g in keiner der Kreisscheiben B), /. (—d/c) liegt, also in (A(O’g))* enthalten
ist. O
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Wir kénnen auch ganz leicht die Spitzen in (Ag)&g )> angeben: Dort liegt genau oc.

Korollar 4.5. Sei g€ N, g < N/2 und 1 < o < N/g — 1. Dann ist

(A0) \ ALY = (oo}

Beweis. Wiederum sind die Radien der herauszuschneidenden Kreise durch ag be-
schrinkt, also taucht oo als Spitze auf.

Zudem sind nach Lemma 4.6, welches wir im néchsten Abschnitt zeigen werden (ohne
die aktuell zu beweisende Aussage zu verwenden), die Imaginérteile von Punkten in

A(>Of) nach unten beschriankt, also finden wir keine weiteren Spitzen. O

4.4. Imaginérteile

Wir benotigen fiir Korollar 4.5 sowie fiir spiateren Aussagen eine untere Schranke fiir die
Imaginérteile von Punkten in AS;E). Diese lasst sich leicht gewinnen aus der expliziten
Darstellung und dem Wissen {iber die sichtbaren Spitzen.

Lemma 4.6. Seige N, g < N/2und1 < a < N/g—1. Dann ist fir x+iy € A(>Oc’yg)

y > 2(g/N)*Va? —1.

Beweis. In (A(O’g))* liegen nur endlich viele Spitzen (Satz 4.4), also ist kein echtes reelles
Intervall in dieser Menge enthalten. Wegen der expliziten Darstellung (Proposition 4.2)
liegt also jeder Punkt x € R in einer abgeschlossenen Kreisschreibe Bjy /. (—d/c) zu
einem (¢, d) = (0, g), wegen 4.2.(iii) sogar mit

N2
0< < —. 4.3
ol < 5 (43)
Damit ist
|z +d/c| < |g/c|. (4.4)

Seinun y € Rso,dass z=z+1iy € A@&g), also z & Byjg/c/(—d/c). Dann ist

alg/c
alg/el < |z+d/c|

= Vo2 + (z+d/c)?
(4.4)

< Vy?+lg/cP,
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wir erhalten also

(4.3)
y>lg/cv/a2—1 3 2(g/N)?Va2 —1.

23



Uniforme Aussagen

In diesem Kapitel wollen wir Satz 3.2 uniformisieren. Dies bedeutet, dass wir fiir die
verallgemeinerten Ausnahmemengen X% eine Schranke fiir k finden, ab der E keine
Nullstelle in H \ X% hat. Diese Schranke ist dann nur noch von « abhingig, also
uniform in z € H '\ Z_]Za

Wir schliefen das Kapitel ab mit einer Abschitzung des Volumens von Y%, in
Y (I'(N)). Diese wird zeigen, dass wir nun zu jedem k eine Obermenge der Nullstel-
len von E}' angeben konnen, deren Volumen in Y (I'(IV)) gegen 0 geht fiir k£ — oo.

5.1. Effektive Schranke

Wir zeigen zunéchst das folgende allgemeine Lemma, welches wir in spéateren Kapi-
teln wiederverwenden werden. Es macht Satz 3.2 effektiv durch eine Abschétzung der

Anzahl an Summanden von E,go’g ) von einer bestimmten Groflenordnung.

Lemma 5.1. Seien
e geN,g<N/2, a>1und z € H,
e SC{(c,d) €Z?]|(c,d)=(0,9)} und |S| < o0, also

T:=Tk(z) := Z (cz4d)~F
(e,d)es

eine endliche Teilsumme von E,io’g)(z),

o of|cz +d|7F <|T| fir alle (c,d) = (0,g), (c,d) €S,
1 1
o k>2+log, (C(1+ 1) (14 5))-

Dann ist |T| > ‘E]go’g)(z) - T‘, insbesondere hat E,go’g) keine Nullstelle in z. Dabei

ist C' > 0 eine Konstante, die unabhdngig von allen Parametern ist.
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Alle in dieser Arbeit nicht explizit angegebenen Konstanten konnen leichtens anhand
der Beweise explizit gemacht werden, es findet sich aber kein grofler Mehrwert dabei.

Beweis. (i) Sei r € N. Wir zihlen die Summanden von E](co’g) mit [cz+d| < rN,

(iii)

z = = + iy. Eine notwendige Bedingung fiir letzteres ist |cy| < r N, also |¢| <
r N/y. Wegen ¢ =5 0 gibt es also < 14 2r/y < 2r(1 4+ 1/y) Werte fiir ¢, die
sich zu einem Paar (c¢,d) mit |cz + d| < r N fortsetzen lassen. Fiir d haben wir
die notwendige Bedingung |cx +d| < r N, also —cz —r N < d < —cx +rN.
Daran liest man ab, dass es < 2r + 1 < 3r mogliche Werte fiir d gibt. Es folgt
eine obere Schranke von g(r) := 6r?(1 + 1/y) fiir die Anzahl an Paaren (c,d)
mit |cz + d| < r N. Im Folgenden ignorieren wir Konstanten, also reicht uns die
Aussage, dass es hochstens C; r2(1 + 1/y) solcher Paare gibt fiir eine Konstante
Ch.

Sei z € A(>Oc’f’ ). Wir betrachten
Pk = E(O’g) T‘ Z lcz +d|7".
(0,9)=(c,d) ¢S
Fiir k£ > 3 konvergiert E(O’g (2) = X (ca)=(0, g)(cz+d) absolut, also ist pr < 00.
Wir benétigen eine obere Schranke fiir py. Es ist

k= > ez +d| k.

reN  (0,9)=(c,d)¢S
(r—=1)N<|cz+d|<rN

Dabei ist jeder Summand durch ((r — 1)N)~* nach oben beschréinkt. Zudem gilt
nach Voraussetzung fiir jeden Summanden die Ungleichung o*|cz + d|=% < |T,
also ist jeder Summand von p;, durch a~*|T| nach oben beschrinkt. Wir nutzen
nun die erste dieser beiden Abschétzungen fiir » > 8 und die zweite fiir r < 3 fiir
ein zu wihlendes $ € N und bekommen

pr < g(B)a F|T|+g(B)(B—1)"*NF

(er (n=5)
+3 (g(r) — g(r — 1)) (r — 1) FNTF.
r>3

Wegen g(r) —g(r—1) = C1(2r—1)(1+1/y) < Co(r—1)(1+1/y) (fir r > > 1)
vereinfacht sich die auftretende Summe nach einer Indexverschiebung um 1 zu

Co(1+1/y)N erl k)

r>3

was sich wiederum gegen f;ﬁl 2 kdy = A5(B—1)>7%F < (8 —1)>7F abschitzen
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lasst. Einsetzen liefert
pr < (L+1/y) (CLF2a™ T+ N7HB = 1) 7H(C18? + Co(8 — 1Y)
Wihlen wir 8> 2 und somit 32 < 4(8 — 1)?, vereinfacht sich dies weiter zu
o < C3(1+1/y)5 (a7 M|T| + N7H(B - 1)7*).

Wir withlen nun 3 := 2[a] > 14+a > 2. Dann st (3—1)7% < a7% und 8% < (4a)2.
Damit ist letztendlich

pr < Ca(1+1/y)a® F(|T| + N7F),

fiir eine Konstante Cy > 1.

(iv) Unter der gegebenen Voraussetzung an k (mit C' = Cjy) ist also E,(Co’g)(z) -T|=

pr. < |T|, damit kann E."9 keine Nullstelle in z haben.
0

Das soeben bewiesene Lemma nutzen wir nun angewendet auf die Teilsumme T (z) =

g% um eine uniforme Schranke an k zu bekommen ab der E,(go’g ) keine Nullstelle in A(>Oc’f )

hat.

Satz 5.2. Seig€e N, g < N/2 und 1 < a < 2. Dann hat E,(Co’g)(z) keine Nullstelle
in A(>Of) fiir
C N?
E>2410 <> ,
Zo 2V -1
fiir eine Konstante C' > 1, die unabhdngig von allen Parametern ist.
Beweis. Wir wenden Lemma 5.1 an mit T = Ty(z) := ¢g~*. Fiir 2 € A(>O&g)
ablez + d|* < [Ti(2)| fiir alle (c,d) = (0,9), (c,d) # (0,9)-
Es bleibt zu zeigen, dass das gewiéhlte k grofl genug ist. Dazu beobachten wir zuerst,
dass

ist dann

1 gk
— =L <,
NFTy(2)] Nk~

da g < N/2, also ist statt der Voraussetzung von Lemma 5.1 schon folgende Ungleichung
an k hinreichend

kE>2+1log, (Cs5(1+1/y)).

Verwenden wir nun, dass die Imaginérteile von Punkten in A(>0,’f ) von unten beschréinkt
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sind (Lemma 4.6) erhalten wir eine hinreichende Schranke von

N2
k>2+log, (5 (14— ).
& < 5( 2g?¢a2—1>>

Fiir a < 2 (oder eine beliebige andere Konstante) kann dies wegen N2/g?> > 1 und
1/va? — 1 > Cg vereinfacht werden zu

N2
k>2+loga< 1 >

92‘ /a2 -1

5.2. Volumenabschitzung

Es fehlt noch eine Abschitzung iiber das Volumen von X% in Y(I'(N)). Mit dieser
koénnen wir dann das Hauptresultat dieses Kapitels zeigen.

Lemma 5.3. Seil<a <1+ % Dann ist

_ 1
Voly (r(wv)) (£%,) < N*|SLy(Z)/T'(N)| arccos (W) '

Diese Schranke geht mit o — 1 gegen 0. Dabei ist |SLa(Z)/T'(N)| eine bekannte
GroBe (Proposition 2.2).

Beweis. (i) Nach Definition ist

D(N)\Z%, =T(V)\ |J @D\ alh).
(e,d)=u

Wegen der Trafoformel (Proposition 4.1) sind A(9) \A(;’Ofl ) und A \ Agcf "
gleich modulo I'(V) fiir v € I'(N). Also reicht es iiber ein Représentantensystem
R von T'(N) \ {(¢,d) = u} zu summieren.

Zudem ist wegen Proposition 4.1.(i) {(0,¢9) | ¢ € N} ein Représentantensystem
von SLa(Z) \ (Z?\ {(0,0)}). Nun wollen wir nicht ganz SLy(Z) herausteilen, son-
dern nur I'(V). Damit ist aber fiir ein Représentantensystem S von SLy(Z)/T'(NV)
die Menge S-{(0,9) | ¢ € N} ein Repriisentantensystem von I'(N) \ (Z2\ {(0,0)})
und R kann als eine Teilmenge dieser gew&hlt werden. Ziehen wir nun noch in
Betracht, dass A©® leer ist fiir (c,d) = (0, g) (mod SLy(Z)) mit g > N/2 und
g = N/2 nicht in Frage kommt, da die Ordnung von @ als N vorausgesetzt wird,
so kénnen wir R sogar als Teilmenge von

5-{(0,9) [ g €N,g < N/2}
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(iii)

wéhlen. Diese Menge hat aber beschriankte Grofle, ndmlich héchstens
[SL2(Z)/T(N)[ - N/2.

Wir summieren also iiber beschrinkt viele Summanden auf, die alle dquivalent

zu einem A9 \ A(;)&g) sind, und wir bendtigen nur noch eine Abschéitzung der
Volumina der einzelnen Summanden.

Wir betrachten ein g € N, g < N/2. Wegen g < % und a < 1+ % ist die
Voraussetzung o < N/g — 1 von Proposition 4.2 erfiillt und wir bekommen die
explizite Darstellung

c C,d
M = A( d) \A(>a) =HnN U Ba\g/c|(_d/c) \ U B|g/c‘(—d/c).

(¢,d)=(0,9) (¢,d)=(0,9)
0<c|[<N?/(29) 0<c|<N?/(29)

(5.1)
Zur Berechnung des Volumens von M kénnen wir uns nun auf —N/2 <z < N/2
beschrianken, da z = z + kN (modI'(N)) fiir z € H, k € Z gilt via (1 k:N) .

0 1
I'(N). Damit bekommen wir fiir M' := M N{z € C| —N/2 < Re(z) < N/2}

dxdy
’ 3/27

Voly (r(ny) (M) < /

wobei d"y”g’y das SLa(Z)-invariante Maf auf H ist.

Fiir die Definition von M’ spielt nur eine endliche Anzahl an Kreisen eine Rolle:
Daa < 14++%7 < 2 (wegen N > 2) und |g/c| < |g/N| < 1/2 gilt, haben alle in der
Definition von M auftretenden Kreise Radius < 1. Damit muss |d/c| < N/2+1
gelten, damit ein Kreis Byy/(—d/c) iiberhaupt in das Gebiet {z € C | —N/2 <
Re(z) < N/2} hineinragt, also

N?(N +2
] < v/ + 1) < I,

Sei

N? N2(N +2)
K= = S < e
{le:d) = (0,9) [0 < el <5 dl < —

}

die Menge der Indices (¢, d) dieser Kreise. Wegen d = g gibt es hochstens N(]QVQH)

Werte fiir d, die fiir (¢,d) € K in Frage kommen. Zudem gibt es wegen 0 <
le| < N?/(2g), ¢ = 0 hochstens % Werte fiir ¢, die in Frage kommen. Insgesamt

N2(N+2)
2g2

betrachten wir also |K| < < ];7%3 Kreise.
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xdy

(iv) Das Volumen [, dyQ lasst sich schreiben als

/ dxdy N/2 / dydx
M/ —N/2

fiir h(z) ;= inf{y | z+iy € M'} und h(z) := sup{y | z +iy € M'}. Wir definieren
die Breite B von M’ als

B:= sup (h(z) - h(z)).
—N/2<x<N/2

Um diese abzuschétzen seien 2z = x +iy, 2’ = x+iy e M,y >y. Daz € M
> i

ist, gibt es ein (¢,d) = (0,9),0 < |c|] < % mit 2z’ € Byjg/e(—d/c), also ist

Y < Vai(g/c)? — (z+d/c)>. Wegen z € M ist aber z & Byq(—d/c). Wir

unterscheiden zwei Fille.

a) |z +d/c| <|g/c|: Dann ist y > \/(g/c)? — (z + d/c)?, also

y —y < Var(g/e)? — (z+dfe)? —/(g/e)? — (z +d[c)?,

was fiir |z + d/c| = |g/c| maximal wird, also gilt v/ —y < |g/c|Va? — 1.
b) |z +d/c| > |g/c|: Dann ist y > 0, also

y =y <\e2(g/c)? — (z+d/c)?
<Va2(g/c)> — (g/c)?
=|g/c|Va? —1.

Wegen |c¢| > N ist insgesamt also
B <|g/N|Va?—1.

(v) An jedem Punkt x € [-N/2, N/2] wird die untere Grenze h(z) durch einen Kreis
Big/c|(—=d/c) mit (¢,d) € K bestimmt. Dies ldsst uns wie folgt abschitzen:

/N/Q/ dydm Z /—d/c+lg/0|/ ) dydz
N/2 d/c—|g/c| Jh(z) y2

( d)eK =
—d/c+lg/e| [h(z)
< |K| max / / %
(ed)eK J_d/c—|g/c| Jh(z) Y

Dabei ist h(z) > /(g/c)? — (z + d/c)? und h(x) — h(x) < B, also bekommen wir

/ d/0+g/6|/ dyd:c lg/cl /\/ (9/c)?~22+B dydm
h(zx)

2
—d/c=|g/c| Jh —~lg/el J\/(g/c)?—a? Yy
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Dieses Integrationsgebiet erweitern wir zu

/Ig/c /\/(9/6)2—x2+B dydzr /9/C| /\/R2—x2 dydx
lg/el o/el S ajor—a2 Y2

mit R :=|g/c| + |g/N|Va? —1 > |g/c| + B, also tatséchlich vR? — 22 > B +
V/(g/¢)? — 2. Damit steht auf der rechten Seite ein elementar berechenbares
Integral, ndmlich

g 1
2arccos | —— | = 2arccos
(ICIR> (1 + |¢/N|Va? = 1>

1
< 2arccos | ————

g/c 2_x2

(vi) Zusammen ergeben (i), (ii), (iii) und (v) nun wegen g > 1 eine obere Schranke
von

1
N*SLy(Z)/T'(N)| arccos | ————=———
SLa(Z) /() (1+N — 1)
fiir das Volumen von ¥%_ in Y(I'(N)).
- O

Mithilfe dieser Volumenabschitzung und Satz 5.2 kénnen wir nun zu jedem k €
N eine Obermenge M), der Nullstellen von E}' angeben, deren Volumen in Y (I'(N))
gegen 0 geht fiir & — oo. Damit haben wir diese Nullstellen in eine kleine Menge
eingeschlossen.

Korollar 5.4. Wir kénnen Mengen Ms O My O ... in H angeben, sodass My, eine
Obermenge der Nullstellen von E}' ist und Voly (r(ny) (Mg) — 0 fiir k — oo.

Beweis. Wir wollen fiir k grofl genug My, = Eza(k) wihlen fiir eine Folge (a(k))ren. Sei
dazu C > 0 die Konstante aus Satz 5.2. Wir beobachten, dass die Funktion h: (1,00) —

R
C N2
a—2+4+log, | ————
a2 —1

streng monoton fallend ist, es existiert also eine Umkehrfunktion h~!(x). Sei ko :=
[h(1 4+ +2)]. Wir setzen fiir k > ko + 2

alk) == h71(k - 1).

Nun gilt fiir M = E“ Sa(k)’ k > ko + 2, dass My, eine Obermenge der Nullstellen von
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E} ist, denn

C N? CN?
k>k—1= h(a(k)) =2+ loga(k) (cy(]§)2—1> > 2+ loga(k) <92a(k)2_1> >

fiir jedes g > 1, also lasst sich Satz 5.2 anwenden.

Zudem ist 1 < a(k) < 1+ ﬁ, also bekommen wir durch Lemma 5.3 eine obere
Schranke fiir das Volumen von Mp, und wir sehen sofort ein, dass Voly N))(Mk) — 0
fir k — oc.

Setzen wir noch My :=H fiir & < kg + 2 so folgt die Behauptung. O
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Isolierte Nullstellen

Nun wollen wir die Nullstellen von E,(Co’g) in A(%:9) \A(;)&g) bestimmen. Dort ist neben
dem Summanden g% mindestens ein weiterer Summand (cz + d)~* | gro“, denn wir
befinden uns in einem Kreis Byq/¢(—d/c) (nach Proposition 4.2). Also betrachten
wir die beiden Summanden g=* 4 (cz + d)~* zusammen. Thre Nullstellen lassen sich
leicht explizit bestimmen, sie liegen auf dem Rand des Kreises Bjy/¢/(—d/c). Um diese

Nullstellen finden wir nun Umgebungen A, in denen auch E,go’g ) genau eine Nullstelle

hat, zumindest sofern kein anderer Kreis Byjg/v|(—d'/c’) mit A nichtleeren Schnitt

hat. In solchen Gebieten kénnen wir also Nullstellen von Elgo’g ) isolieren und sogar

recht genau angeben.

Lemma 6.1. Sei (c,d) = (0,9), ¢ # 0. Dann hat die Funktion z — g~ %4 (cz+d)~*
27i(m+1/2)

i C genau die Nullstellen z = % (ge k - d) mitmeZ, 0<m<k.

Beweis. Esist g% + (cz + d)™% = 0 genau dann, wenn
_gk = (CZ + d)k7

was genau dann gilt, wenn

mi(m+1/2)
mit n € C, n* = —1. Man kann also 7 als 62 e wihlen firme Z,0<m< k. O

Nun betrachten wir Umgebungen um diese Nullstellen von folgender Form.

Definition 6.2. Firge N, 0< g < N/2, (¢,d) =(0,9),c#0, k,f e Nund o > 1

Sel

1 2ric

1
A=Ay k,0,9),(cd) = {c (rge k —d) | - <r<a,€<x<f—|—1}.
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0.2i

0.| 1

Abbildung 6.1: Wie die Abbildungen 3.1 und 3.2 zeigt diese Abbildung zeigt die Men-
gen A(>0&g) (v) und A9) \Ag)&g) ()fur N=7,9g=1und a = 1.15.
Eingezeichnet sind auch die von Proposition 4.2.(ii) und (iii) geforder-
ten Kreise By, (—d/c) (o) und By (—d/c) ().

0.2i +

Abbildung 6.2: Diese Abbildung zeigt die Gebiete A (O) zu N = 7,9 = 1, a =
1.15, k = 24. Markiert sind solche A (@), die weit genug von den Spit-
zen entfernt liegen und keinen nichtleeren Schnitt mit einem anderen

A’ haben. In diesen konnen wir eine Nullstelle von E,(go’g ) isolieren und
recht genau bestimmen (0). Uber die Nullstellen in den verbleibenden

Gebieten () kénnen wir nichts aussagen.
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In diesen Gebieten liegt genau eine Nullstelle von g=* + (c 2z 4 d) 7. In Gebieten A,
(0,9)

in denen der drittgrofite Summand klein ist, konnen wir diese Aussage auf Ej,

aus-

weiten: Auch E( 9 hat dann in A genau eine Nullstelle.
Dieses Verhalten ist in Abbildung 6.2 zu sehen, man vergleiche auch mit Abbildung
6.1. Dort ist eingezeichnet, fiir welche Gebiete A wir eine Nullstelle isolieren kénnen.

Satz 6.3. Seien
e geN,g< N/2undl<a<N/g—1,
e A wie in Definition 6.2 mit A C H,
o AN Byjg/e(=d'/c") =0 fir alle (¢',d") =(0,g), ¢ #0, (¢,d") # (c,d),

o k>6+2log, (92%27_1).

Dann hat E( 9 in A genau eine Nullstelle.
Dabei ist C' > 0 eine Konstante, die unabhingig von allen auftretenden Parame-

tern ist.

Dabei beschréankt o die Grofle des drittgrofiten Summanden. Ist es durch eine Kon-
stante beschrankt und ist k grofl genug, so erhalten wir, dass in A genau eine Nullstelle

von E,(co’g) liegt.

Es mag auffallen, dass wir damit nicht die Nullstellen von E,(Co’g) in A9 isolieren,
denn A liegt nicht nur in A(®9 sondern auch in A(©? . Es diirfte allerdings nicht leicht
sein zu bestimmen, ob die isolierte Nullstelle in A(%9) oder A(©D fillt. Zudem ist klar,
dass wir dasselbe Gebiet A erhalten, wenn wir es von A©? aus definieren, d.h. wenn
wir die Rolle von g=* und (cz + d)~* bei der Definition vertauschen. Dadurch zihlen
wir jede isolierte Nullstelle aus genau zwei Richtungen.

Beweis. (i) Sei Ty(2) := g% + (cz + d)™* und k& > log, 3. Wir benétigen eine
Abschétzung von |Tj(z)| auf dem Rand von A. Dazu betrachten wir 3 Abschnitte
auf diesem Rand:

a) Fiir r = a ist [cz +d|™F = (ag)7F, also |Ti(2)| > g7 *(1 — a™F).
b) Fiir 7 = 1/a ist |cz +d|7F = aFg™*, also |T(2)| > g7 *(a* — 1).
k

¢) Fiirz = £ oder x = (+1ist (cz+d)% = (rg)7*, also |Ti(2)| = g~ F(1+rF)
—k

\Y]

9

Insgesamt ist also |Tj(2)| > ¢7*(1 —a~F) auf 9A. Wegen k > log, 3ist 1 —a~F >
a2 also

Th(2)] > a2k, (6.1)

(ii) Wir wollen Lemma 5.1 mit o' := /a auf A verwenden um dort |Ty(z)| >

|E,(€0’g) (2) — Tk(2z)| zu bekommen. Die ersten beiden Voraussetzungen von Lem-
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(iii)

(iv)

(v)

ma 5.1 sind trivialerweise erfiillt. Zudem gilt fiir alle (¢/,d’) = (0,9), ¢ # 0,
(¢, d) # (c,d)

(6.1)
T (2)] >

a—k/Qg—k > Oé_k/QOék’C,Z _|_d/|—k
_ (a/)k‘clz + d/’_k,
wobei wir die Voraussetzung AN Byy/(—d'/c') = () verwendet haben. Fiir einen
Summanden (0,d") = (0, g), d # g gilt zudem wegen o < N/g — 1
@74 < (V) * < a7k
< a *aM|Ty(2)]
= (o) M|Ti(2)l,

also ist die dritte Voraussetzung von Lemma 5.1 erfiillt. Wir erhalten, dass fiir

k> 2+ 2log, (C (1+y1*> <1+W>> (6.2)

die Ungleichung | T, ()| > [E"9) (2) — Tj,(2)| gilt, wobei y* == inf{Im(z) | z € A}.

Die Ungleichung [T (z)| > \E,(co’g)(z) — Tk (2)| erlaubt uns den Satz von Rouché
(Satz 2.1) anzuwenden: Sei G = H, v eine Kurve, die den Rand JA genau einmal

abléuft, f := Ti(z) und g := E,go’g)(z) —Tj(z). Darauf angewendet liefert der Satz

von Rouché, dass Tj(z) und E,go’g ) (z) gleich viele Nullstellen haben in A, nédmlich

genau eine (wegen Lemma 6.1), und dass E](fo’g)(z) auf OA keine Nullstelle hat.
Dies ist die gewiinschte Behauptung.

Wir wollen noch die Schranken an k vereinfachen. Dazu bemerken wir, dass wegen
a< N/g—1 gilt
1 (6.1) gkah/2
NF|Tp(2)] —  N*

<1
Damit vereinfacht sich Ungleichung (6.2) zu

1
k> 2+ 2log, (C’g <1+*>>.
Y

Zudem beobachten wir noch, dass k > log,, 3 schon von obiger Schranke impliziert
wird (zumindest nachdem wir Cy > 3 setzen).

Wir betrachten den ,,oberen Rand“ S von A,

S:z{i(age%kiz—d)]ﬂ<x<€+1},
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und ¢y := inf{Im(z) | z € S}. Man sieht sofort, dass
y =y /.
Nun ist S C 8A(>Oc’yg ), also ldsst sich Lemma 4.6 anwenden und wir erhalten

y = 2(g/N)*Va? 1,
also
.. 2022 -1
> =
=T N2a2

Wegen o« < N/g — 1, g < N/2 ist die rechte Seite davon durch 1 nach oben
beschrankt. Daher konnen wir die Schranke an k vereinfachen zu

NZ2a2
k> 24 2log, (Ch—n
& ( 32gwa2—1>

CyN? >

>6+2lo (
ga | rvar—1

O]

Die von Satz 6.3 garantierte Nullstelle von E](Co’g ) in A kénnen wir noch genauer an-

geben. Sie weicht von der Nullstelle von g%+ (c z+d) =% nur um einen in k exponentiell
kleinen Term ab.

Satz 6.4. Seie > 0. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.3, also insbesondere

C.N2
k>6+2lo <5>
so\ vz —1

- d) die Nullstelle von g=* + (cz + d)™% in A und 2} die

. 1 2mi(e+1/2)
sei zp = ¢ (ge k

Nullstelle von E@(z) in A. Dann gilt
—k/2
k

«
20— 2| < (1 +2) ||

Dabei miissen wir C. abhdngig von € unter Umstinden grifler wdhlen als C in
Satz 6.3.

) C 1 2mi(£41/2) o 1 .
Beweis. Sei z* = (g(l +&e  ® - d) mit einem § € C, || < 1. Wir betrachten
Tu(2) :== g % + (cz+d)~" an 2*. Es ist

() = g7 1 = (1 + 67",
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und

(1 +&)F — 1]
1+

L KlEl =305 () 1eV

G

_ hlEl = X WP

= A+ EDF

1-(1+&7F =

k
ke - )
(1 +[€)*
Wir wihlen €] = (1 4+ E)M,: 2 < }jﬁ Ist nun C. groff genug gewéhlt (in Abhéingigkeit
1 _lel
von €) so ist tatséchlich [¢] < % Zudem geht a ig“)‘i' gegen 1 mit C; — oo, also kénnen

wir C, grof} genug wihlen, sodass dieser Wert mindestens 1/(1 + ¢) ist. Dann ist
1= (+&7F = a2
also
[ Tii(=")| = a2 7",
Dies gilt fiir alle z* auf dem Rand des Gebietes

2mi(£+1/2)

X k2
D::{c<9(1+§)ek_d) [EeC gl =(+e)— }

Wir folgen (ii)-(v) im Beweis von Satz 6.3 nun mit AN D statt A und erhalten, dass
Tk (z) und E}iO,g )(z) in AN D gleich viele Nullstellen haben, nach Lemma 6.1 also eine.

2mi(e41/2)

Diese Nullstelle z{, von E’go,g ) (2) ldsst sich schreiben als z)) = 1 (9(1 +&e & — d)

C
a—k/2

mit einem & € C, [{| < (14 ¢)%4—. Es gilt

2mi(0+1/2)
= )gge k
C

|20 — 2
e
k

< )%‘(1+e)
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Symbolverzeichnis

N . Die Menge der natiirlichen Zahlen (ohne 0), N= {1,2,3,...}

7 Die grofite ganze Zahl n mit n < x

Ef(z) oo, Eisensteinreihe zur Hauptkongruenzuntergruppe I'(V), S. 12

N Natiirliche Zahl zu der wir die Hauptkongruenzuntergruppe I'(V)
betrachten, S. 12

koo Gewicht der Eisensteinreihe E}(z), S. 12

U ooooiaiainnnnnn, u € (Z/NZ)? von Ordnung N, Index der Eisensteinreihe E¥(2),
S. 12

Aed) Summandengebiet, in dem der Summand zu (¢ z+d)~* betragsméBig
maximal ist fiir E*(z), S. 13

A(>C’Ofl ) Gebiet, in dem der Summand zu (¢ z+d) ! betragsmifliig um einen
Faktor o grofer ist als alle anderen Summanden von Eff(z), S. 13

Yo v Die (verallgemeinerte) Ausnahmemenge, nur hier kann E}!(z) Null-
stellen haben, S. 13 -

Ti(2) oo, Eine endliche Teilsumme der Eisensteinreihe E,io’g ) (2), S. 24

A Gebiet, in der wir unter gewissen Voraussetzungen eine Nullstelle
von E,go’g) (z) isolieren kénnen, S. 32

C,Cq,Cy usw. .... Positive reelle Konstanten, die anhand der Beweise explizit ausge-
rechnet werden kénnen

SLo(Z) oot Modulgruppe, S. 8

D(N) oot Hauptkongruenzuntergruppe, S. 8

H ..o obere Halbebene, S. 9

YT) oo, Modulkurve, S. 10

D o Fundamentalbereich, S. 10

ds® ... .. invariante Metrik, S. 10

dv ..o invariantes Maf3, S. 10

Volyry(M) ....... Volumen von M in Y(T'), S. 10

X(T) coeiiiiit kompaktifizierte Modulkurve, S. 11

H* o obere Halbebene erweitert um Q und oo, S. 11
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