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Vorwort

Sei k :=TF4(T) ein rationaler Funktionenkérper iiber einem endlichen Korper
F, mit ¢ Elementen. Des Weiteren sei A := F,[T] der Polynomring iiber k.
Um 1938 beschrieb der Mathematiker L. Carlitz einen exotischen A-Modul.
Carlitz lieR A als Endomorphismenring auf der additiven Gruppe von k, dem
algebraischen Abschluss von k, operieren. Fiir ein Polynom m € A ist die Akti-
on von m durch ein separables Polynom C,,(X) mit Koeffizienten in A gege-
ben. Dieser A-Modul wird auch Carlitz-Modul genannt. Die Menge der Null-
stellen A, von C,,(X) erzeugt eine endliche, algebraische Erweiterung

K,, := k(A;,) von k. Erweiterungen der Form K, werde ich in dieser Arbeit
als Torsionskérper des Carlitz-Moduls bezeichnen. Die Erweiterungen K, von
k besitzen viele Eigenschaften, die die zyklischen Erweiterungen Q () von Q
haben. Dabei bezeichnet pu,, eine m-te Einheitswurzel.

In dieser Arbeit mé&chte ich holomorphe Differentiale auf K, iiber F, konstru-
ieren. Im Allgemeinen besitzen Differentiale ein grofes Anwendungsgebiet.
Zum Beispiel in der Analysis und der algebraischen Geometrie. Des Weiteren
finden Differentiale eine Anwendung in der Theorie der algebraisch-geomet-
rischen Codes, die auch Goppa-Codes genannt werden. Hierzu sei auf das Buch
[Stich] verwiesen.

Im ersten Kapitel werden die Grundlagen, die fiir diese Arbeit relevant sind,
angegeben. Dabei handeln die ersten vier Abschnitte von Kapitel 1 von der
Theorie der Funktionenkorper. Danach werden die Begriffe der Divisoren und
der Differente erldutert. Zum Abschluss von Kapitel 1 werden Differentiale ein-
gefiihrt.

Das zweite Kapitel beschreibt die Eigenschaften der Torsionskérper des Car-
litz-Moduls. Zuerst wird der Carlitz-Modul durch die Carlitz-Polynome einge-
fithrt. Dann werden die m-Torsion und die Torsionskérper des Carlitz-Moduls,
sowie ihre Eigenschaften, dargestellt. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wer-
den die Differente und das Geschlecht von K, angegeben.

Das letzte Kapitel handelt von holomorphen Differentialen auf Torsionskor-
pern des Carlitz-Moduls. Dabei werden in den ersten drei Abschnitten fiir spe-
zielle m € A Basen fiir den Raum der holomorphen Differentiale auf K, iiber
k konstruiert. Zum Schluss werden fiir beliebige m € A Mengen angegeben,
die aus holomorphen Differentialen bestehen.
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1 Grundlagen

In diesem Kapitel mdéchte ich die Begrifflichkeiten bereitstellen, die ich fiir diese
Arbeit als grundlegend ansehe. Deshalb werden die Aussagen ohne Beweise
wiedergegeben. Den interessierten Leser verweise ich auf das Buch [Stich].

Notation:
In der gesamten Arbeit bezeichnet
e N={1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen.
e No={0}UN.
e Z={..,—2,—-1,0,1,2,...} die Menge der ganzen Zahlen.

Q={%1a,beZ,b+# 0} die Menge der rationalen Zahlen.

F, den endlichen Kérper mit ¢ Elementen, wobei ¢ = p® ist. Dabei ist p
eine Primzahl und s € N.

1.1 Funktionenkorper, Bewertungen und Stellen

1.1.1 Definition:

Sei F ein beliebiger Korper. Ein (algebraischer) Funktionenkérper K/F in einer
Variablen diber F ist eine Korpererweiterung K DO F, so dass K eine endliche,
algebraische Erweiterung von F'(z) ist. Dabei ist € K transzendent iiber F'.
Fiir y € K\ F schreiben wir auch y € K/F.

1.1.2 Bemerkung:

(i) Ein Element xz € K ist transzendent iiber F' genau dann, wenn die
Erweiterung K/F (z) einen endlichen Grad besitzt.

(i) Ein Funktionenkérper K/F in einer Variablen iiber F' hat Transzen-
denzgrad 1.
1.1.3 Definition:

Der Konstantenkorper F' heifst perfekt, falls alle algebraischen Erweiterungen
von F' separabel sind.



1.1.4 Beispiele:
(i) Der Korper F, ist perfekt.
(ii) Fiir einen Korper F' mit char (F') = p gilt:
F ist perfekt & F = FP.
(iii) Korper der Charakteristik null sind perfekt.

(iv) Algebraisch abgeschlossene Koérper sind ebenfalls perfekt.

1.1.5 Definition:

Ein Bewertungsring eines Funktionenkérpers K/F ist ein Ring O C K mit
folgenden Eigenschaften:

(i) FCOCK,und
(ii) fiir jedes z € K gilt: z € O oder 27! € O.

Ein diskreter Bewertungsring ist ein lokaler' Hauptidealring, der kein Korper
ist.

Notation: O* :={z € O | Jy € Omit zy = 1}.

1.1.6 Lemma:

Ein Bewertungsring O eines Funktionenkorpers K/F ist ein diskreter Bewer-
tungsring mit maximalem Ideal P = O\ O*.

1.1.7 Definition:

Eine diskrete Bewertung von K/F ist eine Abbildung v : K — ZU{oco} mit den
Eigenschaften:

(i) v(z) =c0c =z =0.

(ii) v(zy) =v(z) +v(y) fur alle z,y € K.

(iii) v(x +y) > min{v(z),v (y)} fir alle z,y € K.
(iv) Fir alle 0 # a € Fist v (a) = 0.

Die Bewertung v heifit normiert, falls v* := v |g«: K* — Z surjektiv ist. Ist v
1

nicht normiert, v* (K*) = dZ, d € N, so ist ¥ := 5 - v eine normierte diskrete
Bewertung.

Bemerkung:

Fiir co gelten folgende Rechenregeln:

(i) Fir alle a € Z ist co > a, und

(ii) Fiir alle a € Z gilt co+ 00 =a + 00 =00 + a = 0.

!Ein Ring heift lokal, wenn dieser genau ein maximales Ideal besitzt.



1.1.8 Lemma:

Sei v eine diskrete Bewertung von K/F und seien z, y € K mit v(z) # v(y).
Dann gilt:

v(z +y) = min{v(z),v(y)}-

1.1.9 Bemerkung:

Fiir eine diskrete Bewertung v von K/F kann man einen Absolutbetrag | - |
auf K definieren. Fiir eine reelle Zahl 0 < ¢ < 1 definiert man die Funktion

|- |o: K — R durch
|y Joi= 0, falls y =0
Y= 02 falls y £0 [

Zwei Absolutbetriige | - |1, | - |2 heifien fquivalent, wenn ¢ > 0 existiert mit
|y li=| v |§ fiir alle y € K.

1.1.10 Definition:

Sei K/F ein Funktionenkdrper mit Konstantenkorper F. Eine Stelle P von
K/F ist das maximale Ideal eines Bewertungsrings O von K/F. Jedes Element
m € P mit P = 70O heifit Uniformisierende von P.

Notation: S(K) = {P | Pist eine Stelle von K/F}.

1.1.11 Bemerkung:

Es gibt kanonische Bijektionen zwischen den Mengen der
(a) Stellen von K/F;
(b) Aquivalenzklassen von Absolutbetriigen auf K;

(c) normierten diskreten Bewertungen auf K.

1.1.12 Definition:

Sei P € S(K) und Op der zugehodrige Bewertungsring. Wir bezeichnen
deg(P) :=[(Op/P) : F]

als den Grad von P.

Bemerkung:

Der Grad einer Stelle ist immer endlich.



1.1.13 Definition:

Sei K/F ein Funktionenkorper mit Konstantenkorper F. Weiter sei m € K und
P € S(K). Dann ist P eine

(1) Nullstelle von m, falls vp(m) > 0.
(ii) Nullstelle von m der Ordnung n, falls vp(m) =n > 0.
(iii) Polstelle von m, falls vp(m) < 0.
(iv) Polstelle von m der Ordnung n, falls vp(m) =n < 0.

Anhand eines einfachen Beispiels werden im folgenden Abschnitt die hier einge-
fiihrten Begriffe veranschaulicht.

1.2 Der rationale Funktionenkorper

1.2.1 Definition:

Ein Funktionenkdrper K/F heiflt rational, falls es ein transzendentes x € K\ F'
gibt mit K = F(x).

Betrachten wir nun den rationalen Funktionenkorper F(7').

Fir den Ring F[T gilt:

Jedes Primideal p von F[T] ist durch ein eindeutiges normiertes, irreduzibles
Polynom p(T') € F[T] erzeugt. Die Lokalisierung von F[T] bei @ ist gegeben
durch

Oy = {fjég | F(T), o(T) € FIT], p(T) +g<T>} .

Dies ist ein diskreter Bewertungsring. Das eindeutige maximale Ideal von O,
ist gegeben durch

Py — {J;g; | J(T), g(T) € FIT1, p(T) | £(T), p(T) fg(T)} .

Die Stellen der Form P,y sind die endlichen Stellen von F(T'). Bis auf eine
Stelle sind die Stellen des rationalen Funktionenkorpers von der Form P,(r).
Betrachten wir nun den Ring F[£]. Der Ring
_ [T
O = o) | f(T), 9(T) € FIT], deg(f(T)) < deg(9(T))

ist ebenfalls ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal



_[f(T)
Py = {g(T) | f(T), g(T) € FIT), deg(f(T)) < deg(g(T)>} :

Die Stelle P, wird die Stelle bei unendlich genannt.
Zu den Stellen von F'(T') werden die zugehorigen Bewertungen wie folgt definiert:

1.2.2 Definition:

(i) Sei P € S(F(T)) eine endliche Stelle, die zu dem normierten, irre-
duziblen Polynom p(T") € F[T] korrespondiert.
Die zugehorige Bewertung vp : F(T) — Z U {oo} ist gegeben durch

op () ::{ n, falls  # 0 }7

oo, falls z =0

wobei @ := p(T)" - L mit £(T), g(T) € F[T], n € Z, p(T) { f(T)
und p(T') t g(T).

(ii) Sei Py, € S(F(T)) die Stelle bei unendlich. Die diskrete Bewertung
Voo : F(T) — Z U {oo} wird definiert durch

; (f(T)> .:{ deg(g(T)) — deg(f(T)), falls f(T) # 0 }
“ (1)) o0, falls f(T) =0 ,

wobei f(T), g(T) € F[T] mit g(T) # 0.

1.2.3 Lemma:

Sei P € S(F(T)) eine endliche Stelle mit Uniformisierender p(T") € F[T]. Dabei
ist p(T') ein normiertes, irreduzibles Polynom. Des Weiteren sei P, € S(F(T))
die Stelle bei unendlich. Dann gilt:

(i) deg(P) = deg(p(T)).
(ii) deg(P~) = 1.

Da wir ab Kapitel 2 den Konstantenkdrper F, betrachten, setzen wir nun

F =TF,. Des Weiteren sei A := F,[T], k := Fy(T) und vp, die Bewertung zur
Stelle Pp. Betrachten wir nun (k,vp,) als metrischen Raum. Die Cauchyfolgen
in k bilden unter komponentenweiser Addition und Multiplikation einen Ring
R. Aufserdem erzeugen die Nullfolgen ein maximales Ideal 7 in R. Indem wir
nun den Ring R nach dem maximalen Ideal Z faktorisieren, erhalten wir den
Korper

Fq((T))1: f= Z (li'Ti|7”L€Z7 a; € F,

n<i<oo



Dieser ist vollstindig? beziiglich der kanonischen Fortsetzung von vp, auf F,((T)).
Der Korper F,((T)) wird die Vervollstindigung von k bei Pr genannt. Die
Vervollstandigung von k bei oo ist der Ring der formalen Laurent-Reihen, der
gegeben ist durch

n<i<oo

szzﬂw;)):{f: 5 () [nez F}

1.3 Erweiterungen von Funktionenk6rpern

Sei K/F ein Funktionenkorper mit Konstantenkorper F.

1.3.1 Definition:

(1) Ein Funktionenkorper L/E wird algebraische Erweiterung von K/F
genannt, falls L O K eine algebraische Korpererweiterung ist und
EDF.

(i) L ist eine geometrische Erweiterung, falls E = F ist.

In diesem Abschnitt bezeichnet L/E eine algebraische Erweiterung von K/F.

1.3.2 Definition:

Es sei P ( bzw. p) eine Stelle von K (bzw. von L) und es bezeichnet Op C K
(bzw. O, C L) den korrespondierenden diskreten Bewertungsring. Eine Stelle
p € S(L) liegt iber P € S(K), falls Op = KN O, und P = pN Op.

Notation: p | P :<= p liegt iiber P.
1.3.3 Definition:
Sei p € S(L) mit p | P. Dabei ist P € S(K).

(i) Der Verzweigungsindex von g iiber P ist eine ganze Zahl
e:=e(p| P) mit

vp(z) = e-vp(z) fir alle z € K.

(i) Sei L (p) (bzw. K(P)) der Restklassenkérper von o (bzw. P). Die
Zahl f(p | P) := [L(p) : K(P)] heift der Restklassengrad von g
iber P.

2Ein Koérper K heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge in K konvergent ist.



1.3.4 Proposition:

Sei P € S(K) und p € S(L). Des Weiteren sei M/D eine algebraische Er-
weiterung von L/E und P € S(M) mit P | p. Dann gilt:

() e(P|P)=e(P|p)-elp]|P).
(i) f(PIP)=f(Plp) flp|P).
1.3.5 Satz:

Sei L/E eine endliche Erweiterung von K/F und sei P € S(K). Des Weiteren
seien ©1, 2, ..., Em Stellen von L, die iiber P liegen. Dann gilt:

> elpi | P)-flpi| P)=I[L:K].

1<i<m

1.3.6 Definition:

Sei L/E eine Erweiterung von K/F vom Grad n und sei P € S(K) und
p € S(L).

(i) p | P ist verzweigt, falls e(p | P) > 1.
(ii) p | P ist unverzweigt, falls e(p | P) = 1.

(iii) P zerfallt vollstindig in L/K, falls es genau n verschiedene Stellen
p € S(L) mit p | P gibt.

(iv) P ist voll verzweigt in L/K, falls es genau eine Stelle p € S(L) mit o | P
gibt, d.h. e(p | P) =n.

(v) @ | P ist zahm verzweigt, falls e(p | P) > 1 und char(F)te(p | P).

(vi) p | P ist wild verzweigt, falls e(p | P) > 1 und char(F) | e(p | P).

(vii) P ist verzweigt in L/K, falls mindestens eine Stelle p | P verzweigt ist.
(viii) P ist unverzweigt in L/K, falls alle Stellen p | P unverzweigt sind.

(ix) P ist zahm verzweigt in L/ K, falls P verzweigt ist in L/K und keine Stelle
p | P wild verzweigt ist.

(x) P ist wild verzweigt in L/K, wenn mindestens eine Stelle p | P wild
verzweigt ist.



1.4 Galois-Erweiterungen von Funktionenkdrpern

Sei M /N eine endliche Erweiterung und sei Aut(M) die Automorphismengruppe
von M. Es bezeichnet

Aut(M/N) := {o € Aut(M) | o |y=id}
die Automorphismengruppe von M/N.
Die Erweiterung M /N ist galoissch genau dann, wenn | Aut(M/N) |= [M : N]|
ist. In diesem Fall wird Aut(M/N) als Galoisgruppe Gal(M/N) von M/N
bezeichnet.
1.4.1 Definition:
Eine Erweiterung L/F von einem Funktionenkorper K/F heift galoissch, falls

L/K eine endliche Galois-Erweiterung ist.

Im spéteren Verlauf dieser Arbeit miissen wir wissen, wie die Galoisgruppe auf
den Stellen eines Funktionenkorpers operiert. Dazu betrachten wir folgende
Aussagen:

1.4.2 Lemma:

Sei L/ E eine Galois-Erweiterung eines Funktionenkérpers K/F', P € S(K) und
p € S(L) mit p | P. Dann ist o(p) := {o(z) | € p} eine Stelle von L, wobei
o € Gal(L/K). Des Weiteren gilt:

(i) o(p) | P.

(i) Vo () (a) = vo(0~ () fiir alle a € L.
(iii) e(o(p) | P)=e(p | P).

(iv) flo(p) | P) = f(p|P).

1.4.3 Satz:

Sei L/K eine Galois-Erweiterung von K/F und sei P € S(K).
Dann operiert die Galoisgruppe transitiv auf der Menge {p € S(L) | ¢ | P}.



1.5 Divisoren

Es sei K/F ein Funktionenkérper mit Konstantenkorper F.

1.5.1 Definition:
Sei P € S(K). Elemente der Form
D= Y ap-P
PES(K)

mit ap € Z und fast alle ap = 0, bilden unter koeffizientenweiser Addition eine
Gruppe. Die Gruppe

Div(K):=¢ D= Z ap - Pmit ap € Zund fast alle ap =0
PeS(K)

heift die Divisorgruppe von K/F. Die Elemente von Div(K) werden als Divisoren
von K/F bezeichnet.

1.5.2 Bemerkung:

(i) Einige Autoren verwenden fiir Divisoren die Produktschreibweise
anstatt der Summenschreibweise.

(i) Der Triger eines Divisors D ist definiert durch
supp(D) :={P € S(K) | ap # 0}.

(iii) Ein Divisor der Form D = P mit P € S(K) heifst Primdivisor.

1.5.3 Definition:
Fir Qe S(K)und D= ) apP sei vg(D) := ag die Bewertung von D an

PeS(K)
der Stelle ().

Durch diese Definition folgt nun, dass supp(D) = {P € S(K) | vp(D) # 0} und

D= Y wp(D) P

Pesupp(D)



1.5.4 Definition:
(i) Fir Dy, Dy € Div(K) und fiir alle P € S(K) definieren wir
Dy < Dy :<= vp(D1) < vp(D3).
(i) Ein positiver (oder effektiver) Divisor ist ein Divisor D mit D > 0.

(iii) Der Grad eines Divisors D ist definiert durch

deg(D)i= 3 vp(D) - deg(P),
PeS(K)

wobei deg(P) = [Op/P : F).

1.5.5 Definition:

Sei 0 # x € K und es sei N die Menge der Nullstellen und Z die Menge der
Polstellen von z in S(K'). Dann heifit

(1) ()0 := Y. vp(x)- P der Nullstellendivisor von x.
PEN

(ii) (#)eo := >. (—vp(x)) - P der Poldivisor von .
pPez

(iii) (x) := (x)o — (¢)oo der Hauptdivisor von z.

1.5.6 Bemerkung:

(i) Die konstanten Elemente 0 # x € K sind charakterisiert durch
x€F < (z)=0.

(ii) Nach Definition 1.1.13 folgt: (2)o > 0 und (2)s > 0.

(iii) Fir den Hauptdivisor von x gilt:

() = (2)o = (¥)oo = >, vp(x)P+ > vp(z)P

PeEN pPcZz

S(K)=NUZ
= > wvp(z)P

PeS(K)

(iv) Des Weiteren gilt fiir den Hauptdivisor von xy mit z, y € K:

1.1.7(i4)

(zy) = X wplzy)P = > (vp(x) +vp(y))P
PeS(K) PeS(K)
= >, vp(@)P+ > wp(y)P
PeS(K) PeS(K)
= (=) + (v)

(v) Da nur endlich viele Null- und Polstellen existieren, sind die Definitionen
von 1.5.5 sinnvoll.
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1.5.7 Definition:
Fiir einen Divisor D = Y wvp(D)-P € Div(K) ist der Riemann-Roch-Raum

PeS(K)
zum Divisor D wie folgt definiert:
L(D):={x € K |vp(z) > —vp(D), VP € S(K)}.

Bemerkung:

Der Riemann-Roch-Raum spielt eine wichtige Rolle in der Theorie von algebra-
ischen Funktionenkérper. Des Weiteren enthilt die Definition von algebraisch-
geometrischen Codes den Riemann-Roch-Raum.

1.5.8 Lemma:

Sei D € Div(K). Dann ist £(D) ein Vektorraum iiber F.

1.5.9 Definition:
Fiir D € Div(K) heifst I(D) := dim(L(D)) die Dimension des Divisors D.

1.5.10 Satz:

Sei € K/F nicht konstant und seien (z)g bzw. () der Nullstellen- bzw.
Poldivisor von . Dann gilt:

deg((z)o) = deg((z)oc) = [K : F(z)].
Bemerkung:
Satz 1.5.10 besagt, dass alle Hauptdivisoren den Grad null besitzen.

Wenden wir uns nun einem speziellen und wichtigen Divisor zu, der Differente
eines Funktionenkdrpers.

1.6 Die Differente eines Funktionenkdrpers

In diesem Abschnitt bezeichnet L/E eine endliche, separable Erweiterung des
Funktionenkorpers K/F mit Konstantenkérper F. Fiir jede Stelle P € S(K)
sei R p der ganze Abschluss von Op in L. Des Weiteren bezeichnet

trp kx : L — K die Spurabbildung.
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1.6.1 Definition: (lokale Differente)
(i) Es sei Cx, 0, :=={x € L|try/x(zb) € Op, Vb € Rp}.

(ii) Dw, 0, = {y €L |xy € Rp, Vx € Cyep/op} heifst die Differente von Rp
iber Op.

Bemerkung:

Der Ring Rp ist ein Dedekind-Ring mit Quotientenkérper L, Cy, /0, ist ein
gebrochenes Ideal von Rp, und Dy, /0, ist ein Ideal von Rp. Die Differente
lasst sich schreiben als

Dypjop = 11 ",
max. Ideal von Rp
fast alle n, = 0, n, € No.

Notation: d(p) := n,.

1.6.2 Definition: (globale Differente)
Sei P € S(K) und P € S(L) mit P | P. Die Differente von L/K wird definiert
durch

Diff(L/K):= Y _ d(P)-P.

PeS(L)

Die wichtigsten Eigenschaften dieses Divisors werden im folgenden Satz angegeben:

1.6.3 Satz:

Folgende Aussagen sind &quivalent:

(i) Eine Stelle P € S(L) ist verzweigt tiber K.

(i) P | Drpjop-

(iii) d(P) #0.

Folgender Satz enthilt Aussagen iiber den Wert von d(P).

1.6.4 Satz:

Sei P € S(L) mit P | P. Dann gilt:
(i) d(P) > e(P | P)—1, mit Gleichheit genau dann, wenn P | P zahm verzweigt

1st.
(ii) d(P) > e(P | P) <= P | P ist wild verzweigt.

(iii) Nur endlich viele Stellen von L sind verzweigt tiber K.
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1.6.5 Bemerkung:

Aus Satz 1.6.3 und Satz 1.6.4 (iii) folgt, dass die Differente von L/K eine
endliche Summe von Stellen ist.

1.7 Derivationen und Differentiale

In diesem Abschnitt bezeichnet K/F ein Funktionenkorper mit Konstantenkor-
per F. Bevor wir Differentiale einfithren, wenden wir uns den Derivationen
Zu.

1.7.1 Definition:

Sei M ein Modul iiber K. Eine Abbildung d : K — M heifst eine Derivation
von K/F, falls d folgende Eigenschaften besitzt:

(i) d ist F-linear.
(ii) Fir alle z, y € K gilt:
d(zy) =z - d(y) +y - d(z).
1.7.2 Lemma:
Sei d : K — M eine Derivation von K/F in M. Dann gilt:
(i) Ya € F : d(a) =0.
(ii) d(z™) =n-2" ! -d(z) fir x € K und n > 0.
(iii) Fir x € K gilt: d(zP) = 0, falls F' Charakteristik p besitzt.

(iv) d(§> :wfﬁrx,yef{undy#&

Erinnerung:

Ein Element x € K ist ein separierendes Element von K/F, falls K/F(z) eine
separable, algebraische Erweiterung ist.

1.7.3 Lemma: (Eindeutigkeitslemma)

Sei x ein separierendes Element von K/F und seien dy, ds : K — M Derivatio-
nen von K/F mit d;(x) = da(x). Dann gilt:

dy = ds.
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1.7.4 Definition:

Sei z ein separierendes Element von K/F. Die eindeutig bestimmte Derivation
d, : K — K von K/F mit der Eigenschaft d,(x) = 1 heifit Derivation beziglich
2. Wir schreiben dafiir auch d%.

Bemerkung:

Nach dem Eindeutigkeitslemma ist d, eindeutig bestimmt.

1.7.5 Beispiel:

Sei K eine separable, algebraische Erweiterung von F, (7). Dann ist dp die
eindeutig bestimmte Derivation von K/F,, die die ,, iibliche” Ableitung nach T
auf F,(T') fortsetzt. Zum Beispiel gilt:

(1) dr(T)=1.

(ii) dp (T?+ T +1) = 2T + 1 fiir ¢ # 2.

1.7.6 Notation:

Von nun an wird die Menge der Derivationen von K/F wie folgt bezeichnet:
Der(K/F) :={d: K — K | dist eine Derivation von K/F'}.

Bemerkung:

Die Menge Der(K/F) bildet unter punktweiser Addition und skalarer Multipli-
kation einen K-Vektorraum.

1.7.7 Lemma:

(1) Fiir jede Derivation d € Der(K/F) und jedes separierende x € K
gilt: d =d(z) - d,.

(i) Kettenregel: d, = dy(z) - d, wobel x # y separierende Elemente
von K/F sind.

(iii) Fiir m € K gilt:
dz(m) # 0 <= m ist ein separierendes Element.
Bemerkung:

Nach Lemma 1.7.7 (i) ist Der(K/F) ein eindimensionaler Vektorraum.

Nachdem wir nun den Begriff der Derivation kennen gelernt haben, konnen
wir uns als nichstes den Differentialen zuwenden.
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1.7.8 Definition:

Ein Differential fdx von K ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (f, z) € K x K,
wobei gilt:

(f; 2) ~ (9, y) =g = f-dy().

1.7.9 Bemerkung:

(i) Mit Hilfe der Kettenregel siecht man, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

(ii) Nach Definition 1.7.8 gilt:
fdz =gdy <= g=f-dy(z).

1.7.10 Notation:

Die Menge der Differentiale von K wird folgendermafsen bezeichnet:

Qg :={fdz| fe Kund z € K}.

1.7.11 Proposition:

(i) Es sei z € K ein separierendes Element. Dann ldsst sich ein Dif-
ferential w € Qk eindeutig schreiben als w = zdz, wobei z € K.
Insbesondere ist Qg ein eindimensionaler Vektorraum {iber F' mit
Basis dzx.

(i) Fiir z € K gilt:

dx # 0 < x ist separierend.

1.7.12 Definition:

Fiir w = zdnp € Qk, wobel 7p eine Uniformisierende fiir eine Stelle P € S(K)
ist, definieren wir

(w) := Z vp(w) - P.

PeS(K)

Divisoren der Form (w) zu einem Differential w heifen kanonische Divisoren.
Bemerkung:

Die Bewertung vp(w) ist unabhéngig von der Wahl der Uniformisierenden, denn
es gilt:

vp (w) =vp (zdrp) =vp (2) + vp (drp) = vp (2) +vp (1) = vp (2).
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1.7.13 Satz:

Fiir einen Divisor eines Differentials 0 # w = zdx € Qk gilt:
(zdx) = (z) + (dx)
= (2) =2 (@)oo + Dif f(K/F(z)).

1.7.14 Definition:

Fiir einen Divisor D € Div(K) definieren wir den F-Vektorraum
Qk (D) :={w € Qk | (w) > D oder w=0}.

1.7.15 Definition:
Ein Differential w € Qk heifit holomorph, falls w = 0 oder (w) > 0.

Notation:

Den Raum der holomorphen Differentiale bezeichnen wir mit
Qk(0) :={w € Qk | (w) > 0oder w =0} .

1.7.16 Dualititssatz:

Sei (w) ein kanonischer Divisor von K/F. Fiir einen beliebigen Divisor
D € Div(K) gilt:

L((w)—D) —s Qx(D).
— fw

Da wir nun die Begriffe der Divisoren und der kanonischen Divisoren kennen,
kommen wir nun zu einem der wichtigsten Sétze in der Theorie der algebraischen
Funktionenkorper.

1.7.17 Satz: ( Riemann-Roch)

Es gibt ein g € Ny, so dass fiir alle kanonischen Divisoren (w), und alle Divisoren
D € Div(K) gilt:

(D) =deg(D)+1—g+1((w)— D).
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1.7.18 Definition:
Die Zahl g heifst das Geschlecht von K/F.

Bemerkung:

Das Geschlecht ist eine der wichtigsten Invarianten eines Funktionenkoérpers.
Zum Beispiel gilt: Das Geschlecht eines rationalen Funktionenkérpers K = F(x)
ist 0, und umgekehrt ist im Fall F' = I, jeder Funktionenkdrper des Geschlechts
0 ein rationaler Funktionenkdrper.

1.7.19 Korollar:
Fiir einen kanonischen Divisor (w) gilt:
(i) deg((w)) =29 —2.
(ii) ((w)) =g
1.7.20 Korollar:
Es gilt:
dZmFQK(O) =4d.
Beweis:

Nach dem Dualitiitssatz gilt fiir den Divisor D = 0: £((w)) — Q(0).
Nach Korollar 1.7.19 gilt: I((w)) = g. Somit ist dimpQk(0) = I((w)) =

g-
Bemerkung:

Durch Korollar 1.7.20 kennen wir die Kardinalitét einer Basis des Raums der
holomorphen Differentiale fiir einen beliebigen algebraischen Funktionenkorper.

Im Allgemeinen ist es nicht so leicht das Geschlecht eines Funktionenkorpers
zu berechnen. Ein wichtiges Werkzeug zur Berechnung des Geschlechts ist der
Satz von Riemann-Hurwitz:

1.7.21 Satz: ( Riemann-Hurwitz)

Sei L/K eine endliche, separable und geometrische Erweiterung von Funktion-
enkorpern. Es bezeichnet gy, (bzw. gk ) das Geschlecht von L (bzw.K).
Dann gilt:

29, —2=[L: K]+ (29x — 2) + degr(Dif f(L/K)).
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2 Torsionskorper des Carlitz-Moduls

In diesem Kapitel wird folgende Notation verwendet:
o A:=F,[T],
o k:=F,(T) und
e k bezeichnet den algebraischen Abschluss von k.

Im Folgenden wird die Struktur sowie die Eigenschaften der Torsionskorper
des Carlitz-Moduls dargestellt. Um solche Kérpererweiterungen beschreiben zu
koénnen, muss man wissen was ein Carlitz-Modul ist.

2.1 Der Carlitz-Modul

2.1.1 Definition:

Carlitz-Polynome sind Polynome mit Koeffizienten in A, die folgende Eigen-
schaften besitzen:

(i) Cr(X)=TX + X1,

(ii) Cr:i(X) = Cr(Cri-1(X)),

(iii) Cpgn(X) = Cpn(X) + Cp(X) mit m, n € A und
(iv) Fir alle a € Fy: Cypi(X) = a- Cpi (X).
Notation:

Das Carlitz-Polynom zu einem Polynom m € A werden wir als C,,(X) bezeich-
nen.

Als néchstes werden einige Carlitz-Polynome dargestellt, um ein Gefiihl fiir die
Struktur der Carlitz-Polynome zu bekommen.

2.1.2 Beispiele:
(1) Cr(X)=TX + X1.
(ii)
Cr2(X) = Or(Cr(X)) = T{TX+X9)+(TX + X9)?

= T2X 4 (T94+T)X7+ X,
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(iii)
Crs(X) = Cr (Cr2 (X)) .
T (TQX (79 +T) X9+ qu) + (TQX (T +T) X9+ qu)
= TSX 4 (T2 4T 4+ T2) X9+ (T42 LT 4 T) X7 4 x9°,

(iv) Craip(X)=Cp2(X)+Cr(X) = (T>+T) X + (19 + T+ 1) X9 4 X9
(v) Cg-nyr(X) =(¢—1)-Cr(X) = (¢ - 1)TX + (¢ — 1)X".

2.1.3 Proposition:
Fiir m € A mit deg(m) = d gilt:
Cn(X) = 3 fim(T)- X7,
0<i<d
wobei fi m(T) € A und deg(fim) = ¢'(d — 7).
Beweis:

Siehe Seite 209, Proposition 12.11 in [Rosen].

2.1.4 Bemerkung:
(i) Anhand der obigen Beispiele sieht man, dass fo(T) = m ist.
(ii) C,,(X) ist separabel, da fiir die Derivation von C,,(X) beziiglich X gilt:

d

d—XC'm(X) =m #0.

2.1.5 Definition:
Fiir m € A und u € k definieren wir
mxu = Cp,(u).

Diese Operation nennt man Carlitz-Multiplikation. Diese definiert eine
A-Modulstruktur auf k; der so beschriebene A-Modul heifit der Carlitz-Modul.

2.1.6 Bemerkung:

Der Carlitz-Modul ist ein Drinfeld A-Modul von Rang 1. Wer sich nicht mit
Drinfeld-Moduln auskennt, findet eine schéne Einfiihrung in die Theorie der
Drinfeld-Moduln in [Rosen].
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2.2 Die m-Torsion des Carlitz-Moduls

2.2.1 Definition:

Sei m € A. Die m-Torsion des Carlitz-Moduls ist gegeben durch
Ao i={X€ E|Cn(N) = 0}.

Fiir ein nicht konstantes Polynom m € A sei
¢(m) =| (A/mA)" |,
und fiir 0 # m € F, setzen wir

o(m) := 1.

Dabei bezeichnet | - | die Kardinalitét. Fiir den Ring A ist ¢(m) das Analogon
zur Euler‘schen (-Funktion.

2.2.2 Proposition:
(i) Fiir ein irreduzibles Polynom p € A mit deg(p) = d und fiir ein n € N gilt:

o(p") = ¢*" V(g — 1) = g™ — ¢!V,

(i) Sei m = [] p}* mit deg(p;) = d;, p; # p; fiir i # j und Vi ist n; > 1.
1<i<r
Dann gilt:

Beweis:

Siehe Seite 4/5 in [Rosen].

Fir 1 <4 < r seien p; normierte, verschiedene und irreduzible Polynome. Mit
m= ][] p;* € Aundn; € N besitzt die m-Torsion des Carlitz-Moduls folgende

1<i<lr
A = A,
pi

Form:

Des Weiteren ist A,, fiir ein priméres Polynom ein zyklischer A-Modul. Aufser-
dem ist der A-Modul A,, fiir jedes 0 # m € A in natiirlicherweise isomorph
zu A/mA. Daher hat A,, genau ¢(m) Erzeuger. Wer sich fiir die Beweise der
Aussagen interessiert, kann diese in [Hayes] oder [Rosen] nachlesen. Nachdem
wir uns mit den Eigenschaften der m-Torsion des Carlitz-Moduls beschéftigt
haben, wenden wir uns nun den Torsionskérpern des Carlitz-Moduls zu.
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2.3 Torsionskorper des Carlitz-Moduls

2.3.1 Definition:

Sei m € A nicht konstant. Man nennt einen Korper der Form K, := k(A,,)
Torsionskorper des Carlitz-Moduls.

2.3.2 Bemerkung:

Die Erweiterung K,,/k ist eine Galois-Erweiterung, denn C,,,(X) ist separabel
und A, ist die Menge der verschiedenen Nullstellen von Cy, (X).

2.3.3 Satz:

Fiir die Erweiterung K, /k gilt:

(5) [Kom s K] = 6(m):

(ii) Gal(K,,/k) = (A/mA)".

Beweis:

Siehe Seite 82, Theorem 2.3 in [Hayes].

2.3.4 Bemerkung:

Sei A ein Erzeuger von A,,. Es ist offensichtlich, dass C,(A) genau dann ein
Erzeuger von A,, ist, wenn a € (A/mA)*. Daraus folgt, dass K,, = k(\) ist.
Der Isomorphismus von (A/mA)* nach Gal (K,,/k) ist durch die Abbildung
a — o, gegeben. Das heifst, es gibt fiir jedes a € A mit ggT(a,m) = 1 ein
eindeutiger Automorphismus o, € Gal (K,,/k), so dass c4(X) = Cy(\) ist.

2.3.5 Proposition:

Sei p € A ein normiertes, irreduzibles Polynom und n € N. Des Weiteren sei O
der ganze Abschluss von A in Kp». Dann ist K,» unverzweigt an jeder Stelle
Q # P,. Die Stelle P, ist voll verzweigt mit Verzweigungsindex ¢ (p™). Die
einzige Stelle, die iber P, liegt ist (A) = AO,pn, wobei X ein beliebiger Erzeuger
von A,n ist.

Beweis:

Siehe Seite 204/205, Proposition 12.7 in [Rosen].

21



2.3.6 Satz:

Sei m = T[] p* € A mit normierten, irreduziblen und verschiedenen Poly-
1<i<r

nomen p; und n; € N. Dann ist K,,, das Kompositum der Korper K .. Des

Weiteren sind die einzigen Stellen in A, die verzweigt sind in O,,, die Stellen P;

mit 1 < ¢ < r. Dabei sind die Stellen P;, die Stellen, die zu den Polynomen p;

korrespondieren und O,,, der ganze Abschluss von A in K,,.

Beweis:

Siehe Seite 206, Theorem 12.8 in [Rosen].

Notation:

Fiir m = [[ p;* € A sei im Folgenden K Ip das Kompositum der Korper

1<i<r J
K,ni, 1 <i<r, ohne den Korper Kpnj fiir ein j € {1,..., 7}.
i j

2.3.7 Bemerkung:

Aus der vollen Verzweigung von K an der Stelle P; folgt, dass K » und
K, linear disjunkt sind. ' '

2.3.8 Proposition:
Sei O, der ganze Abschluss von A in K,,. Dann gilt:

Om = A[An].
Beweis:

Siehe Seite 207, Proposition 12.9 in [Rosen].

Sei nun ko, die Vervollstindigung von k bei unendlich ( siehe Abschnitt 1.2),
und sei ko, dessen algebraischer Abschluss.
2.3.9 Satz:

Sei m € A ein Polynom von Grad d und C,,(X) € k[X] C koo[X] das kor-
respondierende Carlitz-Polynom von m. Es bezeichnet v, die eindeutige Er-
weiterung von v., zu k. Diese ist eine Q-wertige Bewertung. Fiir jedes
1 < i < d existieren genau ¢° — ¢*~' Wurzeln A von Cn(X), so dass

Voo (N) =d —i — L=
= ()

q—1"
Beweis:

Siehe Seite 211, Proposition 12.13 in [Rosen].
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2.3.10 Korollar:
Es existieren genau ¢ — 1 viele Wurzeln A von C,,(X) in koo, so dass
~ 1
vae (N =d=1-—
qg—1
ist. Fiir jede solche Wurzel ist ML e .

Nun kann man auch fiir a € A und u € ko die Carlitz-Multiplikation durch
a*u:= C,(u) definieren.
2.3.11 Definition:
Fiir m € A sei B o _
A = {Aekoo|0a()\) :0}

die m-Torsion auf k.

2.3.12 Bemerkung:

Sei ¢ : K,, < koo eine fixierte Einbettung iiber k. Da die Erweiterung K, /k
galoissch ist, sind alle Einbettungen K,,, — k., iiber k£ von der Form too. Dabei
ist 0 € Gal (K,,,/k). Die Einbettung ¢ bezeichnet eine Stelle p € S (K,,) mit
oo | Poo- N

Die Einbettung ¢ bildet A,, auf A,, ab. Denn fiir A € A,, gilt:

O (\) = 0 = Oy (1)) = 0.

Nach Satz 2.3.9 existiert ein Element \ € 1~\m, so dass ve <X> =d-—1- ﬁ,

wobei d = deg(m) ist.
2.3.13 Lemma:

Sei m € A mit deg(m) = d und sei X ein Erzeuger von A,, mit
Voo (X) =d—-1- q_%. Des Weiteren sei 0 # a € A mit deg(a) < d. Dann gilt:

Voo (Ca (X)) =d—deg(a) —1— q—%

Beweis:

Es gilt:
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w@@) = (g )

i ogpéig—l {U‘X’ (fi’“ .Xq’i)}
=G (V)

- min {_deg (fia) + 'V (X)}

0<i<d—1

= min {qi (d—l—q—il—deg(a)—ki)}

0<i<d—1

= d—deg(a) —1— —

1
q—1"

2.3.14 Sataz:

Sei J = {0, € Gal (K /k) | a € IF;} und sei K der Fixkorper von J. Dann
zerfillt die Stelle P, € S(k) vollsténdig in K}, und jede Stelle iiber P, in K}
ist voll und zahm verzweigt in K,,.

Beweis:
Siehe Seite 212, Theorem 12.14 in [Rosen].
Bemerkung:

Da die Galoisgruppe transitiv auf den Stellen operiert, kennen wir nun die Be-
wertungen von A an den Stellen p € S (K,,) mit p | Ps. Genauer:

2.3.15 Satz:

Sei A ein Erzeuger von A,,. Dabei ist m € A mit deg(m) = d. Des Weiteren sei
a € (A/mA)". Fiir 0 < deg(a) < d — 1 gilt fiir die Bewertungen an den Stellen
0| Poo:

vp (A) = (¢ = 1)(d — deg(a)) — q.

Beweis:

Es gilt:
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1.4.2(i)
Vot (o) A= Voo (70 (M)

= Voo (Ca (V)

= € (Poo | Poo) * Voo (Cq (N))

(¢g—1) (dfdeg(a) —-1- ﬁ)

= (¢ —1)(d — deg(a)) — q.
Da die Galoisgruppe transitiv auf den Stellen p € S (K,,) mit p | P, operiert,
gilt fiir die Bewertungen von A an den Stellen @, := o, ! (poo):

Vp. (A) = (¢ = 1)(d — deg(a)) — q.

2.3.16 Bemerkung:

Sei p € A ein normiertes, irreduzibles Polynom mit deg(p) = d. Des Weiteren
sei A ein Erzeuger von A, und a € (A/pA)*. Dann gibt es fiir 0 < deg(a) < d—1
genau

qdeg(a)+1 — 1= (qdeg(a) _ 1) qdeg(a) (q _ 1)

qg—1 - qg—1 —1

viele Stellen p | Po, fiir die
vp(A) = (¢ = 1)(d — deg(a)) — ¢

deg(a)

gilt.

2.3.17 Korollar:
Die Erweiterung K, /k ist eine geometrische Erweiterung.

Beweis:

Siehe Seite 213 in [Rosen].

2.4 Die Differente und das Geschlecht der Torsionskérper
des Carlitz-Moduls

Die Differente wird bei der Bestimmung von holomorphen Differentialen eine
wichtige Rolle einnehmen. Des Weiteren wissen wir aus Kapitel 1, dass die Kar-
dinalitat einer Basis des Raumes der holomorphen Differentiale dem Geschlecht
des Funktionenkérpers entspricht. Deshalb werden im Folgenden die Differente
und das Geschlecht von K, angegeben.
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2.4.1 Satz:

Sei Dif f (K., /k) die Differente von K,,/k, wobei m € p™. Das Polynom p € A
ist normiert und irreduzibel mit deg(p) = d und n € N. Des Weiteren ist
P € S(K,,) mit P | P. Dann gilt:

Diff (Kn/k) = [+ (¢ = ") = "=V . P+ 3" (4-2) -0

| Poo
Beweis:

Siehe Theorem 4.1 in [Hayes].

Kommen wir nun zur Differente von K, /k fiir ein beliebiges Polynom m € A.

2.4.2 Satz:
Seim= T[] pi'" € A, wobei p1, ..., p, verschiedene, irreduzible Polynome sind.
1<ilr

Setze d; := deg (p;) und n; € N fiir alle . Des Weiteren sei
si=mni- ¢ (p]") — ¢~V Dann gilt:

Dif f (Km/k) = 3 (Z s7’> + 2 (a-2)p
1<i<r \P|P; ©| Poo
Beweis:

Siehe Theorem 12.7.2 in [Vi-Sa].

Betrachten wir nun das Geschlecht von K, /k. Zuerst fiir ein spezielles Polynom
m € A:

2.4.3 Satz:

Sei g das Geschlecht von K, /k mit m = p™. Dabei ist n € N und p € A ist ein
normiertes, irreduzibles Polynom mit deg(p) = d. Es gilt:

ngt—n—1

Beweis:

Diesen Satz kann man mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch beweisen. Dazu
benétigt man den kanonischen Divisor des Differentials dT'. Es gilt:
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1.7.13

dr) —= ~2(T)oe + Dif f (Km/k)
2.4.1 _9. lzp: (g—1) - p+ [n.(qdn_qd(nfl))_qd(nfl)] P+ |ZP: (g—2)-p
= [n- (g — qdn=1)) — gdn=D] . P + %3: (—q) -

Fiir den Grad von (dT') gilt:

deglaT) = - [n- (" = "0 0) = 0]+ L ()

Nach Korollar 1.7.19 (i) ist deg(dT) = 2g — 2.
Daraus folgt:

g = 1+ % - deg(dT)

L4 [d- (n- 6 (m) = g2 D) + £ (—g)|

dgd(n—1)
= 145 - ¢(m)- [dn— q¢(m) _%]

2'2'_2(1) 1 d d(n— dn(qd—l) dgd(n—1)
=7 145 (o™ =" | et

ngt—n—1
= 1+%'qd(””~(qd1)'{d'<?qd1>)£1}

Folgenden Satz hat Alice Keller in [Keller] unter anderem mit Hilfe der
Riemann-Hurwitz-Formel bewiesen:

2.4.4 Satz:
Sei [ pi* € A. Dabei sind py, ..., p, verschiedene, irreduzible Polynome. Es

1<i<lr
sei n; € N und d; := deg (p;). Dann gilt fiir das Geschlecht von K, /k:

gt —ni—1) g
=14 = |: di __ 1) . (ni—l)d,;:| . d; - (mq n; _
! 1<i<r (a )a 1;9 (q% —1) g—1
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Beweis:

Siehe [Keller].

Durch Satz 2.4.4 erhalten wir das Geschlecht von K, /k fiir spezielle Polynome
m € A:

1. Fall:
Sei m = ][] p; € A, wobei py,..., p, verschiedene irreduzible Polynome von

1<i<r
Grad 1 sind. Dann gilt fiir das Geschlecht von K, /k:

G2 la=h) g-1
2. Fall:

Sei m = p"™ € A mit deg(p) = 1 und n € N. Dann gilt fiir das Geschlecht von
K, /k:

g=1+5 4" [(n—1)g (n+1)].

3. Fall:

Sei m = p € A. Dabei ist p ein irreduzibles Polynom von Grad 2. Dann gilt:
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3 Holomorphe Differentiale auf Torsionskorpern
des Carlitz-Moduls

In diesem Kapitel werden Basen des Raumes der holomorphen Differentiale auf
Torsionskorpern des Carlitz-Moduls fiir spezielle Polynome m € F,[T’] angegeben.
Die Sétze aus Abschnitt 3.1 und 3.2 sind aus [Ward].

Notation:
Im gesamten Kapitel bezeichnet:

o A:=TF,[T.

o k:=F,(T) und

o K, i =k(An).
3.1 Der Fall m = ][] p; mit p; # p; fiir ¢ # j, deg (p;) = 1Vi

1<i<r

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit holomorphen Differentialen auf
K,,/k fir Polynome m, die in r verschiedene Linearfaktoren zerfallen. Zum
Einstieg betrachten wir separat die Félle r = 1 und r = 2.

3.1.1 Lemma:

Sei m = p € A ein lineares Polynom. Dann enthélt der Raum der holomorphen
Differentiale auf K,,/k bis auf w = 0 keine weiteren Elemente.

Beweis:

Nach Korollar 1.7.20 ist dimr, 0k, (0) = g. Fiir das Geschlecht g von K, /k
folgt aus Satz 2.4.3 mit d =1 und n = 1:

1 q—2—q 1
=1 . -1 |— :1 7—2: .
g=1+5-(@-1) [ 1 } +t5(=2)=0

Somit ist dimr,Qk,, (0) = 0. Das heit, dass bis auf w = 0 keine weiteren
holomorphen Differentiale existieren.

O

3.1.2 Lemma:

Sei m = p1ps mit p; # ps und deg (p1) = deg (p2) = 1. Dann bildet die Menge
B:= {)\{O‘l AT a1 <qg—2,0< a0 <qg—2, 00 +az>¢q, a1, ag EZ}
eine Basis fiir Qg (0) iiber F,. Dabei ist A;(bzw. A2) ein beliebiger Erzeuger

der pi-Torsion (bzw. pe-Torsion) des Carlitz-Moduls A, (bzw. Ayp,).
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Beweis:

Die Differentiale w € B sind holomorph:

Nur die Stellen Py, P> und P, sind verzweigt in K,,. Diese Stellen sind zahm
verzweigt mit Verzweigungsindex e = ¢ — 1. Nach Satz 1.6.4 ist die Differente
von K,,/k gegeben durch

o Diff (Kn/k)= > (¢—2)p+ > (¢—2)p+ > (¢—2)p.

©| Pt ©| P2 0| Poo

Fiir den Divisor des Differentials dT" gilt nach Satz 1.7.13:

dT) = =2 (T)oo + Dif f (K /k)

- —2. ‘XP; —e Voo(T) o+ Dif f (Kin/k)

=23 (g—Dp+ X (@=2)p+ > (@—2)p+ > (¢—2)p

o] Poo ©|Poo ol P1 ©| P2

= Y(@—2)p+ X (@a—2)p+ > (—9p

ol P p| P2 o Pos
Des Weiteren gilt:

e (M)= 2 p+ > —p

el P 0| Poo
e (N)= > p+ > —p
o[ P2 o] Poo

Mittels dieser Ergebnisse erhalten wir fiir w € B den Divisor (w):

(w) 1.52(@‘11) (A;a1)+<)\;a2)+<dT)

= Y. —apt D apt YL —azpt Y azp
p|P1 K‘"Poo [Q‘PQ @'Poo

+2(@=2)p+ X (@—2)p+ > —ap
p|P1 o| P2 9| Poo

= Y (@-2-a)p+ X (¢—2-a)p+ > (1+az—q)p.
ol Py ol P2 ol Poo

Diese Differentiale sind holomorph genau dann, wenn (w) > 0 ist.
Das heifst, es muss gelten:

1. ¢ —2— a3 >0, das heift a; < g — 2,

2. q—2—a2 >0, also ag < q—2,
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3. a1 +as —q >0, das heillt ag + as > q.

Da die Differentiale w € B diese Bedingungen erfiillen, sind alle Differentiale
w € B holomorph.

Nach Korollar 1.7.20 ist dimg, Q,, (0) = g. Man muss also zeigen, dass | B |= g
ist. Fiir das Geschlecht g erhélt man nach Satz 2.4.4 mit » = 2 und
d1:d2:n1:n2:12

g = ThE -1 [R50 - ]
= I+3-(¢=1)- (a4
= 1+ 3 (¢* —5g +4)
= 3 (¢*> — 5q+6)

= 3(@-2)(q-3).
Betrachten wir nun die Kardinalitit von B.
Der hochste Wert den aip annehmen kann ist ¢ — 2. Somit ist der kleinste Wert
den « durchlduft gleich 2. Damit nimmt «; die Werte von 2 bis ¢ — 2 an. Fiir
ap=he{2,..,q—2}gilt: g—h<ay<qg-—2.
Somit ist die Zahl der Moglichkeiten von «y fiir aq = h:
g—2—(gq—h—-1)=q—2—qg+h+1=h—-1.
Daraus folgt:

2<h<q—2 1<h<g—3

Somit ist | B |= g.
Nun muss man noch die F4-lineare Unabhéngigkeit der Elemente w € B zeigen.
Nach dem Dualitétssatz reicht es zu zeigen, dass die Elemente

YEB:={AT"N " a1 <q¢—2,0<as<q—2, a1 + a2 > g}

linear unabhéngig iiber I, sind.
Es sei cq, 0, € Fq. Dann gilt:

oy —an ! _ _
chal,az AN =0 Z)‘2 MZCO‘M‘Z’ AL =0
a2 [e%] (o3}

Wegen der linearen Disjunktheit von K, und K, sind die Elemente \; ** lin-
ear unabhingig sogar iiber K, .
Deshalb ist

—Q1 __
E Cay,ag * )‘1 =0

2<a1<q—2
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fir jedes az. Da nun die Elemente A\]“! linear unabhingig tiber F, sind, gilt
fir alle 7 und ao:

Cay,as = 0.

Somit sind die Differentiale w € B linear unabhéngig iiber F,,.
Daraus folgt, dass B eine Basis von Qg (0) iber F,, ist.

3.1.3 Beispiel:

Sei py = T und p; = T + 1. Wir betrachten nun den Fall m = T - (T + 1).
Um eine Basis angeben zu kénnen miissen wir zuerst die Erzeuger \; von A,,
bestimmen. Die Carlitz-Polynome sind gegeben durch

e Cp(X)=X74+TX und
o Orp(X) =X+ (T+1)X.

Daraus folgt:
MATM =0 = N\ +T) =0

= MN=0vAl=_T

1

<~ AN =0V A\ = (—T)q_l

und
MA(T+DA=0 AQ(A3*1+T+1>:0

e A =0V =(—(T+1))7T.

Nach Lemma 3.1.2 erhalten wir fiir ¢ = 5 eine Basis des Raumes der holomor-
phen Differentiale von K, iiber [F,. Sie ist gegeben durch

oo
W=

B= {(T (T +1))"%dT, (=T)"% (= (T +1))"2dT, (-T)"% (- (T + 1))*%dT}.
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Folgender Satz ist aus [Ward]:

3.1.4 Satz:

Seim =[] p; € Amitp; #p; fir i # j und deg (p;) = 1. Des Weiteren seien
1<i<r
Ai Erzeuger von A, iiber A. Dann bildet die Menge

B:= H N AT | €2, 00 <qg—2,0< ag, ..., ap < g—2, Z a; > q

1<i<r 1<i<r
eine Basis des Raums der holomorphen Differentiale von K, iiber F,,.
Beweis:
Man muss zeigen, dass B folgende Eigenschaften erfiillt:
1. Die Differentiale von B sind holomorph.
2. | B |= g, wobei g das Geschlecht von K,, ist.
3. Die Elemente von B sind linear unabhéngig iiber F,.

1. Holomorphie:
Nach Satz 2.4.2 mit n; =d; = 1 fiir 1 <14 <r ist

Diff (Kn/k)= > | > (a=2p|+ > (¢-2)p.
1<i<r \p|P; 0| Poo
Des Weiteren ist
@dry= > D (a-2p |+ > (—ap
1<i<r \p|P; 0| Poo

und fiir alle 1 < i < r gilt:

M) =D+ —p

p|P; ©|Poo
Daraus folgt, fiir den Divisor von w € B:
W= > (Dl@-2-ap |+ D | D ai—q]p
1<i<r \p|P; | Peo \1<Zi<r

Diese Differentiale sind holomorph genau dann, wenn (w) > 0 ist. Das heift, es
muss gelten:
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e g—2—qa; >0, das heifst a; <g—2fliralle 1 <i<r.
e > a;—q>0,also > «a;>q.
1<i<lr 1<i<r

Da die Differentiale w € B diese Bedingungen erfiillen, sind alle Differentiale der
Menge B holomorph.

2. |Bl=g:
Beweis durch Induktion iiber r.
I.A.: Siehe Lemma 3.1.2.

LV.: Firm:= [] p;gilt:
1<i<r—1
244 1 1 (q—2) q
|Bl=g(m)="1+5-(¢—1)" -—
2 1S;71(61—1) q—1
IS:r—1~1.
Sei nun

2§ Z Ozi:h.

1<i<r—1

Ist ndmlich > «a; <2, so gibt es keine holomorphen Differentiale der Form
1<i<r—1

[T A “dT, denn

1<i<lr

Z ai+a,<24+q—-2=q.
1<i<r—1

Da wir aber gezeigt haben, dass alle Elemente in B holomorph sind, muss

> ;> 2 sein.
1<i<r—1
Da nach Voraussetzung o, < g — 2 ist, ist die Anzahl der moglichen Werte fiir

o, gleich h — 1, denn:

|
Z aito.>q<=h+a,>q< o, >q—h.
1<i<r—1

~{g—h<a,<q-2}|=¢—2—-(q—h—-1)=h—1.

Um nun die Kardinalitit von B besser bestimmen zu kénnen, fithren wir fol-
gende Menge ein:

—1
Sr—ip =S (01,0, p 1) €27 |1 <¢—2,0< ag, o, p1 < g —2, Z a; =h
1<i<r—1
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Nun bestimmen wir die Kardinalitdt von S,_;p fir h <g¢—1:

(Der Grund wieso wir h < ¢ — 1 betrachten wird bei der Berechnung der Kar-
dinalitét von B klar.)

Falls h = ¢ —1 ist, dann hat jede der r —2 Variablen genau ¢—2—(0—1) = ¢—1
Moglichkeiten. Da oy < ¢—2 < g—1ist, ist ag = ... = a,.—1 = 0 nicht moglich.
Falls 2 < h < q—1ist, soist as = ... = a1 = 0 zuléssig. Denn fiir o = ¢ — 2
ist die Summe der «; grofer gleich h. Man erhilt somit:

(g1 Jfalls h=¢q — 1 o
[ Sr—1n = { (q—1)r—2 yfalls 2 < h<qg-1 =: (14)-

Kommen wir nun zur Kardinalitdt der Menge B. Es gilt:
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> (h=1)[Sr—1n |

2<h<o0

o (h=1Sanl+ > (h=1)|S1nl

9<h<g—1 q<h<oo
Yo (h=1)-San|+g=1)- > [Se—inl
2<h<q—1 q<h<oo

> (h=1)1S—1n|+(@—1) g(m)

2<h<q—1

> h | Seoinir | (g —1) - g (M)

1<h<qg—2

1<h2<: 73’1 (@=1)""+ (-2 [(a-1)? =1 +(¢-1) g(m)

> o h(g—1)"4+(q-2)(q-1)"*-(¢—2)+(¢g—1)-g(m)

Ja=2)(g-1)"" +1—(g—1)+(g—1)-g(m)

1+5(g=2)(¢— 1) +(a—1) (g(m) - 1)

1+ 5(g=2)(¢=1)"""+ (g 1) lé(q—l)rl- ( Y =R - qilﬂ

Lt 3a =17 (=5 + 53— 17 ( > - q"1>
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Damit ist | B |= g. Es bleibt die lineare Unabhéngigkeit iber F, zu zeigen.

3. Lineare Unabhéngigkeit {iber F,:
Wegen dem Dualitétssatz reicht es zu zeigen, dass die Elemente aus

B, = H)\i_“"\algq—2,0§ai§q—2,2§i§r, Z%‘Zq
1<i<r 1<i<r

linear unabhéngig iiber F, sind. Dies zeigen wir durch Induktion nach r.
LA: Siehe Lemma 3.1.2.
1.V.: Die Elemente aus B,_; sind linear unabhéngig iiber IF,.

IS:r—1~1.
Seien cq, ... .0, € Fq. Es gilt:
1
e, ! —a —ay
z Cay,...,op” H )\Z =0 § : )\T " § Cay,..,ap H )\2 =0
Qe Qe 1<i<r 0<a,<g—2 Q1,01 1<i<r—1

Da K, und K,,/,, linear disjunkt sind, sind die Elemente A" mit
0 < a, < ¢ — 2 linear unabhéingig iiber K,,,, . Deshalb gilt fiir alle c.

S o [ A =0. ®)

A1y 1<i<r—1

Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus (*):

V(oa,..qr) t Cas, o = 0.

Somit sind die Elemente von B linear unabhéngig {iber IF,. Daraus folgt, dass
B eine Basis von Qp, (0) iiber F, ist.

O
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3.2 Der Fall m = p™ mit deg(p) =1 und n > 2

3.2.1 Bemerkung:

In diesem Fall ist die Stelle P voll verzweigt in K,,, das heifit es existiert genau
eine Stelle P € S (K,,,), die iiber P liegt. Dagegen ist nach Satz 2.3.14 die Stelle

P, zahm verzweigt in K,,. Die Stelle P, zerféllt in genau % = % =

q" ! Stellen iiber K,,.

Es gilt nun folgender Satz aus [Ward]:

3.2.2 Satz:
Sei m = p™ € A mit deg(p) = 1 und n > 2. Dann bildet die Menge

B:= {\“ [1 X4l | ng"—(n+1)¢" ' —q¢"tar+ Y ¢" 'y >0,
2<i<n 2<i<n
ar— >, a;—q>0, a1 <ng—(n+1),
2<i<n
0<ag,..,an <g—1, oy EZ,:[S’LSTL}

eine Basis des Raumes der holomorphen Differentiale von K,, iiber F,. Dabei
ist A; := Cpn-i(A) ein Erzeuger von A, und A := X, ein Erzeuger von Apn.
Beweis:

Folgendes ist zu zeigen:

(i) Die Differentiale w € B sind holomorph.

(ii) | B |= g, wobei g das Geschlecht von K, ist.

(iii) Die Elemente von B sind linear unabhéngig iiber F,,.

Zu (i):
Sei P € S(K,,) mit P | P und sei p € S(K,,) mit p | Po. Nach Satz 2.4.1 mit
d =1 ergibt sich fiir die Differente von K, /k:

Diff (Km/k)=[ng" = (n+1)-¢" '] P+ > (¢-2) ¢

#| P
Daraus folgt:
(ar) TR (T )oe + Dif f (K /k)
= 2% (- 1)+ Diff (Kn/k)

©|Poo

= [ng"—(n+1)¢" - P+ ‘ZP) (=q) - p-
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Sei nun A ein Erzeuger von A,». Dann gilt:

o

w . Apn /Apnfi — Api

A — Cpn—i (A) =1 A,

Fiir die Bewertung von A; an der einzigen Stelle P; € S (Kpi) mit P; | P gilt:

vp, (Ai) =1,

da A; eine Uniformisierende ist. Da P; iiber K,, voll verzweigt ist, ist die
Bewertung von \; an der Stelle P € S (K,,) mit P | P;:

vp () ED (PP up (M)
R g K] 1
- Ve
ql,qz—l

_ " g—1)

- q*~1(q—1)

_ gt

_

— qn—z

Somit ist die Bewertung von w € B an der Stelle P gegeben durch:

vp (w) = —Q1Up ()\1) + E o;Up ()\z) + Up(dT)

2<i<n

— nqn _ (TL+ 1)qn71 _ a1q"71 + Z Oéiqnii.
2<i<n

Kommen wir nun zu den Bewertungen von \; an den Stellen p € S (K,,) mit
9 | Pso. Sei poo := g; die ausgezeichnete Stelle von K mit po | Ps. Wir
setzen g, := 0, ! (poo). Dann erhalten wir mit Hilfe von Satz 2.3.15:

Vg, (Ai) = (q = 1)(i — deg(a)) —q = —1.

Dabei ist 0 < deg(a) < i —1 fiir 0 # a € A. Auferdem ist jede Stelle von K,
die liber Py, liegt, unverzweigt in K,». Deshalb gilt fiir alle p | Pa:

) ()\7,) 2 —1.

Also gilt fiir w € B:
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Vg (W) > o — Z a; —q.

2<i<n
Daher erfiillt w € B folgende Bedingungen:

1. vp(w) > 0.

2. vy(w) > 0.
Somit sind die Differentiale w € B holomorph.

Zu (ii):
Nach Satz 2.4.4 (2. Fall) gilt fiir das Geschlecht von K,,:
I
g=145-¢""-[(n=1g—(n+1)].

Kommen wir nun zur Kardinalitat von B.
Aus den Bedingungen a1 — Y «a; —¢ > 0und oy < ng— (n+ 1) folgt:

2<i<n
Z ai+qg<a; <ng—(n+1).
2<i<n
Den kleinsten Wert nimmt oy bei ay = ... = i, = 0 an. Deswegen ist

g<a; <ng—(n+1).

Es ist
g = Y ai—q>0e Y a<ar—q

2<i<n 2<i<n

Aus 0 < o < g—1fiir 2 < i < n folgt:

0< Z%‘Sal—i}

2<i<n

Den grofiten Wert, den > «; annehmen kann liegt bei oy = ng— (n+1) und

ist

Daraus folgt:

| B |: Z Z (012, ..7O(n) S zn1 | Z a; =1

0<j<(n—1)g—(n+1) \0<t<j 2<i<n

Als néachstes bestimmen wir die Kardinalitit der Menge
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M= (ag,.,a,) € Z" | Z oa;=t0<a;<qg—1,2<:<n
2<i<n

Dazu verwendet man die Arbeit von Murty, siehe [Murty]. Um | M | zu erhalten,
muss man den x!—ten Koeffizient der erzeugenden Funktion betrachten:

n—1
> ot
0<i<gq

(1—20)" (1 =)~ Y

_ [ (71)l(nl—1) .qu‘| . l Z (n—f-&-r) .$r] .
0<i<n—1 0<r<oco

Der t-te Koeffizient ist

Z(_l)l (n ; 1) . (” *i T T) gt

Lr

wobei die Summe durch die Werte von [ und » 1duft mit:

gl+r=t, r>0,0<I<n-1
<~ r=t—ql, t>q,0<I<n-1
= r=t-—gql, §2l,0§l§n—1.

In unserer Situation ist der hochste Wert von ¢ gleich (n—1)¢g — (n+1). Es gilt:

(n—1)g—(n+1) —(n—l):—(n+1).
q q

Daher ist die obere Grenze fiir [ durch 5 gegeben. Da [ ganzzahlig ist, ist

I < m Deshalb gilt:

e )

Daraus folgt:
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| B

I
—
\
—
~—
—~
3
=1
—_
~
—~
i
3 N
|+
N7
S
~

0<j<(n—T)a—(n+1) \ 0St<5 \ o<i<| £ |

) > > =0 - (2
o<ig| e=Ram(nt) | \0<j<(n—1-1)g—(n+1) \0<t<j

_ n—1 t+n—2
- Z (71 ! 1 Z < ( n—2 )>
0<i< Ln_l_(”;rl)J 0<j<(n—1-1)g—(n+1) \0<t<j

(=0'(" ") nlo)
0<i< | n—1- D | 0<j<(n—1-1)g—(n+1) \n—2<t<j+n-—2

n—1 j+n—1
= ¥ CO G DS (1)
0<i<|[n—1- 4D | 0<j<(n—1-1)g—(n+1)

= 2 =D ("7) 2 (=

0<i< | n—1- {240 | n—1<j<(n—1-1)q—2
- S D) (.

0<i<|n—1- |

Durch Induktion nach n kann man zeigen:
n—1\ [(n—1-1)g—1 1 -
> () — Lt g - g (4 1),

o<1 n1- 242
Daher ist | B |= g.

Zu (iii):
Es reicht zu zeigen, dass die Elemente der Menge

B, = AT H At oy € Z,0 < j < n, erfiillen die Bedingungen aus B

2<i<n

linear unabhéngig iiber F, sind. Dies beweisen wir durch Induktion nach n.
ILA:n=2.
Seien cq, a0, € Fy. Es gilt:

—Q Yy
> CapanA AT =0

1,02

— DT AT Cagan A P =0.

0<az<q-1 o
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Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Elemente A5? fiir 0 < ap < ¢ — 1 iiber
Kp, gilt fiir jedes aq:

anlvaz/\;al =0.

o

Da die Elemente A\] ** linear unabhéngig tiber F, sind, sind fiir alle (o1, o) die
Koeffizienten cq, ,q, = 0.

LV.: Fiir ein n > 3 sind die Elemente aus B,,_; linear unabhiingig iiber F,.
IS.:n—1~n.

Seien cq,,...a, € Fq. Es gilt:

> Cah..,an)‘fm I1 )‘?i:O

Ql,...,0p 2<isn

— DDEP DY Cah..,an)‘fm [1 /\?i =0.

0<a,<g—-1 Q1,501 2<i<n—1

Da die Elemente A" mit 0 < a,, < ¢ — 1 linear unabhéngig iiber K, sind, ist

fiir alle o,
S o™ J[ A =0. (%)

Qi,..,Qn_1 2<i<n—1

Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus (x) fir alle (aq, ..., ap):

Cay,..,an = 0.

Daher sind die Elemente w € B linear unabhéngig iiber F,.
Aus (i), (ii) und (iii) folgt, dass B eine Basis von Qg (0) iiber F, ist.

43



3.3 Der Fall m = p mit irreduziblem p und deg(p) = 2

In diesem Abschnitt konstruieren wir holomorphe Differentiale auf Torsionskor-
pern des Carlitz-Moduls fiir normierte, irreduzible Polynome von Grad 2.

3.3.1 Bemerkung:
Sei P € S(K,,) mit P | P. Nach Satz 2.4.1 mit n =1 und d = 2 ist
Diff (Km/k)=(*=2)-P+ Y (¢—2)-p.
©|Poo
Des Weiteren gilt:
dr)=(-2)-P+ > (—q) ¢
©|Poo
und

N=P+ > > l(g—1)(2—deg(a)) — gl pa | -

acA, ©a|Poo
0<deg(a)<1

dabei ist A ein Erzeuger von A,,. Nach Bemerkung 2.3.16 gibt es genau ein p
mit v, (A\) = ¢—2 und ¢q p’s mit v, (A\) = —1. Betrachten wir nun die Divisoren
von den Differentialen der Form A=*dT":

AdT) = AN+ dT)=—-a-(A\)+T).

Damit solche Differentiale holomorph sind, miissen folgende Bedingungen erfiillt
sein:

1. > —2—a >0, das heifit a < ¢% — 2.

2. (2—q@a—q>0,also a< QQTq.

3. a—q >0, das heilt a > q.
Da Bedingung 2 und 3 sich gegenseitig ausschliefen, konnen Differentiale der
Form A~“dT nicht holomorph sein. Deshalb kénnen wir nicht das gleiche Kon-
struktionsverfahren anwenden, wie in Abschnitt 3.1 und 3.2. Stattdessen gilt
folgender Satz:
3.3.2 Satz:

Sei m = p ein normiertes, irreduzibles Polynom von Grad 2. Dann bildet die
Menge

o dT
B:= {)\Z;ﬂp|1§i—|—j§q—2und0§i,j§q—2, i,jENO}

eine Basis des Raumes der holomorphen Differentiale von K, iiber F,. Dabei
bezeichnen A und p zwei verschiedene Erzeuger von A, mit A # by fiir b € F,.
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Beweis:

Die Differentiale w € B sind holomorph:
Sei P € S(K,,) mit P | P. Aus Satz 2.4.1 mit d = 2 und n =1 folgt:

Diff (Ku/k)= (¢ =2) - P+ D (a-2) ¢

o[ Poo

Damit erhalten wir

dT) = —2(T)eo + Dif f (K /k)

23 (1) p+(*-2)-P+ X (¢—2)-p
9| Poo 0| Poo

= (*=2)-P+ X (—9) o

©|Poo

Daher ist der Divisor von % gegeben durch

(%) - ()

= @) +e(PIP)-vp (L) P+ X elpl Pu) v (2) 0

0| Poo

= (dT)+(q2*1)~(*1)'7’+%(qfl)%p

= [ —2— (" =1)] - P+ IZP; [~q¢+2(g—1)]-p

= P+ > (a—2)p

©|Poo

Wenden wir uns nun dem Divisor eines Erzeugers A von A,, zu. Da A eine
Uniformisierende ist, ist vp (A\) = 1. Nach Bemerkung 2.3.16 gibt es genau ein
o mit v,(A) = ¢—2 und ¢ p‘s mit v,(\) = —1. Es ist

(N i) = (V) + () + (L)

= W)+ + (L),
Somit gilt fiir w € B:
l.vp(w)=i+j—1>0,dai+j>1ist.

2. vy (W) >2qg—2—(i+j)>0,dai+j<q—2ist.
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Also sind die Differentiale aus der Menge B holomorph.
Als néchstes zeigen wir, dass | B |= g ist. Fiir das Geschlecht g von K, gilt
nach Satz 2.4.4 (3. Fall):

g= Q(Q; 1)

Bestimmen wir nun die Kardinalitit von B. Fiir ¢ € {0, ..., ¢ — 2} folgt:

- 1.

max{0,1—i} <j<qg—2-—1i.
Damit ist die Anzahl der Moglichkeiten fiir j bei einem festen i gegeben durch
q—2—i—[maz{0,1—i} —1]=q—1—4i—maz{0,1—1i}.
Daraus folgt:

|B| = > (g—1—i—max{0,1—1i})

= (g-2)(g—1) - 2D g
= (¢-2(q-1n -2l g2
— (q_2)2(q_1) + q— 2

q*—3q+2+2q—4
2

Damit ist | B |= g. Es bleibt zu zeigen, dass die Differentiale w € B linear
unabhiingig iiber F, sind. Dafiir reicht, die lineare Unabhiingigkeit der \'p? zu
zeigen. Dabei sei 0BdA ¢ > 2.

Sei nun

0= > | X auw
1<1<q—2 \i+j=l

eine Relation mit der geringsten Zahl von Koeffizienten a; ; € F, mit a; ; # 0.
Wir bezeichnen diese Relation mit (V). Fiir b € F; — Gal (K,/k) geniigen
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auch op(A) = b\ =: X und op(pr) = b =: it der Relation (V). Dann ist
0= > ( > aiy <X)Z (ﬁ)j) , das heifit
1<i<q—2 \itj=l

0= > ( > ai,jblAiMj>-

1<1<q—2 \i+j=I

Treten nun in (Y) verschiedene homogene Terme Y. a; jA'p? auf, so kann
itj=l

durch geeignete Wahl von b die Relation verkiirzt werden. Deshalb muss die

Relation (Y) homogen sein, das heiftt folgende Gestalt besitzen:

0= Z atj)\i,uj
i+j=l

fiir ein festes [ € {1,2,...,¢ — 2}. Damit muss man Folgendes zeigen:
Fiir ein festes [ € {1,....,q — 2} gilt:

0= Z ai,j)\’pj — Vi, j DA = 0.
i+j=l
Es gilt: o
0= Z ai,j)ﬁ/ﬂ
itj=l

<= 0= Z ai_’l_i>\iulii
0<i<l

= 0= > aj_Np i
0<i<l

— 2\’
<= 0= Z Qi l—; (;) .
0<i<l
Somit bleibt zu zeigen:
Der Grad des Minimalpolynoms von 2 iiber k ist groRer als g — 2.
Um dies zu zeigen, betrachten wir das folgende Diagramm:
k()
|
k(2)
o

Es gilt:



Nach Satz 2.3.3 ist [k(A\): k] = ¢(m) = ¢®> — 1. Es ist offensichtlich, dass
Gal (k N /k (%)) D F} ist. Betrachten wir uns ein Element o, € (A/pA)”

mit deg(a) =1, so dass
A (A)
— =0, — -
1 [

()= (2) =

Dabei ist I(a) der Leitkoeffizient von a. Daraus folgt:

Es gilt:

A axt+l(a)A\?

u T apti(a)pd

< alp+l(a)\u? = arp+1(a)\p
—= (@) pu? = l(a)\p

— Apd =gy

= N = gt

= {A, p} ist Fg- linear abhéngig.
Dies ist aber ein Widerspruch, da A und u nach Voraussetzung linear unabhéngig
iiber F, sind. Deshalb ist

Gal (k ) /k (2)) ~ .

Also ist [k Nk (%)} = ¢q — 1. Daraus folgt:

A k(A k 21
p koyk(2)] et
Daher ist der Grad des Minimalpolynoms von 2 gréfer als g — 2.

Daraus folgt, dass B eine Basis des Raums der holomorphen Differentiale iiber
F, ist.

O
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3.4 Der allgemeine Fall

In diesem abschliefsenden Abschnitt werden wir mit Hilfe des Konstruktionsver-
fahrens von Abschnitt 3.3 holomorphe Differentiale auf Torsionskorper des Carlitz-
Moduls fiir beliebige Polynome m € A konstruieren. Anders als in den vorange-
gangenen Abschnitten wird nur eine Menge von holomorphen Differentialen und
keine Basis des Raums der holomorphen Differentiale angegeben.

Betrachten wir zuerst den Fall m = p. Dabei bezeichnet p € A ein normiertes,
irreduzibles Polynom von Grad d. Aufierdem sei P € S (K,,) mit P | P. Nach
Satz 2.4.1 mit n = 1 ist

Diff(Kp/k) = (¢*=2)- P+ Y (¢4—2)-p.

©|Poo

Daraus erhalten wir den Divisor von %:

(5) - -+ (3

_ —2(T) o + Dif f (Kp/k) + (%)

23 (¢-1)-p+(¢"-2)-P+ > (¢-2)-p

o] Poo ©| Poo
+ %_; (g-1)-d-p—(¢*=1)-P
- P+ ¥ [(d-1)a—d-p.
©|Poo

Sei nun A ein Erzeuger von A,. Da A eine Uniformisierende ist, ist vp () = 1.
Des Weiteren gilt nach Satz 2.3.15

Voo () = (¢ = 1)(d — deg(a)) — g

fiir 0 < deg(a) < d — 1. Somit ist der Divisor von A gegeben durch

=P+ > g —1)(d—deg(a)) —q] - pa

acA, ©a|Poo
0<deg(a)<d—1

Man erkennt sofort, dass fiir deg(a) = d — 1 die Bewertung v,,, (A) = —1 ist.
Und fiir 0 < deg(a) < d — 2 ist vy, (A) > 0.
Daher sind Differentiale der Form

L dr .
11 /\i'? mit1< > o <(d-1)g—d

1<i<qd—1 1<i<qd—1
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holomorph. Dabei sind A; verschiedene Erzeuger von A,.

Aufgrund der Tatsache, dass viele \; linear abhéingig {iber I, sind, ist die Anzahl
solcher Differentiale viel grofser als das Geschlecht von K,,. Wenn wir nun analog
zu Satz 3.3.2 vorgehen, das heifit wir wéhlen d verschiedene iiber F, linear
unabhéngige Erzeuger von A, erhalten wir:

3.4.1 Satz:

Sei m = p. Dabei ist p € A ein normiertes, irreduzibles Polynom mit deg(p) = d.
Des Weiteren seien A;, 1 <14 < d, linear unabhéngige Erzeuger von A, iiber F,.
Dann besteht die Menge

dT
Mi={ JI M = laeNg, 1< Y <(d—1)g—d, 0< ;< (d—1)g—d
1<i<d p 1<i<d

ausschliefllich aus holomorphen Differentialen.

Beweis:

Aus den Voriiberlegungen von Satz 3.4.1 erhalten wir fiir w € My:
1. vp (w) > 0 und
2. v, (w) >0 fiir alle p | Pa.

Also sind alle Differentiale w € M; holomorph.

Bemerkung:

Sobald (d — 1)g — d grofer als ¢ wird, ist | M; |> ¢g. Zum Beispiel fiir d = 3
und g = 4 gilt fiir das Geschlecht von K, nach Satz 2.4.3 mit n = 1:

3. (43 -2
g:1+;.(43_1).[@(31))_ﬂ = 52.

Aber die Kardinalitét von M ist gleich 55, das man ohne kombinatorische Mit-
tel von Hand bestimmen kann. Das heifst, dass die Menge M; im Allgemeinen

keine Basis von Qp, (0) ist.

Widmen wir uns nun der Situation, in der m = p" ist.

a0



3.4.2 Satz:

Sei p € A ein normiertes, irreduzibles Polynom mit deg(p) = d. Des Weiteren
sei m = p™ mit n € N. Dann besteht die Menge

M, = {1<1;[<d ( H Cpn—i ()\l)az,q',) Z% | 1< Z < Z al,i) < (nd— 1)(] — 'nd,

1<i<n
Vi,l: 0<ay; <(nd—1)qg—nd

di: Qg1 7é 0, ap; € No}.

ausschlieflich aus holomorphen Differentialen. Dabei sind A; verschiedene Erzeuger
von A,,, die linear unabhéngig iiber IF; sind. Des Weiteren sind Cjn—: (M) =2 A
verschiedene Erzeuger von A,;.

Beweis:
Nach Satz 2.4.1 gilt:
Diff (Ku/k) = [n (¢ = g""=0) =g D] P4 3 (g—2) - .
©|Poo
Daraus folgt:
(dT) = [n (qd” - qd(”*”) - qd(”*l)] P+ Y (9o

ol Poo

Dabher gilt fiir den Divisor des Differentials ‘;—Z::

() - s ()

(dT) —n (¢ — ¢ D). P+ 3 (¢g—1)nd- p
KJ‘POQ

= ¢ P+ 3 (—q+ndg—nd)-p
©| Poo

= —q VP4 3 [(nd—1) g —nd] - p.
9l Poo
Sei nun A ein Erzeuger von A,». Dann ist
Apn [Apn—i Ay
A — Cpnfi(A) =: )\1

Da P in K, voll verzweigt ist, liegt genau eine Stelle P; € S (K,,:) iiber P. Da
A; eine Uniformisierende ist, ist vp, (A;) = 1. Wegen der vollen Verzweigung
von P; iiber K, gilt:
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vp (Ai)

e(P | Pi)-vp, (\)
= [Kpn N sz]
qd(n—l)(qd_l

_ qd(nfi)'
Nach Satz 2.3.15 gilt fiir die Bewertungen von \; an den Stellen p, := 0, ! (9o0)
mit pg | Psot

Voo (M) = (@ = 1)(id — 1) — ¢

wobei 0 < deg(a) < id — 1. Man erkennt sofort, dass nur fiir deg(a) = id — 1 die
Bewertung von \; an der Stellen g, | Ps gleich -1 wird. Fiir alle anderen Werte
von deg(a) sind die Bewertungen von A; an diesen Stellen grofser 0. Deshalb ist
an diesen Stellen die Holomorphie-Bedingung von w € M sicher erfiillt.
Daraus folgt fiir w € Ma:

1<i<d \1<i<n

o vp(w)= > < > qd("i)alvi> — ¢4 >0, da w € Ms.

° vy, (W)= X < > (1)'al,i>+(nd1)qnd20, da w e Ma.

1<i<d \1<i<n

Somit besteht Mo ausschliefilich aus holomorphen Differentialen.

O
Fiir den allgemeinen Fall erhalten wir:
3.4.3 Satz:
Sei m = [] p;* € A. Dabei sind p; verschiedene, normierte und irreduzible

1<i<r
Polynome mit deg (p;) = d; und n; € N. Dann besteht die Menge

Ms = {11 ( I ( 11 Cpm—j (Ai,l)ai’l"j>> % | Vidl: a1 #0,

1<i<r \1<i<d; \1<j<n; '°

r< Yo < (Znidi - 1) q—>.nid;, ;5 € No}

3,0,

ausschlieflich aus holomorphen Differentialen. Dabei ist A;;; := Cp@,i—j (Ai)
ein Erzeuger von A ; und A;; sind verschiedene Erzeuger von A, '
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Beweis:

Nach Satz 2.4.2 gilt:

Diff (Km/k)= > | D d™ " (mnifg" =) -1)Pi) + > (@-2) 9

1<i<r \P;|P; ©| Poo

Somit gilt fiir den Divisor von ‘f—::

(%) = () + (dT)

= 5 i () + (ar)

1<ilr

1<Z< < Z —n; - (qdmi _ qdi(nifl)) P7> + Z ((q — 1) Z n7dl> P

Pil|P; 0| Poo 1<i<r

+ 2 ( > gD (ny (g —1) — 1) 7%») + 3 (-9

1<i<r \ P;|P; 9| Poo

> (Z —q(”il)dipi> + X [( > nidi_1> EEDY nidi] ©-

1<i<r \P;|P; 0| Poo 1<i<r 1<i<r

Aus dem Beweis von Satz 3.4.2 erhalten wir vp, (A ;) = ¢ "% und
Vo (Niy ;) > (g —1)(jd; — deg(a)) — ¢ fiir 0 < deg(a) < jd;, — 1. Daher gilt fiir
die Bewertungen von (w) mit w € Maj:

1. vp, (w) = q(”i_j)diai,l,j — q("i_l)di >0firallel <i<r.

2. vp (W) > > (nidi —1)g— ) ndi — > a5 > 0.

1<i<r 1<i<lr 0,7

Somit ist w € M3 holomorph.

3.4.4 Schlussbemerkung:

Wir haben nun gesehen, dass die Mengen M, My und M3 aus holomorphen
Differentialen bestehen. Aber man stellt ziigig fest, dass diese Mengen grofier
sind als das Geschlecht von K,,. Das heifst, dass unter diesen Differentialen
F,-lineare Relationen bestehen. Daher sind diese Mengen im Allgemeinen keine
Basen fiir den Raum der holomorphen Differentiale iiber F,. Des Weiteren
wissen wir nicht, ob die Menge M; (bzw.Msz, M3) alle Elemente einer Basis
des Raumes der holomorphen Differentiale von K, iiber F, enthélt.
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Symbolverzeichnis

N die Menge der natiirlichen Zahlen, 1

No {0} UN, 1

Z die Menge der ganzen Zahlen, 1

Q die Menge der rationalen Zahlen, 1

F, der endliche Korper mit Charakteristik p, 1
o Bewertungsring eines Funktionenkorpers, 2
P Stelle von K/F, 3

S(K) Stellenmenge von K, 3
deg(P) Grad einer Stelle P, 3

O ) Lokalisierung von F[T] bei p, 4
Pyry endliche Stelle, 4

O Lokalisierung von F [%] bei p, 4

Py Stelle bei unendlich, 5

v () Bewertung zur Stelle @, 5

Voo () Bewertung zur Stelle P, 5

A bezeichnet F,[T], 5

k bezeichnet F,(T), 5

kso Vervollstiandigung von & bei oo, 6
p|P die Stelle p liegt iiber der Stelle P, 6

e(p| P) Verzweigungsindex von p iiber P, 6

f(p| P) Restklassengrad von g iiber P, 6

Gal (M/N) Galoisgruppe von M/N , 8

Div(K)  Divisorgruppe von K, 9

vo (D) Bewertung eines Divisors D an der Stelle @), 9
deg(D) Grad eines Divisors D, 10
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(2)o Nullstellendivisor von z, 10

)
(2) 0o Poldivisor von z, 10

) Hauptdivisor von z, 10
L (D) Riemann-Roch-Raum zum Divisor D, 11
(D) Dimension des Divisors D, 11
Diff(L/K) Differente von L/K, 12
Der (K/F) Menge der Derivationen von K/F, 14
9576 Menge der Differentiale von K, 15
(w) kanonischer Divisor von w € Qg, 15
Qk (0) Raum der holomorphen Differentiale von K, 16
g Geschlecht eines Funktionenkoérpers, 17
k algebraischer Abschluss von k, 18
Cm(X) Carlitz-Polynom, 18
A m-Torsion des Carlitz-Moduls, 20
K, Torsionskorper des Carlitz-Moduls, 21

n; Kompositum der Korper Kpm, ohne Kp"j, 22
v § ;

A m-Torsion auf koo, 23
Poo ausgezeichnete Stelle von K, mit po | P, 23
©a bezeichnet o, ! (o), 25
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