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Hiermit versichere ich, die Arbeit selbststdndig und nur unter Verwendung der
angegebenen Quellen geschrieben zu haben.



Vorwort

Die vorliegende Arbeit mit dem Titel “Der Defekt von Torsionskorpern getwisteter
Carlitz-Moduln” ist in der Zeit vom 1.April 2015 bis zum 16.September 2015,
unter der Betreuung von Herrn Prof. Dr. Ernst-Ulrich Gekeler an der Univer-
sitdt des Saarlandes entstanden.

Der Ring der ganzen Zahlen Z hat viele Analogien zu dem Polynomring F, [T
iiber einem endlichen Kérper F,, wobei ¢ eine Primzahlpotenz ist (z.B. sind
beide Ringe Hauptidealringe, die Einheitengruppen beider Ringe sind endlich
und die Restklassenringe fiir von 0 verschiedene Ideale sind in beiden Fallen
endlich). Eine tieferliegende Analogie wurde von David Hayes bewiesen [Hay74]:

Betrachten wir den Quotientenkdrper Q von Z und die endliche
Galois-Erweiterung Q(&,,) iber Q, wobei &, eine primitive n-te Einheitswurzel
ist, dann wissen wir :

Gal (Q(&,) | Q) =+ (Z/(n))".

Hayes hat nun gezeigt, dass es zu der Gruppe (F,[T],/(N))" , fiir ein
N € F,[T), eine Korpererweiterung F,(T)(nC) von Fy(T) gibt, so dass gilt:

Gal (Fo(T)(nC) | Fy(T)) = (Fg[T]/(N))".

Hierbei bezeichnet nC die Menge der Nullstellen eines durch N eindeutig
bestimmten Polynoms mit Koeffizienten in F,(T), dem sogenannten
Carlitz-Polynom zu N. Deformieren wir dieses Polynom um einen Storterm
A € F,(T)*, so haben wir obige Isomorphie im Allgemeinen nicht mehr.
Allerdings kénnen wir die Galoisgruppe Gal (Fo(T)(xn®™)) | F4(T)) immer in
(F,[T],/(N))" einbetten (siche Lemma 1.9), wobei y®(®) die Menge der
Nullstellen des um A deformierten Carlitz-Polynoms bezeichnet.

Das Ziel der Arbeit ist es nun zu untersuchen, wie stark die Einbettung

Gal (Fy(T)(n @) | Fy(T)) = (Fy[T]/(N))",

in Abhénigkeit von N € F,[T] \ {0} und A € F,(T)*, davon abweicht bijektiv
zu sein. Diese Abweichung beschreiben wir durch die natiirliche Zahl

# (Fq[T]/(N))"
[Fo(T)(n @A) : Fy(T)]

=:Defekt von F,(T)(y®A)) .

Im ersten Kapitel werden die fiir die Arbeit grundlegenden Begriffe und
Aussagen bereitgestellt. Auflerdem reduzieren wir die Problemstellung der
Arbeit auf die Félle: A € F[T] ~\ {0}, A frei von (¢ — 1)—ten Potenzen und
N € F,[T] normiert und nicht-konstant.

Wenn wir nun ein N € F,[T] und A € F,[T] ~ {0} gegeben haben, kénnen wir
grundsétzlich zwei Falle unterscheiden:

1.Fall : N und A sind teilerfremd.



2.Fall : N und A sind nicht teilerfremd.
Der 1.Fall wird in Kapitel 2 abgehandelt: Hier zeigen wir, dass der Defekt von
F,(T)(x®?)) Eins ist, d.h.

Gal (Fo(T)(n®D)) [ Fy(T)) — (F[T],/(N))".

Dagegen treten im 2.Fall auch Situationen auf, wo der Defekt echt grofer als
Eins ist (siche Beispiel 1.15). Um in dieser Situation den Defekt berechnen zu
konnen, untersuchen wir in Kapitel 3 zundchst Zwischenerweiterungen von

F (T)(nC) | Fy(T). Genauer: Wir betrachten Erweiterungen der Form

Fo(T) ("V/F) C Fo(T)(nC) fiir ein f € Fy(T) und untersuchen wie ein

0 € Gal (Fy(T)(nC) | Fg(T)) auf *~/f operiert.

Mit diesem Wissen leiten wir in Kapitel 4 das Hauptresultat der Arbeit her:
Fiir nicht teilerfremde N und A kénnen wir den Defekt von Fy(T)(xy®@)) in
expliziter Weise als ggT bestimmter, durch NV und A festgelegter, natiirlicher
Zahlen berechnen (siehe Satz 4.13).
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Notation
In der gesamten Arbeit gilt folgende Notation:

o N=1{1,2,3,...},

No = {0,1,2,3,...}

P =Menge der Primzahlen

F, =Koérper mit ¢ Elementen, wobei ¢ = p™” mit p € Pund n € N

A=F,[T]
o K=TF,(T)
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1 Grundlagen und Formulierung der Problem-
stellung

Zu Beginn von Kapitel 1 fithren wir den Begriff des Drinfeld-Moduls vom Rang
r € N iiber K = Fy(T) ein. Hierbei ist zu beachten, dass die in der vorliegen-
den Arbeit verwendete Definition nur ein Spezialfall eines viel allgemeineren
Sachverhaltes ist, siehe z.B. [Ros02], [Tha04]| oder[Gos96] fiir eine umfassendere
Einfiihrung in die Theorie der Drinfeld-Moduln.

1.1 Definition.
Die Abbildung x — 7 bezeichnen wir mit 7. Dann heift K{7} := {3 (a;7" | n € Ny, a; € K}
der getwistete Polynomring.
1.2 Bemerkung.
Mit den Verkniipfungen

T gt Y g by =30 (a4 bi) T

» o » n 7 m j n+m ¢

o7 Yl T on:O bl =310 (Ziﬂ.:k a; - bg )Tk

ist (K{7},+,0) ein nicht-kommutativer Ring mit der Relation 7a = a?r fiir
alle a € K (vgl. Geb[03]).

1.3 Bemerkung.

Bezeichnen wir mit M := {Z?:o it |n €Ny, ¢ € K} die Fy-linearen Poly-
nome in Kz|, so konnen wir den getwisteten Polynomring K {7} und M mittels
folgendem F,-Ring-Isomorphismus identifizieren:

K{r} — M
Z?:o a; Tt — Z?:o aixqi

1.4 Definition.
(¢) Ein A-Drinfeld-Modul vom Rang 1 {iber K ist ein F,-Ringhomomorphismus

D) . A — K{r}
N o3

gegeben durch <I>§«A) =T+ A7t mit A € K*.

(74) In dem Spezialfall A = 1 sprechen wir von dem Carlitz-Modul



C:=oW: A — K{r}
NP—)(bg\lf):CN,

gegeben durch Cpr =T + 7.

1.5 Bemerkung.

(i) Die Rang-1-Drinfeld-Moduln ®(4) mit A # 1 bezeichnen wir auch als getwistete
Carlitz-Moduln.

(74) Analog zu Definition 1.4 kann man Drinfeld-Moduln ® vom Rang r > 2
definieren durch &7 (z) = Tz + c129 + 62:1:‘12 + -4 cra?qr mit ¢; € K
(1<i<r—1)undec, € K*.

(iii) Falls man einen Drinfeld-Modul @ iiber K vom Rang r > 1 gegeben hat,
kann man auf K eine nicht-triviale A-Modulstruktur definieren durch:

axpx:=®,(x), wobeia € A, x € K .

Fiir den zugehdrigen A-Modul schreiben wir (K,®).

1.6 Definition.

(i) Sei @ ein Drinfeld-Modul vom Rang r > 1 und N € A\ {0}. Dann heifst
n® :={z € K| ®y(x) =0} die N-Torsion von ®. Ein Element z €y ® heifit
Torsionspunkt.

(#4) Die Korpererweiterung K (n®) iiber K heiflt Torsionskdrper von ® zum
Fiihrer N. Fiir die Torsionskorper K (y®(®)) und K (yC) schreiben wir in der
gesamten Arbeit der Einfachheit halber K(®)(N) bzw. K(N).

1.7 Satz.

Sei ® ein Drinfeld-Modul vom Rang » > 1 und N € A\ {0}, dann gilt:
~® ist ein freier A/N-Modul vom Rang r.

Beweis: Proposition 12.4 in [Ros02].

1.8 Lemma.

Sei N € A~ {0} . Die Korpererweiterung K*)(N) | K ist galoissch.



Beweis:
Die Normalitit von K(®)(N) | K ist klar, da y®*) die Menge der Nullstellen
von <I>§VA) € K|z] ist.

Zur Separabilitit von K®)(N) | K : Es ist (Qs\f‘))’ = N. Daraus folgt, dass
(<I>§VA))’ und @S\,A) keinen nicht-trivialen gemeinsamen Teiler haben, d.h. (IJEVA)
ist separabel.

O

1.9 Lemma.
Sei N € A~ {0}. Die Galoisgruppe Gal(K®)(N) | K) ist isomorph zu einer
Untergruppe von (A/N)*.

Beweis:

Nach Satz 1.7 existiert ein Erzeuger A von x®(4)

, es gilt:

(i) Fiir o € Gal(K®)(N) | K) ist o(\) ebenfalls ein Erzeuger von n®(4).
. . o . « e a(A

(ii) Es existiert ein eindeutiges R € (A/N)* mit @% )(/\) =o(N).

Aus (i) 4 (ii) folgt: o(Ag) = B (\o) fiir alle Erzeuger Ay von x®A). Man
findet also zu jedem o € Gal(K®)(N) | K) ein eindeutig bestimmtes Element
N, € (A/N)*, so dass g(\g) = @g\i)(/\o) fiir alle Erzeuger \g von y® (&),
Definiere die Abbildung  Gal(K®)(N) | K) — (A/N)x

o +— Ny,

Dies ist ein wohldefinierter, injektiver Homomorphismus.

U
1.10 Lemma.
Die Galois-Erweiterung K (®) (N) | K ist abelsch.
Beweis: Folgt aus Lemma 1.9, da (A/N)* abelsch ist.

t

1.11 Satz.
Sei N € A~ {0}. Es gilt:

Die Galoisgruppe Gal(K(N) | K) ist isomorph zu (A/N)* und alle Primstellen
P, welche Pt N erfiillen, sind unverzweigt.



Beweis: [HayT74].

1.12 Bemerkung.

Im Folgenden schreiben wir ein Element von Gal(K(N) | K) immer in der Form
o, mit a € (A/N)*, wobei der Index a andeuten soll, dass o, auf einem Erzeuger
A von yC operiert durch o(X) = Cy(N).

1.13 Satz.

(i) Sei J = {04 € Gal(K(N) | K) | « € F;} und K(N)"der Fixkérper von J.
Dann zerfillt die Stelle co vollstiandig in K(N)* und jede Stelle iiber oo in
K(N)* ist voll verzweigt und zahm verzweigt in K (V).

(it) Die Konstantenerweiterung von K (N) | K ist trivial.

Beweis: Theorem 12.14 in [Ros02].

1.14 Bemerkung.

Die Sétze 1.11 und 1.13 gelten im Allgemeinen nicht mehr fiir Torsionskérper
von getwisteten Carlitz-Moduln.

1.15 Beispiel.
(¢) Sei N =T und A = —T und somit (I);A)(a:) =Tz — Tz9. Dann gilt

@) = {0} UF; = F, C K, dh. die Galoisgruppe Gal(K®)/(T) | K) ist
trivial, aber (A/T)* = ;.

(i) Sei N = T und A = T und somit &\ (z) = Tz + Ta? = Ta(1 + 27-1).
Dann gilt 7&®) = {X\ € K | \9~? = —1} U {0} und somit

K@A)N(T) = K(79®)) = KF,2, d.h. hier hat man eine nicht-triviale
Konstantenerweiterung.

Auferdem gilt: #(A/N)* =q—1> #Gal(K®)(T) | K) = 2 fiir ¢ > 3.

Wir sehen somit, dass fiir Torsionskorper K(2)(N) = K(xy®®)) im
Allgemeinen nicht gilt:
LGal(K® (N) | K) = #(A/N)" .

Dies motiviert folgende Definition:

1.16 Definition.

#(A/N)"
AGal(KOI(N) | K)

Die natiirliche Zahl heift der Defekt von K(®)(N) | K.



1.17 Bemerkung.

(i) Der Defekt von KW(N) = K(N) ist 1 (Satz 1.11).

(ii) Das Ziel der Arbeit ist es, den Defekt von K(*)(N), in Abhingigkeit von
A€ K*und N € A\ {0}, zu berechnen.

Die folgenden Uberlegungen erlauben es die Problemstellung auf die Fille,
A € A\ {0} und A frei von (¢ — 1)-ten Potenzen, zu reduzieren.

1.18 Satz.
Seien A, A € K* und v := qf\l/g € K, dann ist die Abbildung
r: (K,o®) — (K,0®)
T — Y

ein Isomorphismus von A-Moduln.

Beweis:

Die Bijektivitét von T ist klar.
Um zu sehen, dass es sich bei I" um einen A-Modulhomomorphismus handelt,
betrachten wir folgende Aquivalenzen:

a*gpa) I(x) =T(a*gi) z) firallea € A
(:)q)gA)('ya:) = 7<I>¢(1A) (x) fir allea € A
A A
& o (y2) =10 ()
& Ty + A(yx)? = yTx + yAx?
& Ayiz? = yAx?
S Ay =~vA

-1 A
<:>'yq :Z

1.19 Korollar.
I' induziert einen Isomorphismus von A-Moduln:

NOB) s )
T YT .

Beweis:

Sei 2 € y®3), d.h. <I>§VA)(33) =0, dann erhélt man @S\,A)(yx) =r- <I>SVA) (x) = 0.
U

10



1.20 Korollar.
Falls A = w9 A mit v € K*, dann gilt K(A)(N) = K(g)(N) fiir alle N €
AN\ {0}.

Beweis: _
Sei A ein Erzeuger von x®(®), dann ist nach Korollar 1.19

ein Erzeuger von y®®), wobei o € F7.
Also erhalten wir K(®)(N) = K(\) = K((au) - \) = K(A)(N).

1.21 Bemerkung.

(i) Es hangt also K(®)(N) nur ab von der Klasse von A in K* /(K*)9~!. Daher
kénnen wir in den folgenden Betrachtungen oBdA annehmen, dass A € A\ {0}
gilt.

(73) Auferdem konnen wir annehmen, dass A frei von (¢ — 1)-ten Potenzen in
K ist, denn sonst ist der zugehdrige Rang-1-Drinfeld-Modul ®(*) isomorph
zum Carlitz-Modul.

(#i¢) Von dem Fiihrer N € A\ {0} konnen wir voraussetzen, dass er normiert
und nicht-konstant ist, denn:

o falls N € F}, dann ist K(®)(N) trivial.

e falls N normiert ist, gilt K(®)(N) =K)(aN) fiir alle a € Fy.

11



2 Der Defekt von K®)(N) im Fall (N,A) =1

Im gesamten Kapitel soll der Fiihrer N normiert, nicht-konstant und von der
Form

N= T[] Q€A (n;eNfiralel<i<r)

1<i<r

sein, mit paarweise verschiedenen Primpolynomen ;. Weiter sei

A=cko [] P e A\{0} mit (N,A)=1, (kj € Nfiralle0<;j<s)

1<j<s

wobei ¢ € F} ein primitives Element ist.

Aufserdem setzen wir fiir die gesamte Arbeit 6 := /A eK.
Nach Bemerkung 1.21 kénnen wir annehmen:A € A\ {0} und A frei von
(¢ — 1)-ten Potenzen.

2.1 Lemma.
Die Abbildung T': (K,C) — (K, ®®))

x— 0t
ist ein Isomorphismus von A-Moduln.

Beweis: Spezialfall von Satz 1.18 mit A=1.

2.2 Lemma.

T induziert einen Isomorphismus von A-Moduln

NC —>N (I)(A)
z— 0tz .

Beweis: Spezialfall von Korollar 1.19 mit A=1.

12



2.3 Bemerkung.

Wir betrachten nun folgende Situation:
=:L

K(N)(9)

Wir wissen, dass die Erweiterungen K (N) | K und K(®)(N) | K galoissch
sind. Auch die Erweiterung K (9) | K ist galoissch (genauer: Es handelt sich
um eine zyklische Galois-Erweiterung, siehe z.B. [Bos09], Kapitel 4.8, Satz
3).Auflerdem sieht man, dass L das Kompositum von jeweils zwei der drei
Zwischenerweiterungen K(N), K(®)(N), K(5) ist.

Nach Galois-Theorie([Bos09], Kapitel 4.1, Satz 12) gilt:
Gal(L | K) — Gal(K(N) | K) x Gal(K(3) | K),

wobei Gal(K(N) | K) — (A/N)* und Gal(K () | K) — F;
0y > 0,(8)/0, (weFy).

Das niichste Lemma erlaubt es uns die Galoisgruppe Gal(L | K(*)(N)) zu
beschreiben, unter der Voraussetzung, dass wir Gal(L | K) kennen.

2.4 Lemma.

Ein Element (0,4, 0,) € Gal(L | K) gehort zu Gal(L | K®)(N)) genau dann,
wenn a = w gilt.

Beweis:
(0a,04,) € Gal(L | K®)(N))
& (04,0,) operiert trivial auf K(®)(N)
& fiir alle y €y @O gilt: (04,0,)(y) =
& fiir alle v ey C gilt: (04,00)(5) = §
Ca(z) _

A wo 7%
& Cyx) = wa
Sa=Ww.

13



2.5 Proposition.
Fiir N = [[ Q! € Anormiert, nicht-konstant und A = c* T[] Pfj € A\{0}

1<i<r 1<j<s
mit (N, A) =1 gilt:

K(N) und K(0) sind linear disjunkt iiber K (fiir Genaueres zum Begriff der
linearen Disjunktheit siehe z.B. Kapitel 8.3 in [Lan02]).

Beweis:

LFall: K(6) = K(“V/A) sei an einem der P;‘s voll verzweigt. Da wir wissen,
dass K(N) an P; unverzweigt ist (wegen P; { N und Satz 1.11), folgt aus
Verzweigungsgriinden K(N)N K(§) = K.

2.Fall: K(8) = K(*+V/A) sei an keinem der P;s voll verzweigt, d.h. es
existiert ein n € N mit

a1/ T1 Pfjn € K und “Vckon ¢ K. Es gilt nun
1<j<s

(i) Die Erweiterung K (6) | K ( *V/ckom) ist an einem der P;‘s voll verzweigt.

(ii) Die Erweiterung K (N)( "V ckon) | K( “V/ckon) ist unverzweigt an allen
Pj‘S.

Aus () + (i1) folgt K () N K(N)( “Vckon) = K( "V ckon).

Daraus folgt K(N) N (K(8) \ K( “Vckon)) = K. Auferdem wissen wir:
K(N)NK("Vckon) = K (da K(N) | K nur triviale Konstantenerweiterung
hat).

Somit erhalten wir insgesamt K (N)N K () = K.

O
Nun kénnen wir das Hauptresultat von Kapitel 2 formulieren:
2.6 Satz.
Fiir N = [[ Q" € Anormiert, nicht-konstant und A = c* [] Pfj € A\{0}
1<i<r 1<j<s

mit (N, A) =1 gilt:
Der Defekt des Torsionskorpers K(2)(N) ist Eins, d.h.
Gal(K®)(N) | K) =5 (A/N)*.

14



Beweis:
(7) Nach Proposition 2.5 wissen wir , dass K (N) und K (0) linear disjunkt sind
iber K.

(74) Wegen (7) erhdlt man [K(N)(d) : K(N)] = [K(9) : K] =: h.
=L
(73i)Wegen (7) erhélt man auferdem: Gal(L | K) = Gal(K(N) | K) x Gal(K(9) | K),
~(A/N)* Epn

wobei uyp, 1= {h — te Finheitswurzelnin IF;}
(iv) Wegen Lemma 2.4 wissen wir

Gal(L | K®(N)) = {(04,0,) € (A/N)* x pj, | a = w} . Daraus folgt
#Gal(L | KO (N)) = [L: KO(N)] = #up = h.

[L: K(V][K(N) : K]

(v) Somit gilt: [K®)(N) : K] = [L: K&(N)]

_ h-#(A/N)"
h

= #(A/N)".

15



3 Kummer-(q — 1)-Teilerweiterungen von K (V)

3.1 Definition.

Eine Kummer-(q — 1)-Erweiterung von K ist ein Korper der Form K ( ¢+/f) fiir
ein f € K.

3.2 Lemma.

Sei P € A ein normiertes Primpolynom vom Grad d. Fiir alle m € Ny ist die
Kummer—(q—1)—Erweiterung K( “/(—1)4mP™) von K enthalten in K(P) =
K(pC).

Beweis:
Setzen wir g(z) := CPT(GC), dann gilt:

be(A/P)*

Also erhalten wir

P=g0)= T GO

[T (I[ a-Cui(X) (wobeia € (A/P)* primitiv)

0§j<qqd%11 acly
= I (G (da [[a=-1)
0<j< L= >€rg

[T C.i(N)Y  falls d gerade

d
. _qd—1
0<i<T=

~II Ca.i(N)? ' falls d ungerade

. d_q
0<j<L—

Somit haben wir die Darstellung:

V(=1)4P = I Cu(N).

. d_q
0<ji<L—

Also gilt: K( */(—-1)¢P) C K(P) und somit K( *+/(—1)%mP™) C K(P) fiir

alle m € Ng.

O
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3.3 Lemma.

Sei N = [] @, wobei die Q; paarweise verschiedene Primpolynome sind mit
1<i<lr

d; := deg(Q;). Dann gilt:

Fir alle m = (mq, ..., m,) € Nj ist die Kummer-(¢—1)-Erweiterung K ( ‘Ii/(—l) sis

von K enthalten in K(N).

Beweis:

Es gilt K(Q;) C K(Q}") C K(N) fiir alle 1 <4 < r, und somit wegen Lemma
3.2: K(y/(-1)4m:Qi"") C K(N) fir alle m; € Ny und fiir alle 1 < i < r.
Daraus folgt:

Z dimi
K < qi/(_1)1<i<r H QT‘) C K(N) fiir alle m = (mla ce ,mr) € NS

1<i<lr

O

3.4 Bemerkung.

Fiir gegebenes N € A wie in Lemma 3.3 und m = (myq,...,m,) € Nj setzen wir
fiir die gesamte Arbeit

1<i<lr

Z dimi _
= [ (-15= 1 QM eR.

Das Hauptziel dieses Kapitels ist es die Untergruppe H,,, von (A/N)* zu
bestimmen, welche erfiillt: K(N)f= = K(G,,).

3.5 Lemma.

Wir betrachten die h-ten Einheitswurzeln py, := {w € F} |w" =1} in F}, dann
gilt:
# {w € pup | wh = 1} = ggT'(h,1) fiir ein ¢ € N.

Beweis:

Sei b ein primitives Element in F}, dann ist a := b ein Erzeuger von pp:
Uh = {ak [1<k< h} Wir wollen nun untersuchen fiir wie viele ks

(1 <k <h)gilt: (a*) =1:

(ak %
<~ 5

ki =
0( -1

"‘@

=b

Q||

- ki

17



S M eNeki=0(h).

Es gilt: min{k e N|ki=0(h) Daraus folgt (agaT}ZW )¥ =1 und

. h
b= 99T (hyi)"
qg%(hi) minimal mit dieser Eigenschaft.
Somit erhalten wir # {w € pup | wt = 1} ={1<k<h|ki=0(h)}=g9T(h,i).

O
3.6 Lemma.
Sei Fgn | Fy eine Korpererweiterung von Grad n € N. Die Normabbildung

]Fqn . * *
Ngl™ : Fon —

c—>x-x9-... -2 =g a1
ist surjektiv.

Beweis: .
(0) Die Abbildung NIF:" ist ein Gruppenhomomorphismus.

. Fyn\ Lemma 3.5 n n_ —
(i) #(ker Ng™") “" 27 ggT(q" — 1, L) = L5

(i) Bs folgt #(Bild Ng'") = —L—4— =q— 1.

Also ist die Normabbildung surjektiv.

3.7 Bemerkung.

Fiir ein Primpolynom P mit d := deg(P) liefert die Normabbildung also einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus von (A/P)* = F7, nach Fy.

Das folgende Lemma benétigen wir zum Beweis von Satz 3.9.

3.8 Lemma.

Betrachten wir den Ring Z,/(j + 1)Z fiir j € N und die Menge
B:={l,l+1,...,l+j} fiir ein [ € N, dann gilt:
(i) Zu jedem y € B gehort ein eindeutiges y € Z,/(j + 1)Z mit y =g (j + 1).

Gy LY
yeB]+1
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Beweis:

(¢) klar.

(#i) Wir geben zu jedem y € B das eindeutig bestimmte Element § € Z /(j+1)Z
mit y =7 (7 +1) an:

0=(—1)+7+1mod(j+1), wobeil die Restklasse von [ modulo (j + 1) ist.
1=(10—=1)4+7+2mod(j+1)

r=((—-1)+j+z+1mod(j+1), wobeiz=1-1.
z+1=1mod(j+1)
x+2=1014+1mod(j+1)

ji=(=1)+jmod(j+1).

Also erhilt man yeZBH_Zl/ =(z+ 1)( + D+ —z)- ]l%

+x+1+]

J+1 J+1

=L+ +e+1=1-T+z+1' ey,

3.9 Satz.

Sei P € A ein normiertes Primpolynom vom Grad d und v : (A/P)* — T}
die Normabbildung (wie in Lemma 3.6).

(1) Fir 0y, € Gal(K(P) | K) = (A/P)*gilt:
crb(“’l (_1)dp) = u(b) - ( (_1)dp).
(i1) Insbesondere gilt also K (P)Fer() = K ( Sy (—1)dP).

Die Situation kann man mit folgendem Diagramm veranschaulichen:

K(P)
ker(v) I
(A/P)* K(P)ker(u) =K ( q—1 (71)dp)
Bild(v) i
K
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Beweis:

(i) ist eine direkte Folge von (i), also miissen wir nur (i) zeigen.
Sei a € (A/P)* primitiv und a* = b (z € N).

Nach dem Beweis von Lemma 3.2 gilt:

(P = I Cun(N) (0#£XrepC).

0<m< 0?1

a—1
Berechnung von oy, ( =/ (fl)dP) :

ab(w (—1)dP)= [I  0u(Can(N)

d_1
0<m< qq71

S | e

0<m< g?-1

q—1

Sei z + m die Restklasse von z + m modulo (q:__ll), dann gilt:

Caerm(A) = Cam+z+mfm(A)
- Oazﬁ»imzaz+7nfz+7m ()\)
=@t O (N) (da a*tTTET € )

z+m—z4+m

= y(a) (¢?-1)/q—1 . Cam(A)
Somit erhalten wir also:

o (“VEDP) = T Casn()

d_1
0<m< L=

a—=1_1

@ =Dja-1 g

d
gd—1
0<Sm< L=

v@@ T Cpem(V)

d_1
0<m< L=

v T Cul

. d_q
0§]<q(171

=v(@®)- II  Cu(V)

. d_q
0<j< L=

= u(b) - (rl (_1)dp).

= v(a) =0 C (V)

Lemma 3.8(3%)

20



Zum Abschluss des Kapitels wollen wir das Resultat aus Satz 3.9

verallgemeinern fir N = [[ Q7.
1<i<r
Dazu betrachten wir zunfichst folgendes Lemma:

3.10 Lemma.

Sei N = [[ Q" wie in Lemma 3.3 und A ein Erzeuger von yC. Weiter sei
1<i<r
ein j zwischen 1 und r gegeben. Setze

1<i<r, i#j

N; = Q% = ( I1 Q;L1> .Q?ﬂ'_l, dann gilt:

(i) Aj := Cn;(N) ist ein Erzeuger von ¢,C.

(i¢) Fiir oy € Gal(K(N) | K) = (A/N)* gilt: ay();) = Cy, (), wobei b;
gegeben ist durch die kanonische Projektion

(A/N)* =TT (A/Q0) — (A/Qy)*

1<i<r

b’—>(b1,...,br)l—>bj

Beweis:

(i) Cq,(\;) = Cq,(Cn;(N)) = Cn(A) = 0 und X; # 0, da A ein Erzeuger von
nC ist.

(i1) 7(\s) = 33(Co, (V) = Civ, (33(N)) = O, (CH(N)) = Col(Cv, (N) = Co(Ay) =
Cy, (A;), wobei die letzte Gleichheit gilt, da A; €g,; C' und wegen der Tatsache,
dass @,C ein A/Q;-Modul ist (Satz 1.7).

O

3.11 Definition.

Sei N = [] Q} wie in Lemma 3.3 und v; : (A4/Q;)* — F; die Normabbil-
1<ilr

dung fiir alle 1 <i < r. Definiere x,, € Hom((A/N)*,F}) fiir

m = (mq,...,m,) € Njj durch

Xm : (A/N)* — Ty

wobei b; € (A/Q;)* gegeben ist durch die kanonische Projektion wie in Lemma
3.10.
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3.12 Satz.

Sei N= ][] QF wiein Lemma 3.3 und m = (my,...,m,) € Nj gegeben.
1<i<r

(i) Fiir o, € Gal(K (N) | K) 2 (A/N)*gilt:

(i7) Insbesondere gilt K (N)ker(x=) = (Gm)-

Die Situation kann man mit folgendem Diagramm veranschaulichen:

K(N)
ker (Xm) }
(A/N)* K(N)rertm) = K(Gm)
Bild (Xm) }
K

Beweis:
(i) ist eine direkte Folgerung aus (i), wir miissen also nur (i) zeigen.

Fiir G, hat man folgende Darstellung:
Gm — q-1 (_1)1§i§r H an,

1<i<r

= H a—1 (_1)(1,177L,L'Qmi

7
1<i<r

M (v/Ente)”

1<i<r

m;

Begeis H H C j('i) (/\1) ’

Lemma 3.2 1 <<, a;

s di _q
0<j() <=

wobei \; ein Erzeuger von ¢,C ist und a; € (A/Q;)* ein primitives Element ist.

my

o (Gm) = I I C (o)

1<i<r (o _qtic1 @
0<jI <=

i
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3.10(i) 1<i<r O§j<i)<qq:
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4 Der Defekt von K®(N) im Fall (N,A) # 1

Falls N und A nicht teilerfremd sind, miissen K (N) und K (§) mit § := “V/A €
K im Allgemeinen nicht mehr K — linear disjunkt sein. Um in dieser Situa-
tion den Defekt der Erweiterung K(®)(N) | K bestimmen zu kénnen, miissen
wir daher zunéchst K(N) N K(0) berechnen. Im ganzen Kapitel sei folgende
Situation gegeben:

e N = [[ Qe A normiert, wobei n; € N fiir alle 1 < i < r und Q;
1<ilr
paarweise verschiedene Primpolynome.

e A=ck [T PY [I P’ €A\{0},

J
1<5<s’ s'<j<s

wobei k; € N fiir alle 0 < j < s, d; := deg(P;) und ¢ € F; primitiv.
Auferdem gelte P; | N fiir alle 1 < j < s’ und P; t N fiir alle s’ < j <s.

e 5:= "VAeK.

4.1 Lemma.

Seien aq,...,a; € Z, m € N, dann gilt:

min{n € N|a;-n =0 (mod m) fﬂrallelgigl}:m.

Beweis:
Induktion nach { :
l:l:Esgiltmin{n€N|a1-nEO(modm)}zm .

Sei die Aussage des Lemmas richtig fiir [ — 1 € N, dann gilt:

min{n € N|a;-n=0 (mod m) fir allel <i<l—1wunda;-n=0 (mod m)}
— gV (

m m — m
99T (m,a1,...,a1—1)’ ggT(m,ar) 99T (m,a1,...,a) "

Wir wollen als néchstes die Grofen h := [K(d) : K] und
ho := [K(9) : K(N) N K(6)] ausrechnen, welche man sich in folgendem
Diagramm veranschaulichen kann:
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K(N)(9)
/ AN
K(N) K(9)
AN /
K(N)N K(5)
= |
K
4.2 Lemma.

] a1

Es gilt h:= [K () : K] = .
& [ () ggT(k07k17"'7kS7q_1)

Beweis:
[K(d): K]=min{neN|d € K}

ggT(kOak17"'7kS7q_ 1)7

wobei die erste Gleichheit gilt nach Kummer-Theorie und die zweite Gleichheit
nach Lemma 4.1.

O

4.3 Lemma.

Sei N= [] Q! € A wie am Anfang des Kapitels festgelegt, P, ..., P; seien
1<i<r

Primpolynome mit P; t N (1 < j < t). Weiter seien ko, k1,...,k € N und

¢ € Fy primitiv, dann gilt:

. y . E _ i < . <
amafcko ] Pff € K(N) <= (Z) kj=0(qg—1) firallel <j<t
1<j<t (ii) ko =0 (g —1)
Beweis:

” <=7 : Falls (i) und (i¢) gelten, dann gilt q_1/ck01<H<fPfj € K C K(N).
<js<t

25



7 =" :8ei q—gfcho [] Pfj € K(N). Wir nehmen an: Es gibt ein j zwischen
1<j<t

1 und ¢ mit k; # 0(¢ — 1) oder ky# 0 (¢ — 1) und fiihren dies zum Widerspruch:

1.Fall : ko#0 (¢—1), k; =0 (¢ — 1) fir alle 1 < j <t. Dann wiirde folgen :

“Vcko € K(N) (wegen a1/ 1 Pfj eKC K(N)).
1<j<t

Dies ist ein Widerspruch, da K(N) | K nach Satz 1.13(é¢) nur triviale
Konstantenerweiterung hat.

2.Fall : ko =0 (¢ — 1) und fiir eine Teilmenge U von {1,...,t} gilt:
ki Z0(¢—1)firallel e Uund k; =0 (¢—1) fiiralle i € {1,...,¢} \ U. Dann

ist die Erweiterung K ( a—1/cko T] Pf]) | K an einem der P; voll verzweigt.
Vo oi<i<e

Andererseits ist K(IN) an diesem P; unverzweigt (da P; 1 N). Also sind K (N)

und K ( a—1/ c’“01<H<tP]k"> aus Verzweigungsgriinden linear disjunkt iiber K.
<i<
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme o-3/cfo J] Pfj € K(N).
Vo<

3.Fall 1 ko#0(q—1), ki #0(¢—1) fiirallel € U und k; =0 (¢ — 1) fiir alle
i€{l,...,t} \ U, wobei U wie oben.

e Falls K < a—1fcko T] Pfj> | K voll verzweigt ist an einem der P;, dann
1<j<t

kénnen wir wie im 2.Fall argumentieren.

e Falls K ( a—af/cko ] Pfj ) | K an keinem der P; voll verzweigt ist, dann
Vi<

gibt es ein n € N, so dass nk; =0 (¢ — 1) fiir alle 1 < j <t und
nko # 0 (¢ — 1). Daraus folgt “Vcnko € K(N).

Dies ist ein Widerspruch, da K(N) | K nach Satz 1.13(4¢) nur triviale Konstan-
tenerweiterung hat.

O
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4.4 Satz.

Fiir § := VA € K, mit A € A\ {0} und N € A wie am Anfang des Kapitels
festgelegt, gilt:

, wobei

5" € K(N) <= {(l) kj-n=0(q—1) fiir alle s’ <j <s
(i) k§ - mn=0(¢—1)

ko, falls q gerade oder > djk; gerade
kg = 1<j<s’ .

ko + q;—l, sonst

Beweis:

1.Fall : sei g gerade oder ) d;k; gerade:
1<j<s’
7 «<=": Es gelte (i) und (i1), dann

§'<j<s

k; kj
671 = q-—1 ano H PJL n q—1 H PJn 7
1<j<s’

n

Do | T P - TI P mit @ e F
1<5<s’ s'<j<s

€K(N) (wegen Lemma 3.3) €K (wegen (1))

Also gilt 6™ € K(N).

7 = "7: Es gelte 6" € K(N), dann kénnen wir schreiben:

nk; nk;
0" = q—1 H Pj 7 cg—1 H P‘7 7. ano.
1<j<s’ s'<jss

€K(N) (nach Lemma 3.3)

Daraus folgt, dass auch 4-: H P;lkj - ko in K(N) liegen muss. Dies hat
5'<j<s

nach Lemma 4.3 aber zur Folge: k;j-n =0 (¢ —1) fir alle s’ < j < s und

ko-n=0(qg—1).
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2.Fall : sei q ungerade und Y, djk; ungerade:
1<5<s!
7 <=7 : Es gelte (i) und (i), dann kénnen wir schreiben:

e e TP TP

1<5<s’ s'<j<s

(%) €K (wegen (i)

-1
Zwischeniiberlegung;: (ko + q2> n=0(¢—1)

= c(k°+q2;l)‘" =1

oo T =1

q—1

& chon = 5 = (1),

Aus dieser Uberlegung und wegen (i) folgt:

(x) = 7 (=) < I1 P{CJ) € K(N) nach Lemma 3.3 und somit

1<5<s!

5" € K(N).

7 =7 : Es gelte 6" € K(N), dann kénnen wir schreiben:

§'<j<s

§" = qi/ I1 Pjnk-’ a1 11 P;Lk-’ - ¢k es folgt
1<j<s’

1 X 1 .
o = q\l/Cq?'n H P;Lk] . qi/cq24n H P;ij 'ano

1<5<s’ s/ <j<s

n

= o (=1)n H Pfi -q_i/c(ko"'q?l)'n 11 Pjnkj € K(N).

1<j<s’ s<iss

€K(N) (nach Lemma 3.3)

Daraus folgt, dass auch - /c(ko+%3H)m ] P;ij in K(N) liegen muss.
§'<j<s
Somit erhélt man nach Lemma 4.3:

n(ko—i—q%l)EO(q—l) und n-k; =0 (¢—1) fiir alle s’ < j <s.
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4.5 Korollar.
qg—1

Es gilt hg := [K(§) : K(N) N K(§)] = " , wobei kj
[ ( ) ( ) ( )} ggT(k()aks’—‘rla"'akqu*1) 0
wie in Satz 4.4.
Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 4.4 und Lemma 4.1.
O

Als Néchstes wollen wir Gal(K(N)(0) | K) = Gal(L | K) beschreiben. Wir
wissen schon:

Gal(L | K) = Gal(K(N) | K) x Gal(K(5) | K).

=(A/N)* =puy,

Um Gal(L | K) genau charakterisieren zu konnen, iiberlegen wir uns:
e Wie operiert o, € Gal(K(8) | K) auf K(N)NK(8) = K(§™) ?
e Wie operiert o, € Gal(K(N) | K) auf K(N)NK(8) = K(§™) ?

4.6 Lemma.

Die Abbildung v : pun — pin/n,
x — xho
=K (5")
—_—~
beschreibt die Einschrinkung von Gal(K(9) | K) auf Gal(K(N)NK(9) | K),

d.h. fiir 0, € Gal(K(9) | K) gilt 0,,(8"0) = who . §ho.

Beweis: 0,(5") = (0,(0))" = (w - §)" = who . §ho.

4.7 Lemma.

Setze k := (k1,...,ky) € N*', wobei die k; gegeben sind als die Exponenten in
der Darstellung von A = c*o [] Pfj I1 Pfj .

1<j<s’ © s'<j<s

Die Abbildung ¢ : (A/N)* — pin/n,

ar— (xa()"™ = < [1 Vj(%‘)'”)

1<j<s’
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=K (5"0)

—_—
beschreibt die Einschrinkung von Gal(K(N) | K) auf Gal(K(N)NK(9) | K),
d.h. fiir o, € Gal(K(N) | K) gilt: o, (6") = (Xk(a))ho -8 wobei yj, wie in
Definition 3.11.

Beweis:
Betrachten wir

Xk (A/N)" — g

ar— xr(a) = I v;(a;)",
1<j<s’

dann wissen wir nach Satz 3.12:

> djk;
oo | (—1)1s7= JIT PP | =xela) - Ge
1<j<s

=:Gg

Somit erhalten wir:

ho ho
s =on (L) (L)
1<5<s’ s'<j<s
=0, q—1]ckoho . H P]@jho 04 - H Pj{cj-ho
1<5<s’ s'<j<s
kjho=0 (¢— 1) - ckoho. P;cjho Ao P]kjho
Vs’ <j<8 1<J<S s'<j
_ h
- < k) H P *(7(1 Gk
- s'<j<s s'<j S
h . h
(xe(@)™ - G} - (Q\I/W) = (xa(a)™ - o,
s'<j<s

=sho

\ /\

4.8 Satz.

Gal(L | K) = {(0w,0) € (A/N) % jn | o(a) = ¥()}
= {(00.00) € (A/NY > g | (xul@)™ = i},

wobei hg := [K(0) : K(N) N K(0)] gegeben ist durch Korollar 4.5 und die
Abbildungen ¥ und ¢ gegeben sind durch Lemma 4.6 bzw. Lemma 4.7.
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Beweis:
Folge aus Lemma 4.6 und Lemma 4.7.

4.9 Korollar.
Seien N und A wie zu Beginn des Kapitels festgelegt, dann gilt:

t := #Gal (L | K®)(N)) = ho - ggT (h, > kjd; - 1>,
ho 1<%
wobei d; = deg(P;).

Beweis:
Nach Lemma 2.4 gilt fiir (04, 0,) € Gal(L | K):

(04,04) € Gal ((L| K(®)(N)) <= a = w. Mit Satz 4.8 folgt:
Gal (L | KO/(N)) = {(00.0) € (A/N) x o | ()" = b0, w € ),
wobei k := (ki,..., ky) € N¥

Wir miissen also die Bedingung (X&(w))ho = who fiir w € yy, untersuchen:

s/ & qdj—l h
ho _ JE:l]‘r1 .O_ ho
(elw)) ™ = w —w
S/
> kidjho
& wi=t = who

5/
Z k}jdjho*ho
& wi=t =1

1<j<s ho 152
Elemente w € py, welche diese Bedingung erfiillen.

h
Nach Lemma 3.5 gibt es genau ggT' | h, > k;djho — h0> = ho-ggT ( > kidj— 1)

O

4.10 Proposition.
Seien N= J[ Q" eAundA=ck T[] P¥ [ P eA\{0}

1<i<r 1<5<s’ T 8/ <j<s
mit d; := deg(P;) wie zu Beginn des Kapitels festgelegt, dann gilt:

Der Defekt des Torsionskorpers K(*)(N) | K ist ggT (:, > kyd; — 1),

0 1<j<s’
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wobei h := [K(0) : K| gegeben ist durch Lemma 4.2 und
ho := [K(d) : K(N) N K(J)] gegeben ist durch Korollar 4.5.

Beweis:

#Gal (KP)(N) | K) = [K®)(N) : K]

[K(N)(6) : K(N)] - [K(N) : K]
[K(N)(8) : K&(N)]

[K(5) : K(N) N K(9)] - [K(N) : K]
[K(N)(8) : KO(N)]

— a2

Ko%);lar H(A/NY* - - ho
ho . ggT (h, Z kjdj — 1)
0 1<j<s!
. 1
=#(A/N)"-

h
0 1<5<s/

Proposition 4.10 liefert uns zwar eine Formel zur Berechnung des Defekts von
K@®)(N). Allerdings ist die Formel etwas unangenehm auszuwerten, da man
jeweils noch die Grofsen h und hg ausrechnen muss. Daher wollen wir nun eine
Formel finden, die leichter auszuwerten ist.

4.11 Lemma.
qg—1
ggT(kéaklw",ksaq* 1)

Es gilt h =
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Beweis:
q—1
9T (ko, k1, ... ke, q—1)

Nach Lemma 4.2 wissen wir: h =

N . ko, falls q gerade oder Y d;k; gerade
Nach Definition von kj gilt: k§ := 1<5<s’ .
ko + %17 sonst

Falls ki = ko ist, dann ist die Aussage des Lemmas trivial, also nehmen wir
an: q ungerade und Y. djk; ungerade und somit kj = ko + 45=. Auferdem
1<5<s’
konnen wir oBdA annehmen, dass ko, k1,...,ks < ¢ — 1 gilt. Wegen der An-
nahme, dass > d;k; ungerade ist, gibt es ein [ zwischen 1 und s’, so dass
1<5<s’

k; = 1 (mod 2). Daraus folgt: ggT (¢ —1,k1,...,ks) ist ein Teiler von 1
Daher erhalten wir ggT (¢ — 1, k1, ..., ks, ko + 45 1) 99T (q — 1, k1, ..., ks, ko).

O

4.12 Lemma.

Die Situation sei wie immer in Kapitel 4, dann gilt:

h
99T <h0 >k dj_].> =ggT (d—1,q— 1,k ksrs1,...,ks),
1

<j<s’

wobei d := deg(A).

Beweis:

h
(#) Wir wollen zunéchst zeigen: ggT
ho’ 1<5<s’

Sei dazu ggT (d —1,q — 1, k8, ks 41, ..., ks) = I, dann gilt:

S okjd;—1= d—1 — k;d;
1<z o~ z:< Y
Viel faches von 1 s'<yss
Vielfaches von 1

= . k;d; —1ist ein Vielfaches von [.

1<5<s!
Wenn wir nun zeigen koénnen, dass auch h/hg ein Vielfaches von [ ist, ist (%)
bewiesen. h/hg konnen wir unter Beachtung von Lemma 4.11 folgendermafken
schreiben:
h _ggT(kSaks’-‘rly-'-akqu_l)_ a-l

ho — g9T(kg ki, ksya—1)  — ggT (kg ki, . ks q— 1)
fiir o € N geeignet gewéhlt.
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Wir wissen: >~ k;jd; =1 (). (#)

1<5<s!
Machen wir nun die Annahme: h/hg ist kein Vielfaches von I,
dann bedeutet dies:
99T (k§, k1, - .., ks, ¢g—1) enthélt einen Primfaktor p von [, der nicht in o vorkommt.
= p | kjfiralle 1 <j <s, dh. k; =Vielfaches von p fiir alle 1 < j < 5. Sei
also k; = B;p (B; € N), dann gilt aber:

> kjdjzlz Bipdj =p- Y Bid; 1 (1),

1<5<s! <G 1552

—_————
€N
da p ein Primteiler von .

Dies liefert einen Widerspruch zu (#), also ist h/hg ein Vielfaches von I.

h
(27) Nun zeigen wir: ggT' | —, > kjdj — 1| < ggT (d—1,q— 1, k§, ks41,...,ks):
ho 1<%

Sei ggT (h, Z kjdj - 1) =1
ho 1

<j<s’

= h/hg ist ein Vielfaches von .
* h *
= 99T (k. ks 41, ks,q—1) = . 99T (k& k1, ks, q— 1)
—~
Vielf. von 1
ist Vielfaches von [. Auferdem gilt:

d—1= Y kidj—1+ Y kid;

1<j<s’ §'<j<s

Vielf. von 1 Vielfaches von 1

— d — 1 ist ein Vielfaches von (.

Also erhalten wir insgesamt 997" (d — 1,q — 1,k}, ks 41, ..., ks) > L.
Aus (i) und (i7) folgt die Behauptung des Lemmas.

Nun sind wir in der Lage das Hauptresultat der Arbeit zu formulieren:
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4.13 Satz.
Die Situation sei wie immer in Kapitel 4, dann gilt:

Der Defekt des Torsionskorpers K (2 (N) | K ist ggT (d — 1,q — 1,k ko1, -+ -, ks),
wobei d := deg(A).

Beweis: Direkte Folge aus Proposition 4.10 und Lemma 4.12.

Der Formel in Satz 4.13 sieht man an, dass der Defekt in den meisten Féllen
Eins ist. Zum Abschluss wollen wir daher noch ein Beispiel angeben, wo der
Defekt groftmoglich ist.

4.14 Beispiel.
Seig =19, N = Q7" -...-Qf* € Amit n; € Nfirallel <i¢ <5, und
deg(Q1) =3, deg(Qs) = 2, deg(Q;) =m; € N (2 < j < 4).

Weiter sei A = —Q3 - Q3 - Ri8. RI® wobei Ry, Ry € A prim sind mit Ry, Ryt N
und deg(R;)) =m €N (I =1,2).

Es gilt also : ka‘:ko—i—%l:%l—i—%:q—l:l&
Nun kénnen wir den Defekt von K(*)(N) | K mit Satz 4.13 berechnen:
Defekt von K(A)(N) = ggT (deg(A) — 1, 18)

= ggT (19 + 18(’/‘1 + 7‘2) -1, 18)
= ggT (18(7”1 + 7o+ 1), 18) = 18.
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Symbolverzeichnis

FEQEQR
El

alalalls

—~
\]
—

F,[T], Polynomring iiber F, in der Unbestimmten 7'
Carlitz-Modul, S.6-7

endlicher Korper mit ¢ Elementen

S.17

[K(5): K], S.24

[K(6): K(N)Nn K(d)], S.24

F,(T), Quotientenkérper von A

algebraischer Abschluss von K

getwisteter Polynomring, S.6

Torsionskorper von Carlitz-Modul, S.7
Torsionskorper von getwistetem Carlitz-Modul, S.7
K(N)(6), S.13

[K(N)(0) : KA)(N)], S.31

VA, S.12

getwisteter Carlitz-Modul, S.6-7

N-Torsion von ®*), 8.7
N-Torsion von C, 5.7
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